Priklady zo strun za letny semester 2021/22
KLASICKA STRUNA

1. 3.

1. Pulzujici prstenec (Z p6.4 D). Najdite z u¢inku struny v ¢asovej kalibracii, ako pulzuje kru-
hova struna. VyuZite, Ze ak lagranzian nezévisi explicitne od ¢asu, zachovéava sa energia systému.

RIESENIE: r = Rcos(t/R).

2. Ucinok upevnenej struny (Z p6.3 F). Majme strunu upevnent na koncoch, ktora kona
rovinné kmity, a predpokladajme, Ze na nej nevznikaja spatné zahnutia ani slucky. Zapiste la-

granzovska hustotu struny. RIESENIE: £ = —T+/1 — 2 + /2.

8. 3.

3. Pohyb koncov struny (Z 6.9 D+F). Ukajite, 7e vektor QF = —T[-XWX? 4 X#tx
(X - XN]/[-X2X"* + X - X")2]V/2, vystupujici v pohybovej rovnici struny, ma v statickej kalib-

racii tvar QF = =T(—vy, (1 —v?)T +vv))/(1 — v2 )12, a presvedéte sa, ze z QM = 0 plynie,

‘0,0’f
7e konce otvorenej struny sa pohybuju kolmo na strunu rychlostou svetla. Tento vysledok spolu s
konstrukciou izotropnych stradnic v Z 7.1 zarucuje, ze predpoklad o o, ktory sme prijali vo vSe-
obecnom pripade, ze ma konstantné hodnoty na koncoch struny, plati aj v pripade, ze stiradnice

(0, T) st izotropné.

15. 3.

4. Volnd struna v statickej kalibrdcii (Z 7.4 F ). Ukézte, Ze pre volnt otvorent strunu v statickej
kalibréacii plati X(o,t) = X(t_) + X(t_), kde tx =t + 0 a X(u) je periodicka funkcia s periédou
201, spliajica X'2 = 1/4.

5. Rotujica tycka (7 7.4 F). Pohyb volnej otvorenej struny je uplne zadany, ak je zadany
pohyb jedného jej konca. Najdite, ako sa pohybuje struna, ktorej koniec so ¢ = 0 sa rovnomerne
otaca, X(0,t) = 3l(coswt,sinwt). RIESENIE: X(o,t) = $lcoswo(coswt, sinwt), kde w = 7/0y a

| = 2w~ (vdaka tomu sa konce struny pohybuju rychlostou svetla!).

6. Upevnend struna v statickej kalibracii (Z 7.4 D). Ukdzte, ze pre strunu s koncami v bodoch
x = 0,a na z-ovej osi v statickej kalibracii plati X (z,t) = f(t_) — f(t_), kdety =t+zxa Pz(u)

je periodicka funkcia s periodou 2a, spliiajica X2 = 1/4.

7. Svihadlo (Z p7.4 D). Najdite, ako sa pohybuje struna s koncami v bodoch z = 0, a na z-ovej



osi, ktor& sa rovnomerne otaca, X(x,t) = (x, f(z) coswt, f(x)sinwt), a vyjadrite uhol ~, ktory
tato struna zviera na svojich koncoch s 2-ovou osou. RIESENIE: f(z) = Isinwz, kde w = 7/a a

| =w™!; tany = 7/a.

22. 3.

8. Este rotugica tycka (Z- F). Majme otvorenu strunu v prvom excitovanom mode, teda
taku, ktorej jediné nenulové fourierovské koeficienty v rozvoji X’ st ag a a1, a nech sa tato
struna nachéadza v pokojovej ststave (g = (A, 0)), ktora zvolime tak, Ze hmotny stred struny
je v podiatku stradnic (z = 0) a struna kmitd v rovine (X!, X?2). Uréte oy z podmienok Ly =
Ly = Ly = 0 a najdite zlozky X = agT + i(a1 cosoe™ — c. c.) ako funkcie (o, 7). RIESENIE:

1

a1 = (0,B), B = 5A(1, £i) (sem sa da doplnit fazovy sucinitel, ktory je ale nepodstatny, lebo sa

da vzdy odstranit vhodnym oto¢enim stradnic); X° = A7, X = Acoso(sin7, F cosT).

9. Este pulzujici prstenec (Z— D). Majme uzavrett strunu v prvom excitovanom mode, teda
taki, ktorej jediné nenulové fourierovské koeficienty v rozvoji X7, I = L, R, st ag a asir (2
periodi¢nosti X plynie agr = o, = ag!), a nech sa tato struna nachadza v pokojovej stustave
(g = (A4,0)), ktoru zvolime tak, ze hmotny stred struny je v pociatku sturadnic (z;y = 0) a
struna kmita v rovine (X', X?). Uréte oy z podmienok Loy = L1y = Loy = 0 a najdite zlozky
X =oap7+ % [(alRei" +041Le*i")e*” —c. c.} ako funkcie (o, 7). RIESENIE: ay; = (0,B;), Bg =
$A(1,—i)a By, = $A(1,4) (sem sa daji doplnit nepodstatné fazové siéinitele a da sa urobit takisto
nepodstatné vymena znamienok v y-ovych zlozkach Bj; podstatné je len, Ze znamienka su rézne,

rovnaké znamienka by viedli na bodovii ¢asticu s rychlostou 1); X = A7, X = A(coso,sino)sin .

0. 4.

10. Parameter sklonu (Z 8.6 F'). Uvazujme rotujicu tycku (otvorent strunu v prvom mode
oscilacii) v teorii, do ktorej vratime napétie struny 7" aj hodnotu o na konci struny o;; o sa da sice
preskalovat tak, aby bolo o1 = 7, ale idea odvodenia vztahu medzi energiou a momentom hybnosti
spodiva prave v tom, Ze z neho musi o1 vypadnat. Rovnice tycky st podla prikladu 5 X° = 7,
X = w™t coswa(coswr,sinwr), kde w = mo; ! (vid tiez priklad 9). Zratajte energiu a moment
hybnosti tycky, E = " PO a g — / " (XPY — YP%)do, kde P, = OL/OXH = T(-X?,X), a
najdite vztah medzi niomi. RIESENIE: ZO? =Toy, J=To?/(27), J = E?/(27T). V jednotkach, v
ktorych ¢ = 1, sa energia v ststave hmotného stredu struny rovna pokojovej hmotnosti struny M;

najdeny vztah teda mozeme zapisat aj ako J = M?/(27T). V 60-rokoch fyzici zaviedli Reggeho

trajektorie ako Cary v rovine (M?2,7), J = J/h, pozdlz ktorych boli naukladané mezénové a



baryonové rezonancie pozorované na urychlovacoch. (V tedrii sa tieto rezonancie opisovali ako
Reggeho poly — poly amplittudy rozptylu v komplexnej rovine.) Ukazalo sa, ze Reggeho trajektorie
st linedrne: funkcia J = a(M?) ma tvar o/ (M? — M) — Jo traj S konstantnym parametrom sklonu
o/. Teoria strun, ak ju chapeme ako teériu hadronov, vysvetluje tito linearnost a pre parameter
sklonu déva hodnotu o = 1/(27hT) (v oby€ajnych jednotkiach o’ = 1/(2nheT), a ak polozime
h=c=7nT=1,d =1/2).

3. 5.

11. Komutdtor Y sY (7 12.2 D). Komutator veli¢cin o (koeficientov Fourierovho rozvoja
funkeiii X!’} ziskame z rovnako¢asovych komutatorov prie¢nych stradnic svetoplochy struny X/
a kanonicky zdruzenych hybnosti P! = X, ak prejdeme k funkciam Y/ definovanym vztahmi
Yi(o,7) = (XT+X)(o,7) pric € (0,7) a Y (0, 7) = (XT = X")(—0,7) pri o € (—,0). Najdite
rovnakocasovy komutétor funkcii Y/, RIESENIE: [Y!(0,7),Y (5, 7)] = 2m’%5(0 —0).

6. 5.

12. Komutdtor L s x, « (Z 12.4 D). Virasorove generatory L, = %Z Oy * Oy, Ktoré sme
zaviedli ako koeficienty Fourierovho rozvoja funkcie A’?, maju vyznam generatorov posunuti v
premennej u, od ktorej zévisia funkcie X'#: ak zapiSeme v8eobecné posunutie ako £ = Z £ne™,
generator L, ,ma v kompetencii” n-ty ¢len rozvoja (suc¢in L,&, s infinitezimalnym &,, generuje
SXH pri du = £,e"™%). V svetelnej kalibracii, kde st vietky L,, identicky nulové, alohu generatorov
posunuti preberaju prieéne Virasorove generdtory L. = %Zafna{%m. Ked prejdeme od oby-
¢ajnych (c-¢islovych) premennych k operatorom, vznikne problém s definiciou L, kde vystupuji

I .1

stuciny nekomutujicich operatorov oy, o’ ; rieSime to tak, zZe zadefinujeme L& =: % E ozfno/_m :

= Z ol al . Dokazte z komutatnych vztahov [z!,p’] = 017, [al,, @] = Mépmindrs, a zidentity

m?
m>0

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B, ze plati [L;, x| = —ial (z L;- treba odseparovat ¢leny s p! = af)
a [L#,a{)] = —pal 4p- VyuZite, Ze pri komutovani Lg netreba brat do tivahy normalny saéin —

pre¢o? Navod: pozrite sa, ako sprava [AB, C| pri vymene A a B, ak A aj B komutuje s C.

13. Komutdtor L s X (Z 12.4 F'). Dokazte z komuta¢nych vztahov odvodenych v predoglom
priklade, Ze plati [Li, X1] = —ie™* X', (Pripomeiime, 7e X! = %xl + iplu+ Z/%Oz{le*m“.)
Majme kruZnicu parametrizovanii premennou u a na nej vieobecnt transforméaciu (difeomorfiz-
mus), pri ktorej sa bod Py so stradnicou ug premiestni do bodu P so sturadnicou u = u(ug) =

ug + du. Funkcii ¥ na transformovanej kruznici zodpoveda funkcia 1y na pévodnej kruznici taka,

ze Yo(ug) = Y(u(ug)) (Yo = pullback v), a zmena formy funkcie ¢, 0 = Yo(u) — P(u) =



¥(u 4 ou) — (u), sa pri du infinmitezimalnom redukuje na §vp = 1'du. (VSimnime si, ze ak
to dosadime do definicie Lieovej derivacie funkcie 1, Lg,1 = 0¢/du, dostaneme spravny vzorec
Lo, = ') Z najden¢ho vyjadrenia [L:-, XT] vyplyva, Ze zmena operatorov X7 generovana si-
¢inom Li-&,, 6X1 = i[L+¢,, X1], sa rovna zmene formy operatorovo zhodnotenych funkeii X7 (u)

pri transformécii s du = &,e™*, tak ako sa tvrdilo v zadani predchadzajiceho prikladu.

10. 5.

14. Komutdtor L s L (Z 12.4, D+F) - BONUS. Ukazte s vyuzitim vzorca pre komutator
[Li, agﬂ, najdeného v priklade 12, Ze komutator priecnych Virasorovych generdtorov sa da for-

mélne zapisaf ako [Ly,, L] = 3(m — n) Zaéaﬂwn_p. Pri m +n # 0, ked do st¢inov na pra-

vej strane vstupuju komutujiice operatory, to znamend, ze plati [L:, L] = %(m — n)L#lJrn; pri
m+n = 0 na pravej strane navyse vystupuje ¢islo A,, zvané centrdlny ndboj (vynasobené jednotko-
vim operatorom, ktory sa vynechéva), komutétor ma teda tvar [Lq,, Lit] = 3 (m—n)Lg +ApSpmin.

m>

m_
1
Ukézte, Ze plati A, = Zp(m —p) = T3 M kde my = m £ 1. Navod: rozdelte L. aj
1

Lt nacast sp = 1,...,m_ resp. p = —1,...,—m_ (Cast sumy, kde kazdy ¢len vystupuje
iba raz) a zvySok zapisany ako suma od 0 po oo, a pozrite sa na prispevky od oboch casti k
[Li, L, ] s vyuzitim identity [AB,CD] = CA[B, D] + C[A, D]B + A[B, D]C + [A,C]BD. Do-
spejete k vyjadreniu A,, v tvare sumy od 1 po m_, ktord eSte treba zratat; to spravite tak,
ze zapiSete Zp =0y Z qp‘q:1 (to len pre uplnost, vysledok poznate z toho, ako maly Gauss
spocital ¢isla od 1 po 100) a pr_ = 832(]7’)(]:1. — Stubor komutatorov L s L sa nazyva
Virasorova algebra. Podla vysledku prikladu 13 sa operator L# spréva pri posobeni na operato-
rovo zhodnotené funkcie X7 (u) ako diferencidlny operator, L: = —ie™d, = —iD,; skutoéne,
[D., X! = DX — XD, = D, /'\,il, kde #ipka oznacuje, ze D, posobi iba na X!. Oc¢akavali
by sme, Ze z tejto reprezentacie L dostaneme takisto Virasorovu algebru, akurat bez central-
neho néboja, ktory nemé odkial vyjst. Lenze beda: dostaneme ju, ale s opaénym znamienkom
(). Ako to? Dovod je, ze Virasorova algebra plati pre transformécie stavov, nie operédtorov; a
transformécie stavov sa generuji diferenciadlnymu operatormi s opaénym znamienkom, aby mati-
cové elementy boli invariantné. Je to rovnaky mechanizmus ako pri prechode od Schrédingerovho

k Heisenbergovmu obrazu: Hamiltonian posobi na stavy v Schrodingerovom obraze ako i0;, vid

H|v) = idy|tp), ALE na operatory v Heisenbergovom obraze ako —id;, vid [H, Ag] = —iAy.



