
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie 2

Sada £.3

rie²enia, prosím, odovzdajte do konca d¬a 25.03.2024

1. £asto pouºívané elementárne vlastnosti unitárnej transformácie
Nech H je hermitovská n×n matica, n ∈ N . Typicky to je hamiltomián, ale
môºe to by´ vo v²eobecnosti aj iná hermitovská matica. Nech U je unitárna
n×n matica: U−1 = U †. Nech x, y, z, . . . sú st¨pcové n-komponentné vektory.

( a) Nech vektor x je vlastným vektorom H s vlastnou hodnotou λ. Dokáºte,
ºe matica Hnew = UHU † má vlastný vektor xnew = Ux s rovnakou vlastnou
hodnotou λ.

(b) Dokáºte, ºe unitárna transformácia nemení amplitúdy pravdepodobnosti
a stredné hodnoty, t.j. y†z = y†newznew a y†Hy = y†newHnewynew. [2 body]

2.¤al²ie £asto pouºívané technikality
(a) Sú£et diagonálnych £lenov matice A sa nazýva stopa matice (angl. trace)
a zna£íme ju Tr A . ZU pouºíva SpA z nemeckého spur.
Dokáºte, ºe pre stopu zo sú£inu dvoch matíc platí Tr AB = Tr BA . Po-
môcka: napí²te Cij = AikBkj , kde sa predpokladá Einsteinova suma£ná
konvencia pre opakujúce sa indexy. Potom sú£et diagonálnych elementov
Tr C = Cii .
Dajte ve©ký pozor, lebo pre tri matice (alebo vä£²í po£et matíc) platí iba
Tr ABC = Tr BCA pre cyklickú zámenu v zmene poradia, ale vo v²eobec-
nosti neplatí Tr ABC = Tr BAC , teda nemôºeme ©ubovolne meni´ poradie
v sú£ine viacerých matíc.

(b) Dokáºte, ºe stopa matice nezávisí od vo©by bázy, v ktorej je matica vyjad-
rená, resp. unitárna transformácia de�novaná v príklade 1. zachováva stopu.

(c) Nech A je hermitovská n×n matica, n ∈ N . Dokáºte, ºe matica U = eiA

je unitárna.

(d) Nech A je hermitovská n × n matica s nulovou stopou. Dokáºte, ºe
matica U = eiA je unitárna s determinantom rovným 1.
Pomôcka: Vyjadrite A v tvare V AdiagV † a rozvi¬te eiA do radu v mocninách
(V AdiagV †). Tento rad sa uº dá s£íta´. [4 body]



3. nadväzuje na prechádzajúci príklad
(a) Bez po£ítania metódou "pozriem a vidím" ur£te vlastné hodnoty 3x3
hermitovskej matice A, ktorej nenulové elementy sú A12 = A21 = 1 a A33 = 5.
Rovnakou metódou ur£te unitárnu maticu U , ktorá ju po obloºení diagona-
lizuje na maticu Adiag. Napí²te, kde presne stoja v matici U , alebo v U †

normované vlastné vektory matice A a akým obloºením matice A dostaneme
Adiag. Napí²te explicitne maticu Adiag a overte priamym výpo£tom, ºe súhlasí
s výsledkom násobenia, pri ktorom obkladáme A maticami U , U †. Pomôcka:
pomôºe spomienka na diagonalizáciu Pauliho matíc.

(b) To isté, ako v £asti (a), ale nenulové elementy matice A sú teraz zadané
takto: A11 = A22 = 2, A12 = A21 = 1 a A33 = 5. �o sa zmení v porovnaní s
odpove¤ami na otázky v £asti (a)? [2 body]

4. poruchová teória pre degenerované stavy
Uvaºujme hamiltonián 2-hladinového systému s hladinami 100ε̃ a 300ε̃. Zá-
kladná hladina je trikrát degenerovaná, excitovaná hladina je nedegenero-
vaná. Na systém pôsobí malá porucha, ktorá sníma degeneráciu základnej
hladiny:

H ′ = ε̃


2 1 0 1
1 2 0 2
0 0 5 3
1 2 3 4

 ,

kde ε̃ je kon²tanta, ktorú v ¤al²om poloºme rovnú 1.
Ur£te energetické hladiny systému (a ich degeneráciu) po zapnutí poruchy
do prvého rádu poruchovej teórie. [2 body]

5. poruchová teória pre degenerované stavy - Zeemanov jav
Dokon£ite diskusiu Zeemanovho javu pre prvý excitovaný stav atómu vodíka.
(a) Pri zapnutom magnetickom poli Bext sme na predná²ke ur£ili 8x8 maticu
poruchy H ′2 aº na 2x2 podblok pre 6. a 7. st¨pec/riadok. Tento podblok
sme parametrizovali pomocou £ísel x, y a z. Z predná²ky opí²te vyjadrenie
6. a 7. bázového vektora pomocou superpozície vektorov bázy |n`mssz > a
dopo£ítajte £ísla x, y a z.

(b) Ukáºte, ºe pre mali£ké Bext (vo£i efektom jemnej ²truktúry) nedostávame
degeneráciu s niektorou z hladín vypo£ítaných na predná²ke.

(c) Ukáºte, ºe pre ve©mi ve©ké Bext (vo£i efektom jemnej ²truktúry, ale stále



s malým efektom vo£i rozdielu najniº²ích hladín atómu vodíka) dostávame
degeneráciu. Teda tu uº nemáme ²tiepenie ε2 na osem rôznych hladín, ale len
na 5 hladín, ktoré sa od²tiepili od ε2 o rozdiely v pomere (−2) : (−1) : 0 :
(+1) : (+2). Aká je degenerácia týchto hladín?
Overte zhodu s pouºitím bázy |n`mssz > na poruchu L̂z+2Ŝz. Pripome¬me,
ºe porucha H ′2 je rovná tomuto ooperátoru, aº na kon²tantu.

(d) Uvaºujme magnetické pole Bext takej intenzity, ºe jeho efekt je porovna-
te©ný s jemnou ²truktúrou. Akú bázu stavov treba pouºi´ v tomto prípade v
poruchovom rozvoji? Je to báza stavov |n`mssz > ?
Je to báza stavov |njjz`s > ?
Alebo je to nejaká iná báza? Ak áno, aká? [4 body]

6. varia£ná metóda
Varia£nou metódou moºno preskúma´, ktorá z nasledujúcich funkcií najlep²ie
minimalizuje energiu elektrónu v atóme vodíka. V triede sme okomentovali
rie²enie v £asti (a). Nakoniec tam dostávame základný stav: známu vlnovú
funkciu i energiu, a to pre βmin = 1. Na d.ú. to overte výpo£tom. �alej pre-
skúmajte jednu z moºností (b)-(d) porovnajúc výsledky s výsledkami z £asti
(a). Zhruba o ko©ko percent sa s nesprávnymi odhadmi (b)-(d) trafíme mimo
hodnoty −13.6 eV ?
(a) Ψ(r) = A(β) e−βr/a,
(b) Ψ(r) = A(β) r e−βr/a, aká predstava atómu H motivuje tento odhad?
(c) Ψ(r) = A(β) e−βr

2/a2 , aká predstava atómu H motivuje tento odhad?
(d) Ψ(r) = A(β) r sin θ e−βr/a . Tu je motiváciou Bohrov model: výskyt elek-
trónu v rovine xy v oblasti pripomínajúcej kruºnicu (záchranné koleso) o
polomere rádovo a.
A(β) je normovacia kon²tanta a β je varia£ný parameter.

Pomocné vzorce: ∆Φ(r) = Φ′′ + 2
r
Φ′, a = ~/(mcα) je Bohrov polomer,

~2/(ma2) = α~c/a = mc2α2 = 2|E1| = 2× 13.6 eV.

Pomocné integrály:
∫∞
0
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[4 body za £as´ (a) a za jedno z rie²ení (b), (c) alebo (d)]
[ + 2 body ako bonus za kaºdé ¤al²ie rie²enie]

7. varia£ná metóda



(a) Varia£nú metódu môºme aplikova´ aj s viac ako len jedným parametrom.
Bez po£ítania urobte predpove¤, aké hodnoty β1min a β2min by sme dostali,
ak by sme si pre elektrón v atóme vodíka tipli namiesto odhadu (a) v príklade
6. so�stikovanej²iu vlnovú funkciu Φ(r) = (β2r + β3)e

−β1r/a s nezávislými
varia£nými parametrami β1 a β2. (β3 by sa dala chápa´ ako závislá premenná,
zaru£ujúca správne normovanie.) �omu by vy²la rovná energia základného
stavu?

(b) Akú energiu základného stavu dostaneme s rovnakým tipom funkciou
Φ(r) z £asti (a) pre elektrón v atóme vodíka, ktorý je vloºený do vonkaj²ieho
elektrického po©a? Do akej miery je Va²a odpove¤ v súlade s odpove¤ou
poruchovej teórie pre Starkov jav? [2 body]

8. varia£ná metóda
Jeden z najdôleºitej²ích a najuºito£nej²ích príkladov minulého semestra je
príklad s £asticou na úse£ke v stave popísanom vlnovou funkciou Ψ(x) =
Ax(L − x) . Za úlohu bolo nájs´ pravdepodobnosti namera´ v tomto stave
energie En . (Zbierka, str. 46 v tla£enej verzii, £as´ (d).) Ukáºe sa, ºe na viac
ako 99% nameriame energiu základného stavu.

Z h©adiska varia£nej metódy ide o provokatívny výsledok. Stav Ψ(x) sme
navrhli z pohodlnosti, nako©ko zjavne sp¨¬a okrajové podmienky a umoº¬uje
©ahké integrovanie. Ako to, ºe sa s ním trafíme tak blízko k skuto£nému zá-
kladnému stavu? �o ak sa s trochou snahy jeho vhodnou parametrizáciou
dopracujeme varia£nou metódou k energii e²te niº²ej ako je základná hla-
dina vypo£ítaná zo SchR? V tomto príklade ukáºeme, ºe pre jednu takúto
parametrizáciu, nech sa £o ako snaºíme, energiu niº²iu ako základnú nedos-
taneme.

(a) Vypo£ítajte strednú hodnotu energie v stave Ψ(x) . Vyjadrite ju v tvare
E|β=1 = ~2

2mL2X , kde X bude vami vypo£ítaná reálna hodnota.
Poznámka: Iná£ povedané, energiu tu budeme udáva´ v jednotkách ~2/(2mL2) .

(b) Porovnajte X s vlastnou energiou odpovedajúcou vlastnému stavu ha-

miltoniánu Ψ1(x) =
√

2
L

sin(πx), ktorý sme na²li rie²ením bez£asovej SchR
pre £asticu na úse£ke. Ktorá ja niº²ia? O ko©ko percent sa lí²ia?

(c) Varia£nou metódou nájdite priblíºenie pre energiu základného stavu vy-
chádzajúc z parametrizovanej vlnovej funkcie Ψ(x, β) = A(β)xβ(L − x)β ,
kde β ≥ 1

2
je varia£ný parameter a A(β) je normovacia kon²tanta. Výsle-



dok porovnajte s vlastnou energiou stavu Ψ1(x).
Pomôcky: Namiesto prechodu od x k bezrozmernej integra£nej premennej
t = x/L zváºte moºnos´ priamo poloºi´ L = 1 pri v²etkom po£ítaní. Kde
potom treba vo výsledku dopísa´ L ?
Pouºite pomocný integrál

∫ 1

0
ta(1 − t)b dt = Γ(a + 1)Γ(b + 1)/Γ(a + b + 2) ,

kde Γ(x+ 1) = xΓ(x) je gamma funkcia.
Pre va²u kontrolu: mne vy²lo, ºe E(β) je úmerná (β + 3

8
1

β−1/2 +C), kde C
je kon²tanta nezávislá na β.
Nakoniec minimalizujte E(β) vzh©adom na varia£ný parameter a numericky
vy£íslite Xmin vo vz´ahu Emin = ~2

2mL2Xmin .
Dostali ste výsledok men²í ako energia stavu Ψ1(x)?
O ko©ko percent sa lí²ia E1 a Emin ?
O ko©ko percent sme sa zlep²ili vo£i energii stavu Ψ(x) = Ax(L − x) v¤aka
pouºitiu varia£nej metódy? [4 body]


