Priklady na domécu tlohu z kvantovej teorie

Sada ¢.1

riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku predndsky 01.10.2024

1. fundamentdlne konstanty
(a) Napiste definiciu bezrozmernej konstanty jemnej struktiry «.

(b) Napiste jej priblizna ¢iselnt hodnotu v tvare 1/X, kde X je celé ¢islo.
Odpovede si treba pamdtat.

(c) Vychadzajtc z rozmerov konstant €2, eg, h a ¢ v definicii dokazte, Ze cou-
lomby, metre, sekundy kilogramy sa navzajom vykratia a ponechaju veli¢inu
a naozaj bezrozmern.

(d) Co mé bezrozmern4 konstanta jemnej Struktiry o fyzikilne spoloéné
s « cCasticou, kedZe sa rovnako volaju? Pomdcka je na konci bonusového
prikladu.

(e) Vypocitajte, akej chyby (v porovnani s 1% ¢i 2%) sme sa dopustili pri
uvazovani hodnoty o = 1/X a zaokrihleni X na celé ¢islo.

Pomaécka: h = 1.054571800 x 10734 Js, ¢ = 2.99792458 x 108m/s a presnii
hodnotu ¢y v SI siistave pohladajte sami, napr. na internete. [2 body]

2. presnost pribliznej hodnoty sicinu hc

(a) Stuéinu he ste sa venovali uz aj na cviceni. Jeho jednoduchi a pritom
dolezitt hodnotu v jednotkach eV m ste tam vsak neoverili, iba sa odvo-
lalo na vysledok napisany na prednaske. Pre uplnost vypocitajte teraz za
pomoci kalkulacky presnti hodnotu tohto sti¢inu v jednotkdch eV m na tri
desatinné miesta. Pouzite presné hodnoty pre A a ¢ zo zaveru predchadza-
juceho prikladu, pripadne si ako vstup pohladajte rovnako presnii hodnotu
h v jednotkich eV s.

(b) Priblizna hodnota hc v jednotkdch eV m (resp. ich desiatkovych nasob-
kov), ktort sme zacali pouzivat, sa teda Tahko paméita. Budeme ju casto
pouzivat aj nadalej. Je pri tom dolezité vediet, akej chyby sa dopustame. Je
to menej ako (i) 1%, (ii) 2%, alebo az (iii) 5% ?

(c) Akej chyby - v percentéch - sa priblizne dopustime, ak sa rozhodneme
pouzit hc = 200 MeV 10~ m, kde 10~m je jeden fermi? [2 body]



3. vyuzitie sucinu hec pri praktickom pocitani

Jednoducha a Tahko zapamétatelna numerickd hodnota pre sacin hc nam
umoziuje rychlo pocitat bez kalkulacky, ak sa hc vyskytuje v nejakom vy-
sledku a ak nam staci vysledok s presnostou na trovni par percent. Dokonca
aj ak sa hc vo vysledku nevyskytuje, ale je tam samotné A, alebo ¢, pri rych-
lom pocitani moze byt uzito¢ny trik rozsirit konstantu napr. i na (hc)/c.

(a) Uréte bez pouZitia kalkulacky farbu (t.j. vinova dlzku) svetla prvej
(v skuto¢nosti najintenzivnejsej) viditelnej ¢iary v spektre atéomu vodika vy-
chadzajuc z E,, = Ey/n* (n=1,2,3,...) a E; = —13.6eV.

Nakolko vijsledok ndsho pocitania nemust byt super presny, konstanty mozno
zaokrihlovat na pdr percent. Napriklad 27 ~ 6.3 alebo - ak sa naozaj velmi
velmi pondhlate - 21 =~ 6 je na hranici akceptovatelnosti (ale nie je dobre si
zvykat na takito hrubid aproximdciu mimo rdadovyjch odhadov).

(b) Podobne bez pouzitia kalkulacky ukézte, ze v spektre vodika sa nenacha-
dza zlta ciara.

(c) Ak je farba dalsej spektralnej ¢iary atomarneho vodika, ktora nasleduje
po cervenej Giare? Odpoved dajte na zaklade vlastného vypoctu - vo Vasom
rieSeni - vinovej dlzky tejto Giary, a nie na zéklade obrazku z internetu (ten
moZte pouzit na overenie svojho vysledku). [2 body]

4. vihodnost jednoduchého vysledku pre siucin he

Bez kalkulacky odhadnite/vypocitajte (z vysSie povedaného) ¢o najpresnej-
sie hodnotu (ahc/2a), kde a je Bohrov polomer. Mame na mysli pouZitie
pribliznych hodnot pre «, hc a a pri vypoctoch "na prstoch".

Skiste odhadnut chybu vysledku.

Vypocitajte teraz tito hodnotu este raz s presnostou na Styri platné ¢islice, s
pomocou kalkulacky. Hodnotu a s potrebnou presnostou pozrite na internete.

Viete rozoznat, akej fyzikéilnej veli¢ine je rovny Vas vysledok? Napadlo by
Vas to z priblizného vysledku "na prstoch"? [2 body]

5. minimalizdcia typickej energie atomu E(r) z predndsky

Na prvej prednéaske sme odvodili, odkial sa berie (radovo) typicky rozmer
atomov raroy a typicka energia Earons. Vysvetlili sme, Ze ich dostaneme
minimalizéciou nerelativistického vyrazu pre energiu E(r) elektronu v Co-
lulombovskom elektrostatickom poli proténu so zapocitanim principu neur-



Citosti. Matematické upravy sme preskocili a na tabulu napisali uz len vy-
sledky. Vagou tulohou je tu skompletizovat matematické upravy a dopocitat
presko¢ené odvodenie pre minimum F(r), a teda odvodit vztahy pre rarom

a Earowm-
Zaroven nalrtnite graf funkcie E(r) a vyznacte, kde sa v fom nachadza
rarom a Earowm. [2 body]

6. limitné pripady k vysledkom pre rarom o Earom

(a) Vo vysledkoch prikladu 5. vystupuje rychlost svetla c. To zdanlivo vyzera
byt v rozpore s tvrdenim, Ze elektrén mozno uvazovat ako nerelativisticky. V
nerelativistickej fyzike konstanta ¢ nevystupuje, nerelativisticky opis dosta-
vame z relativistického v limite ¢ — oo. Dosadenim za « ukazte, ze raronm
a Earon nie st v skutocnosti zavislé na ¢ a teda sa nezmenia, ak budeme
uvazovat nerelativistickd limitu ¢ — oo.

(b) Klasickt mechaniku dostavame z kvantovej teorie v limite A — 0. Vidno
to napriklad zo vztahu neurcitosti AzAp, ~ h. Mozno povedat, ze touto
limitou vypiname kvantovi povahu sveta.

Comu vychadza rovny radovy odhad pre Earon a raron v tejto klasickej
limite?

Okomentujte, ¢i st tieto vysledky v zhode s tym, ¢o o¢akavame od klasickej
fyziky.

(c) Comu vychédza rovny radovy odhad energie a velkosti atému v limite,
ked hmotnost elektronu m, — 07

Zamyslite sa nad velkostou atomu v limite, ked m, — 0, ale nie je presne
rovné nule. Aky atéom vtedy dostévame? S akymi dosledkami pre velkost
proteinov, buniek, ... zZivych bytosti, hviezd a planét, ak by existovali?
Existovali by atomy, keby elektréon nemal hmotnost?

V' sicasnosti sme presvedcent, Ze elektron md hmotnost vdaka pritomnosti
nenulového Higgsovho pola v celom priestore. Porozumiet tomu viac mozno v
5.rocniku na predndske o standardnom modeli (gM) Objav Higgsovho bozonu
v 1.2012 na urychlovaci LHC tak nepriamo vniesol hlbsie porozumenie aj do
povodu stability atémov. Podla SM bez Higgsovho pola by mal elektron nulovi
hmotnost a ako sme sa prave presvedcili, atomy by nevznikla. [2 body]

7. taZsie atomy s jednym elektronom
Uvazujme jediny elektron viazany k jadru hélia, litia, pripadne dalsich taz-
sich prvkov, vo vSeobecnosti s po¢tom proténov v jadre rovnym Z. Tieto



atomy si teda ¢iastoCne ionizované, ostal im uz len jeden elektréon. Urcte,
¢omu su radovo rovné typické viazbové energie elektronu v takychto atémoch
voCi typickej energii elektronu v atéome vodika. St vacsie, mensie, rovnaké?
Kol'kokrat? Dava vaSa odpoved zmysel?

Pomdcka: Prihliadnite na to, Ze mozno zopakovat viypocet z prikladu 5. s
rozdielom, Ze teraz je potencidlna energia elektronu rovnd —(Zahc)/r.

(b) Ako je to s rddovym odhadom typického rozmeru takychto Ciastocne
ionizovanych atémov v porovnani s rozmerom atému vodika? S tieto i6ny
vacsie alebo mensie? Kolkokrat? Dava vasa odpoved zmysel? [2 body]

8. spektrdalne ciary tazsich prvkov s ¢iastocne tonizovanymi atomamai s jednym
elektronom

Na zéaklade predchédzajucej odpovede uvazujte spektrilne ciary ciastocne
ionizovaného hélia. Je medzi nimi spektralna ¢iara zltej farby?  [2 body]

9. volne suvisiace s centrdlnou limitnou teorémou (CLT)
« . . . L . . . 1 —(z—p 2 202
(a) Nacrtnite priebeh funkcie na realnej osi pgauss(€) = 7= € (@=p)*/20%
vyznacte v nacrtku (s pomenovanymi osami) vyznam parametrov pu a o a
i . . , o0 _t2 _ - “ ,
vdaka pomocnému integralu [~ e "dt = /7 sa presvedcte, Ze tato gaus-
sovska hustota pravdepodobnosti je spravne normované.

(b) Slovne vysvetlite, ¢o to znamend, ze nejakéd funkcia je hustotou pravde-
podobnosti.

(c) Slovne vysvetlite, pripadne dajte aj priklad, ¢i moze nejaka funkcia byt
hustotou pravdepodobnosti a pritom dosahovat hodnoty vécsie ako 1.

(d) Uvazujme realnu spojitti ohrani¢ent funkciu na realnej osi, s nezdpornym
oborom hodnét. Méze byt kazda takato funkcia hustotou pravdepodobnosti?
Ak ano, preco? Ak nie, aké kritérium treba este dodat, aby uz bola hustotou
pravdepodobnosti? [2 body]

10. priamo suvisiace s centrdlnou limitnou teorémou (CLT)

(a) Pri vyklade CLT sme uvazovali vzorku, resp. sadu N merani (ako priklad
sme hovorili 20) veli¢iny z, z ktorej vypocitame stredni hodnotu T ako arit-
meticky priemer. V d'alsom kroku neuvazujeme len jednu takuto vzorku, ale
n vzoriek. Ku kazdej vzorke vypocitame . Mozno si to predstavit napriklad
tak, ze n Tudi meria veli¢inu x, kazdy N raz a z tychto merani nam kazdy



oznami svoje T. Nezaujimame sa o jednotlivé merania jednotlivych l'udi, ale
iba o n strednych hodnét 7z, ktoré nahlasia. Tieto stredné hodnoty sa budu
lisit a my tak dostaneme rozdelenie strednych hodnot p(T) - pozor, to uz
nie je rozdelenie pre meranu veli¢inu x. Pre p(T) uz plati CLT. Prakticky je
p(T) viditelne dobre gaussovské uz pre n > 30 a to bez ohladu na to, ako je
rozdelend ndhodné veli¢ina x.

Na prednaske sme uvazovali priklady, kde bolo pévodné rozdelenie p(z) veli-
¢iny x bud rovnomerné (konstantné) alebo exponenciélne, pre jednoduchost
na konecnom intervale x €<0, 1>.

V $peciadlnom pripade moéze byt aj rozdelenie veli¢iny x gaussovské. Uvazujme
v dalom takéto gaussovské rozdelenie veli¢iny x na realnej osi s paramet-
rami 4 a o, ako v Casti 8.(a). Vtedy modzme povedat o nieco viac: p(T) je
gaussovské s parametrami p a o/ V/N. Vysvetlite, & je posledné tvrdenie v
poriadku v limite N = 1, teda ak kazda vzorka obsahuje len jedno meranie:
kazdy z n Tudi meria iba raz. A podobne, ¢ je tvrdenie v poriadku v limite
N — o0, teda ak vzorky obsahuju velmi vel'a merani, resp. kazdy z [udi hlasi
stredni hodnotu T z velmi velkého po¢tu merani. V kazdom z tychto dvoch
limitnych pripadov nacrtnite priebeh p(Z) a porovnajte ho s p(x).

(b) Nadrtnite, ako sa lisia dve gaussovské rozdelenia p(T), ak sme jedno dostali
zo vzoriek s 10 meraniami a druhé zo vzoriek so 40 meraniami (Styrikrat
viac merani v kazdej z n vzoriek). V nacrtku zohl'adnite, Ze kazdé z tychto
rozdeleni musi byt normované "na jednotku", teda tak, aby bola plocha pod
krivkou p(Z) rovna 1. [2 body]

11. bonus priklad - princip neurcitosti a gravitacne viazané stavy

Aky je typicky rozmer gravitac¢ne viazanej sustavy dvoch pelovych zrniek o
hmotnosti 10~*?kg, ak zoberieme do tivahy princip neuréitosti?

Takéto malé pelové zrnka maju polomer par mikrometrov. Budua sa dotykat
alebo uz budu oddelené vdaka principu neuréitosti? Mozno teda niekde v
beztiazovom stave vo vakuu pozorovat kvantové javy na pelovych zrnkach?

[2 body]

Pomocka k prikladu 1.(d): NIC.



