
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie

Sada £.2

rie²enia, prosím, odovzdajte do za£iatku cvi£enia 11.10.2024

1. £astica na úse£ke d¨ºky L: základné otázky
(a) Na predná²ke sme napísali vlnové funkcie Ψn pre stavy £astice s ener-
giou En a na£rtli ich tvar spolu s odpovedajúcou hustotou pravdepodobnosti
výskytu £astice na úse£ke pre tri najniº²ie hodnoty n .
Napí²te nasledujúcu vlnovú funkciu, na£rtnite jej tvar a tieº na£rtnite hustotu
pravdepodobnosti výskytu £astice v tomto stave na úse£ke. Dajte si záleºa´
na správnom tvare kop£ekov vo Va²om ná£rtku.
�omu je tu rovné kvantové £íslo n ?
Ko©ký excitovaný stav to je?

(b) Kde vo vnútri úse£ky je najvä£²ia pravdepodobnos´ nájs´ £asticu pri
meraní jej polohy v stave uvaºovanom vy²²ie?

(c) Sú vo vnútri úse£ky body, v ktorých túto £asticu ur£ite nenájdeme? Pres-
nej²ie by sme mali hovori´ o bodoch s ich mali£kým epsilonovým okolím. Ak
áno, ktoré body to sú?

(d) Zamyslite sa e²te raz nad grafom hustoty pravdepodobnosti výskytu £as-
tice v tomto stave. �o by ste povedali na otázku: Ako môºe táto £astica pre-
chádza´ po úse£ke cez tie miesta, kde je jej hustota pravdepodobnosti výskytu
nulová? [2 body]

2. £astica na úse£ke: základné otázky - pokra£ovanie
(a) Môºe by´ £astica v stave popísanom vlnovou funkciou Ψn(x) a s energiou
En , kde n = 0 ? Odpove¤ vysvetlite.

(b) Rovnaká otázka pre n = 1
2
.

(c) Uvaºujme £asticu o hmotnosti m viazanú na úse£ke d©ºky ℓ a inú £asticu
s dvojnásobnou hmotnos´ou viazanú na úse£ke d¨ºky L ̸= ℓ. Je moºné, aby
mali tieto dve sústavy rovnaké energetické spektrum? Odpove¤ vysvetlite.

[2 body]

3. £astica na úse£ke: ∆x v stacionárnych stavoch
(a) Vypo£ítajte strednú kvadratickú odchýlku polohy ∆x £astice v stavoch



Ψn .
Závisí Vá² výsledok na n ? Pre£o vopred vieme, ºe odpove¤ je áno, závisí.
Odpove¤ na túto otázku uº padla na predná²ke, ale tu ju e²te raz vysvetlite.

(b) Na£rtnite hustotu pravdepodobnosti výskytu £astice v limite n → ∞ .
V tomto prípade sa táto hustota pravdepodobnosti blíºi k rovnomernému
rozdeleniu (aj to na£rtnite). Vypo£ítajte ∆x pre rovnomerné rozdelenie a
ukáºte, ºe Vá² výsledok z £asti (a) je v limite n → ∞ rovnaký. [2 body]

4. £astica na úse£ke: energetické spektrum
(a) Pripome¬me, ºe nemeriame energie £astice v stavoch Ψn , ale len jej
spektrum, teda energiu ºiarenia pochádzajúcu z preskokov medzi hladinami.
Vymenujte desa´ najniº²ích meraných hodnôt takejto emisnej energie pre
£asticu na úse£ke. Odpovedajte v násobkoch E1 = (π2ℏ2)/(2mL2). Uvaºujte
aj preskoky medzi nesusednými hladinami.

(b) Uvaºujme desa´ spektrálnych £iar z £asti (a). Nech je £asticou elektrón.
Vypo£ítajte, z akého intervalu má by´ d¨ºka úse£ky, aby boli v²etky tieto
£iary z vidite©né vo©ným okom.
Za vidite©nú budeme povaºova´ £iaru s vlnovou d¨ºkou od 350 nm do 760 nm.
Individuálne môºe by´ tento interval mierne rôzny pre rôznych ©udí.
Ak sa nám práve podarilo vtesna´ desa´ prvých spektrálnych £iar takéhoto
elektrónu do vidite©nej £asti spektra, sú zvy²né emisné spektrálne £iary z
infra£ervenej alebo z ultra�alovej £asti elmag spektra? [2 body]

5. £astica na úse£ke: superpozícia
Diskutovali sme merania energie na £astici, ktorej vlnová funkcia bola Ψ+(x) =
1√
2
Ψ1(x) +

1√
2
Ψ2(x) a dali sme predpove¤ pre strednú hodnotu a strednú

kvadratickú odchýlku týchto meraní, ako násobok E1. Zopakujte tieto dve
predpovede pre £asticu, ktorej vlnová funkcia je
(a) Ψa(x) =

1√
2
Ψ1(x) +

1√
2
Ψ3(x)

(b) Ψb(x) =
2√
5
Ψ2(x) +

1√
5
Ψ3(x)

(c) Ψc(x) =
1√
6
Ψ1(x) +

√
2√
6
Ψ2(x) +

√
3√
6
Ψ3(x).

(d) Navrhnite vlastné c1, c2 a c3, aby bola stredná hodnota energie rovná
2E1 v stave £astice popísanom vlnovou funkciou
Ψd(x) = c1Ψ1(x) + c2Ψ2(x) + c3Ψ3(x). [2 body]



6. £astica na úse£ke: superpozícia
Na cvi£ení sme v 4.príklade uvaºovali £asový vývoj funkcie Ψ+(x, t) a na²li
sme ”hrb” v dvoch krajných polohách. Vypo£ítajte ako na £ase závisí stredná
hodnota merania polohy x(t) £astice v uvedenom stave. Pointou je, ºe by Vám
mal výjs´ harmonický £asový vývoj. Aká je jeho ω a amplitúda? [2 body]

7.= A1. Zbierka, str.44 (tla£ená verzia) a str.33 (pdf).
Uvaºujme £asticu na úse£ke < 0, L > v stave popísanom vlnovou funciou
Ψ(x) = Ax(L− x). Na£rtnite vlnovú funkciu £astice.

Vypo£ítajte pravdepodobnos´ P (E1) namera´ v tomto stave £astici ener-
giu základného stavu E1. Vyhodno´te P (E1) ako desatinné £íslo. Ako prvé
vypo£ítajte najskôr A. Odporú£ame pritom poloºi´ L = 1 a vyuºi´

∫ 1

0
=

tM(1− t)Ndt = M !N !
(M+N+1)!

.

�o sa dá bez po£ítania poveda´ o P (E2) ?
�o sa dá bez po£ítania poveda´ o v²etkých ostatných P (En) , n > 2 ?

Vychádzajúc z ná£rtku Ψ(x) okomentujte, pre£o pre P (E1) vychádza taký
výsledok, aký vychádza. Bez po£ítania, len na základe výsledku P (E1) od-
hadnite P (E3). Myslíme naozaj P (E3) a nie P (E2). Odpove¤ vysvetlite.
[2 body]

8.= A12. Zbierka, v tla£enej verzii na str.19. Nadväzuje na príklad A11.
Vychádzajúc zo sily (predchádzajúci príklad,A11. v Zbierke) odhadnite tlak,
ktorým pôsobí elektrón uzavretý v kocke s hranou a na steny kocky.
Bude to len rádový odhad, pre ktorý si predstavujeme elektrón pôsobiaci na
krajoch úse£ky, akoby tla£il na plochu ²tvorca a2. a je tu Bohrov polomer.

Porovnajte s atmosferickým tlakom, t.j. ur£te ich pomer.

Pre akú ve©kú kocku vychádza tlak rovný atmosférickému tlaku? [2 body]

9. Elektrón v atóme vodíka.
Elektrón v základnom stave atómu vodíka má vlnovú funkciu v tvare

Ψ(r⃗, t) = A e−r/a e−iE1t/ℏ,

kde a je Bohrov polomer a E1 = −1
2
mc2 α2 = −13.6 eV.

Ako sa mení v £ase hustota pravdepodobnosti výskytu elektrónu?



Keby ste mali moºnos´ mera´ polohu r⃗ iba raz, kde by ste elektrón h©adali?
T. j., aká je najpravdepodobnej²ia poloha elektrónu? Mení sa v £ase? Poloha
r⃗ v skuto£nosti znamená in�nitezimálne malý objem centrovaný v mieste r⃗.

Vypo£ítajte normovaciu kon²tantu A.
Potom urobte predpove¤ pre strednú hodnotu merania súradníc x, y a z.
Ur£te neur£itos´ merania x-ovej súradnice (strednú kvadratickú odchýlku)
∆x . �omu sa rovnajú ∆y a ∆z ? Pomocou vz´ahov medzi x2, y2 a z2

moºno zjednodu²i´ po£ítanie x2 a teda aj ∆x. Vyuºite k tomu sférickú sy-
metriu sústavy a vz´ah r2 = x2 + y2 + z2, pri£om najskôr vypo£ítate r2.

�alej vypo£ítajte predpove¤ pre strednú hodnotu r merania vzdialenosti
elektrónu od jadra.
Pripome¬me, ºe pod©a Bohrovho postulátu tento elektrón krúºi s´aby klasická
£astica po kruºnici s polomerom a. Tieº pod©a odhadov typického rozmeru
vodíkového atómu (z princípu neur£itosti, na²a prvá predná²ka) by malo výjs´
nie£o ako a. Porovnajte tieto predpovede s výsledkom.

Ur£te neur£itos´ ∆r . Malo by to ís´ bez zd¨havého po£ítania.

Pomocný integrál:
∫∞
0

tNe−tdt = N ! [3 body]

10. £astica na úse£ke: prechod ku klasickej fyzike
a) Nech je £astica v stave popísanom vlnovou funkciouΨ(x) = A

∑110
n=91Ψn(x),

kde Ψn(x) =
√

2/L sin nx a A je normovacia kon²tanta. Jednotky d¨ºky sme
zaviedli také, ºe v nich L = π = 3.14 a sin nπx

L
sa zjednodu²í na sin nx.

Nechajte si vykresli´ túto funkciu nejakým gra�ckým programom (posta£í
napr. zada´ ju do Google Search s hodnotou A=1, a vhodne nastavi´ ²kálo-
vanie na osiach obrázka) a obrázok zhruba prekreslite pre x ∈< 0, 3.14 >.
Moºno poveda´, ºe táto £astica sa nachádza v nejakom úzkom intervale na
úse£ke? Ak áno, kde?

(b) Ur£te normovaciu kon²tantu A funkcie Ψ(x).

(c) To isté, £o v (a), len teraz Ψ(x) = A
∑110

n=91(−1)nΨn(x) (alternujú zna-
mienka). Kde je zhruba lokalizovaná £astica v tomto stave?

(d) Navrhnite svoju vlastnú normovanú superpozíciu rôznych dvadsiatich
funkcií Ψn(x) s n ≫ 1, aby bola £astica v tomto stave lokalizovana v tesnom
okolí stredu úse£ky. Znázornite si ju gra�cky na po£íta£i a pribliºne prekres-
lite do rie²enia, alebo vytla£te vá² obrázok.



Návod: Moºno sa napr. pou£i´ z tvaru Ψ1(x), Ψ2(x), Ψ3(x), at¤, ktoré z nich a
s akým znamienkom maximalizujú pravdepodobnos´ výskytu £astice v polovici
úse£ky. [3 body]

11. bonus príklad
Ur£te Fermiho energiu v dvoch rozmeroch, teda pre elektróny viazané na
²tvorec, � analogicky k ná²mu výpo£tu pre trojrozmerný prípad ke¤ sú elek-
tróny viazané v kocke. [2 body]


