Priklady na domacu tlohu z kvantovej teérie

Sada ¢.2

riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku cvicenia 11.10.2024

1. castica na usecke dlzky L: zdkladné otdzky

(a) Na prednaske sme napisali vlnové funkcie ¥, pre stavy castice s ener-
giou F, anacrtli ich tvar spolu s odpovedajicou hustotou pravdepodobnosti
vyskytu castice na tsecke pre tri najnizsie hodnoty n.

Napiste nasledujicu vinovia funkciu, nacrtnite jej tvar a tiez nacrtnite hustotu
pravdepodobnosti vyskytu Castice v tomto stave na tsecke. Dajte si zdleZat
na spravnom tvare kopcekov vo Vasom ndcrtku.

Comu je tu rovné kvantové ¢islo n?

Kol'ky excitovany stav to je?

(b) Kde vo vnutri tdsecky je najvacsia pravdepodobnost néjst Casticu pri
merani jej polohy v stave uvazovanom vyssie?

(¢) St vo vnutri tsecky body, v ktorych tito ¢asticu uréite nenajdeme? Pres-
nejsie by sme mali hovorit o bodoch s ich malickym epsilonovgm okolim. Ak
ano, ktoré body to si?

(d) Zamyslite sa este raz nad grafom hustoty pravdepodobnosti vyskytu ¢as-
tice v tomto stave. Co by ste povedali na otazku: Ako méze tdato castica pre-
chddzat po isecke cez tie miesta, kde je jej hustota pravdepodobnosti vijskytu
nulovd? [2 body]

2. castica na usecke: zdkladné otdazky - pokracovanie

(a) Moze byt Castica v stave popisanom vinovou funkciou ¥, (z) a s energiou
E, , kde n =07 Odpoved vysvetlite.
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(¢) Uvazujme Casticu o hmotnosti m viazani na tsecke dlzky ¢ a ind Casticu
s dvojnéasobnou hmotnostou viazant na tsecke dizky L # ¢. Je mozné, aby

mali tieto dve sistavy rovnaké energetické spektrum? Odpoved vysvetlite.
[2 body]

(b) Rovnaké otazka pre n =

3. castica na usecke: Ax v staciondrnych stavoch
(a) Vypocitajte strednt kvadraticka odchylku polohy Ax ¢astice v stavoch



v, .
Zavisi Vas vysledok na n? Preco vopred vieme, 7e odpoved je ano, zavisi.
Odpoved na tito otdzku uZ padla na predndaske, ale tu ju eSte raz vysvetlite.

(b) Nacrtnite hustotu pravdepodobnosti vyskytu ¢astice v limite n — oo.
V tomto pripade sa tato hustota pravdepodobnosti blizi k rovnomernému
rozdeleniu (aj to nacrtnite). Vypocitajte Az pre rovnomerné rozdelenie a
ukazte, ze Vas vysledok z ¢asti (a) je v limite n — oo rovnaky. [2 body]

4. castica na tusecke: energetické spektrum
(a) Pripomefime, Zze nemeriame energie Castice v stavoch W, , ale len jej
spektrum, teda energiu Ziarenia pochadzajicu z preskokov medzi hladinami.
¢asticu na tsecke. Odpovedajte v ndsobkoch E; = (72h?)/(2mL?). Uvazujte
aj preskoky medzi nesusedngmi hladinami.

(b) Uvazujme desat spektralnych ¢iar z ¢asti (a). Nech je ¢asticou elektron.
Vypodéitajte, z akého intervalu ma byt dlzka tisecky, aby boli vietky tieto
Gary z viditeIné volnym okom.

Za viditelni budeme povazovat ¢iaru s vinovou dizkou od 350 nm do 760 nm.
Individudlne moze byt tento interval mierne rozny pre roznych ludyi.

Ak sa nam prave podarilo vtesnat desat prvych spektralnych ¢iar takéhoto
elektronu do viditelnej ¢asti spektra, st zvy$né emisné spektralne Ciary z
infracervenej alebo z ultrafialovej ¢asti elmag spektra? [2 body]

5. castica na usecke: superpozicia

Diskutovali sme merania energie na Castici, ktorej vlnova funkcia bola ¥, (x) =
%\Ifl(:c) + \%\I@(I) a dali sme predpoved pre stredni hodnotu a stredni
kvadratickd odchylku tychto merani, ako nasobok F;. Zopakujte tieto dve
predpovede pre casticu, ktorej vlnova funkcia je

())  Walo) = LU (2) + HTs(a)
) Wyla) = 2a(e) + L 0s(a)

(¢)  We(r) = ZWi(z) + R s(x) + L2Uy().
(d) Navrhnite vlastné ¢, ¢y a c3, aby bola stredna hodnota energie rovna

2F; v stave Castice popisanom vlnovou funkciou
Uy(z) = a1V (x) + cUs(x) 4+ c3V3(x). [2 body]



6. castica na isecke: superpozicia

Na cviceni sme v 4.priklade uvazovali ¢asovy vyvoj funkcie W, (z, t) a nasli
sme "hrb” v dvoch krajnych polohach. Vypocitajte ako na case zavisi strednéa
hodnota merania polohy Z(t) ¢astice v uvedenom stave. Pointou je, Zze by Vam
mal vyjst harmonicky ¢asovy vyvoj. Aka je jeho w a amplituda? [2 body]

7.= ALl. Zbierka, str.44 (tlacend verzia) a str.33 (pdf).
Uvazujme casticu na tsecke < 0, L > v stave popisanom vInovou funciou
U(x) = Az(L — x). Nadrtnite vlnovi funkciu Castice.

Vypocitajte pravdepodobnost P(E;) namerat v tomto stave Castici ener-
giu zakladného stavu Ej. Vyhodnotte P(FE;) ako desatinné ¢islo. Ako prvé

vypocitajte najskor A. Odporicame pritom polozit L = 1 a vyuzit fol =
M N _ _ MIN!

Co sa da bez pocitania povedat o P(E,)?
Co sa da bez pocitania povedat o vsetkych ostatnych P(E,), n > 27

Vychadzajic z naértku W(x) okomentujte, pre¢o pre P(E;) vychadza taky
vysledok, aky vychadza. Bez pocitania, len na zaklade vysledku P(E;) od-
hadnite P(Es). Myslime naozaj P(E3) a nie P(Es). Odpoved vysvetlite.

[2 body]

8.= A12. Zbierka, v tlacenej verzii na str.19. Nadvizuje na priklad A11.
Vychadzajuc zo sily (predchadzajici priklad, A11. v Zbierke) odhadnite tlak,
ktorym posobi elektron uzavrety v kocke s hranou a na steny kocky.

Bude to len radovy odhad, pre ktory si predstavujeme elektron pdsobiaci na
krajoch isecky, akoby tlacil na plochu $tvorca a. a je tu Bohrov polomer.

Porovnajte s atmosferickym tlakom, t.j. urcte ich pomer.

Pre aki velka kocku vychadza tlak rovny atmosférickému tlaku? [2 body]

9. Elektron v atome vodika.
Elektréon v zakladnom stave atomu vodika mé vinova funkciu v tvare

U(rt) = A e~/ et/

kde a je Bohrov polomer a F; = —imc?a? = —13.6¢V.

Ako sa meni v ¢ase hustota pravdepodobnosti vyskytu elektronu?



Keby ste mali moznost merat polohu 7 iba raz, kde by ste elektron hladali?
T. j., akd je najpravdepodobnejsia poloha elektrénu? Meni sa v ¢ase? Poloha
7 v skutocnosti znamend infinitezimdlne maly objem centrovany v mieste 7.

Vypocitajte normovaciu konstantu A.

Potom urobte predpoved pre stredni hodnotu merania stradnic z, y a z.
Uréte neurcitost merania z-ovej stradnice (stredni kvadraticka odchylku)
Az. Comu sa rovnaji Ay a Az ? Pomocou vztahov medzi 2, y2 a 2%
mozno zjednodudit pocitanie 2 a teda aj Ax. VyuZite k tomu sféricki sy-
metriu sustavy a vatah r* = x® + 1y + 22, pricom najskor vypocitate r2.

f)alej vypocitajte predpoved pre stredntt hodnotu 7 merania vzdialenosti
elektronu od jadra.

Pripomenime, Ze podla Bohrovho postuldtu tento elektron krizi staby klasickd
castica po kruznici s polomerom a. TieZ podla odhadov typického rozmeru
vodikového atdmu (z principu neurcitosti, nasa prvd predndaska) by malo vijjst
nieco ako a. Porovnagte tieto predpovede s visledkom.

Urcte neurcitost Ar. Malo by to ist bez zdlhavého pocitania.
Pomocny integrdl: [ tNe 'dt = N! [3 body]

10. castica na usecke: prechod ku klasickej fyzike

a) Nech je Castica v stave popisanom vlnovou funkciou ¥ (z) = A 27111091 U, (x),
kde ¥, (z) = \/2/L sin nx a A je normovacia konstanta. Jednotky dlzky sme
zaviedli také, ze v nich L = 7 = 3.14 a sin “7* sa zjednodusi na sin nx.
Nechajte si vykreslit tato funkciu nejakym grafickym programom (postaci
napr. zadat ju do Google Search s hodnotou A=1, a vhodne nastavit skélo-
vanie na osiach obrazka) a obrazok zhruba prekreslite pre x €< 0, 3.14 >.

Mozno povedat, Ze tato Castica sa nachadza v nejakom tzkom intervale na
usecke? Ak ano, kde?
(b) Uréte normovaciu konstantu A funkcie ¥(z).

(c¢) To isté, Co v (a), len teraz ¥(z) = A (=1)"¥,(z) (alternujii zna-
mienka). Kde je zhruba lokalizovana ¢astica v tomto stave?

(d) Navrhnite svoju vlastni normovant superpoziciu roznych dvadsiatich
funkeii W, (z) s n > 1, aby bola ¢astica v tomto stave lokalizovana v tesnom
okoli stredu asecky. Znazornite si ju graficky na pocitaci a priblizne prekres-
lite do riesenia, alebo vytla¢te vas obrazok.



Ndvod: Mozno sa napr. poucit z tvaru Vy(zx), Vy(z), Vs(z), atd, ktoré z nich a
s akym znamienkom mazximalizuju pravdepodobnost vyskytu castice v polovici
usecky. [3 body]

11. bonus priklad

Urc¢te Fermiho energiu v dvoch rozmeroch, teda pre elektrony viazané na
Stvorec, — analogicky k naSmu vypoctu pre trojrozmerny pripad ked su elek-
trony viazané v kocke. [2 body]



