Priklady na domécu tlohu z kvantovej teorie

Sada ¢.3

riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku cvicenia 18.10.202

1. castica na usecke - radovyj odhad energie z rozmerove] analijzy

Uvazujme kvantovi ¢asticu o hmotnosti m na tsecke dlzky L. Jej typicka
energiu mozeme radovo odhadnut z rozmerovej analyzy, z mocnin h, m a L:
E = h*mPL7Y. Vypoditajte exponenty «, /3, v a porovnjte tento odhad E z
rozmerovej analyzy s energiou zakladného stavu Gastice £y = m2h?/(2mL?).

Energiu elektronu v atéme vodika sme radovo odhadli inym spésobom: na-

vrhli sme nerelativisticky vztah pre stcet Ey;, + Epor, vyjadrili sme hybnost

V Epin pomocou vztahu neur¢itosti a nasli sme minimum FE(r). Mozno tento

postup pouzit aj na odhad energie ¢astice na tsecke?

Pomocky: Comu je rovnd potencidlna energia castice vo vnitri usecky?

Je castica na usecke izolovand sustava? Pozrite priklad 7. z tretieho cvicenia.
[2 body]

2. energia elektronu v atome vodika z rozmerovej analyzy

Urcte typicku energiu elektronu v atéome vodika z rozmerovej analyzy, pri-
¢om za zdkladné parametre budete povazovat i, m a e?/(4meg). Vysledok
porovnajte s energiou, ktorti sme dostali eSte na prvej prednéske z odhadu
pomocou vztahu neur¢itosti. [2 body]

3. E jednoduchého harmonického oscildtora (JHO) z rozmerovej analyjzy

Rozmerové analyza sa v predchadzajucich dvoch prikladoch ukazuje ako uzi-
to¢ny nastroj. Pre velky tispech preto urcte z rozmerovej analyzy aj typicka
energiu kvantového JHO, pricom za zakladné parametre budete povazovat
h, m a w (parameter s rozmerom kruhovej frekvencie). Potencidlna energia
JHO je E,p = mw?z?/2. [2 body]

4. castica na usecke
Uvazujme stav v ¢ase t = 0 dany vlnovou funkciou ®(x) = \% (Wq(x) +1i¥s(x)).

(a) Nagrtnite hustotu pravdepodobnosti vyskytu tejto ¢astice v ¢ase t = 0.
V ndcrtku dajte pozor na tvar chvostov a idolia funkcie |®(z)[?.



(b) Napiste, comu je rovné ®(z, t > 0).

Urc¢te, ¢ je hustota pravdepodobnosti |®(z, t > 0)|* periodicka v case. Ak
ano, urcte jej periodu T ako nésobok i/E;. V odpovedi venujte pozornost
tomu, Ze peridda je najkratsi interval, po ktorom sa funkcia "opakuje".
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(c) Nacrtnite Styri obrazky, ktorymi zdokumentujete, ako sa meni hustota
pravdepodobnosti vyskytu ¢astice pocas jednej periody pre ¢asy 0, T'/4, T'/2,
3T /4. (Prvy z nich uZ mdte v casti (a).)

(d) Je stredna poloha Castice T(t) pocas periody stéle rovnaka alebo sa meni?
Ak sa meni, popiste slovne, aky pohyb kona napr. voci stredu tsecky.

Je to harmonické kmitanie? Odpoved vysvetlite. Harmonické znamend zd-
vislost od casu ako coswt alebo sin wt. [2 body]

5.castica na usecke - vyskyt v prvej, druhej a tretej tretine
Castica na tusecke je v zékladnom stave. Overte vztah (4) na str. 42 Zelenej
ucebnice, resp. na str. 28 v elektronickej verzii pdf.

S akou pravdepodobnostou sa ¢astica nachadza v druhej tretine tsecky? Od-
povedzte bez pocitania.

S akou pravdepodobnostou sa ¢astica nachadza v 3. tretine tusecky? [2 body]

6. sustava viacerych neinteragujicich fermionov
Urcte, ak energiu a aka degeneraciu ma prvy excitovany stav stistavy piatich
vzajomne neinteragujucich elektronov viazanych (i) vo $tvorci, (ii) v kocke.

[2 body]

7. sustava viacerych neinteragujicich bozonov

Urcte, aku energiu a aka degeneraciu ma prvy excitovany stav stustavy Sies-
tich vzajomne neinteragujicich bezspinovych bozénov viazanych (i) vo Stvorci,
(71) v kocke. [2 body]

8. wvolnd castica
(a) Uvazujme volnu (nerelativistickil) ¢asticu s hmotnostou m # 0. Odvod'te
vztah medzi jej energiou a de Broglieho vinovou dlzkou.

(b) Pre volny fotéon (vo vakuu), resp. pre kazda volnu ¢asticu s nulovou
hmotnostou plati £ = hf . Plati tento vztah aj pre nerelativisticka ¢asticu?



(c) Porovnajte energie fotonu a elektronu, ak ma kazdy de Broglieho vlnovia
dlzku 5000- 10~ m. Fotdn je zo zeleného svetla. Vysledky udajte v eV a nie
Jouloch. V odpovedi vyuzite vztahy z ¢asti (a) a (b). Silno odporucame
pouzit hodnoty hc a m.c®> a poéitat bez kalkulacéky.

(d) Podl'a vysledku vysvetlite, ¢ bolo mozné pouzit v ¢asti (¢) vztah z Casti
(a), teda ¢i takyto elektron je naozaj nerelativisticky. [2 body]

9. volnd castica, volne nadvdzuje na predchddzajici priklad

(a) Akt de Broglieho vlnovi dlzku ma volny elektron s energiou 4 eV? Narazil
by do neutrénu, keby mu tento stal v ceste? Alebo by ho iba zlahka obopol a
presiel okolo neho vd'aka svojej velkej vlnovej dlzke, akoby tam neutrén ani
nebol?

(b) Akt de Broglieho vinovt dizku by mal kracajuci ¢lovek, ak by sme ho
mohli povaZzovat za volny kvantovy objekt? Mézme vdaka svojim (kvanto-
vym) vlnovym vlastnostiam obopnit makroskopické predmety, ktoré nam
stoja v ceste, akoby tam ani neboli?

(c) Akt de Brogliecho vlnovt dlzku mé korona virus (covid-19) #iriaci sa
vzduchom? Mohol by néas iba obopnut a prejst nepovsimnute okolo nas vdaka
svojim kvantovym vlnovym vlastnostiam? [2 body]

10. Fermiho energia

Urcte Fermiho energiu z rozmerovej analyzy, predpokladajic, ze zéavisi len
od objemovej hustoty poc¢tu ¢astic (t.j. elektronov) a konstant % a m..
Hladané mocniny uvedenyich veli¢in vypocitajte. Postup, pri ktorom budete
iba testovat ndjdené mocniny, nebude uznany. [2 body]

11. bonus priklad: sistava vela neinteragujicich fermidnov

Na prednéske sme odvodili vztah pre Fermiho energiu Er velkého poctu N
elektronov v kocke o strane L. Vysledok zavisel od hustoty poc¢tu elektronov
p= N/L® ako p*/3.

Vychadzajic z odvodenia tohto vysledku dokézte, ze celkové energia zaklad-
ného stavu takejto sustavy mnohych elektronov je rovna E = g EpN. Vysle-
dok neplati pre malé N radu 1, kedzZe pri odvodeni predpokladdme N > 1.
Pomécka: energia Er je energia elektronu v najurchnejsej obsadenej gulo-
vej vrstvicke o hrubke dnp v v prvom oktante priestoru kvantoviych cisel
(e, Ny, n2), pricom ng = (n2+nl+n2)Y? je polomer tejto vrstvicky. Ener-



gia vsetkijch elektronov v tejto najvrchnejsej vrstvicke je rovnd Er X objem
vrstvicky, lebo na jednotkovy objem pripadd jeden kvantovy stav, a teda jeden
elektron. Faktor 2 za spiny sa dodd na konci. Zostdva scitat prispevky do E
od vsetkijch vrstviciek a z vysledku eliminovat np a Ey = (w2h?/(2mL?)) v
prospech Er a N. [2 body]



