Priklady na domécu tlohu z kvantovej teorie

Sada ¢.4

riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku predndsky 29.10.202)

1. gaussovsky vinovy balik v case t = 0

(a) V ¢ase t = 0 je gaussovsky vlnovy balik popisany vlnovou funkciou
U(z) = [7 c(k) Uy(x) dk, kde c(k) = A exp (7&;:;2)2) a A je konstanta. kg

a Ak tu su zatial iba nejaké konStanty, resp. parametre. Hustota pravdepo-
dobnosti pre meranie hybnosti & je potom |c(k)|?. Je to gaussovo rozdelenie?

Ak éno, s akou strednou hodnotou k a akou strednou kvadratickou odchyl-
kou?

(b) Integraciou dostavame W(z) = B e*0® exp {—xQ/ (Aik)Q} , kde B je kon-

Stanta. Hustota pravdepodobnosti pre meranie polohy je potom |¥(x)[%. Je
to gaussovo rozdelenie? Ak ano, s akou strednou hodnotou x a akou strednou
kvadratickou odchylkou?

(c) Pripominame, ze v Casti (a) pre jednoduchost pouZivame k namiesto
p = hk. Z odpovedi v (a) a (b) urcte, ¢omu je rovny sucin Az Ap, kde Ax
a Ap su stredné kvadratické odchylky polohy a hybnosti. Tu sme uZ presli
od k ku p. Podla principu neurcitosti méa byt tento vyraz vacsi alebo rovny
h/2, ¢o dokdzeme neskor. Je princip neur¢itosti splneny?

(d) Vykonajte integraciu spomenuti v ¢asti (b) vyuzijic ffooo emow BTy —
VE e e [2 body]

2. gaussovsky vinovy balik v case t > 0

(a) Volne nadvéizujtc na predchadzajuci priklad pozrite do Zelenej uc¢ebnice
(ZU) na vztah (7') na str.76 (tlacena verzia), resp. na str.51 (pdf verzia).
Néas tu bude zaujimat iba exponencialna cast tohto vyrazu. Po jej umocneni
na druht dostaneme, az na konstantu, hustotu pravdepodobnosti vyskytu
¢astice. Vykonajte toto umocnenie a urcte, ¢omu sa rovna z(t) a Axz(t). Pri
tpravach nahrad'te x? v ZU naSim vyrazom 2(Ak)%. K tomu porovnajte c(k)
zo zadania prikladu 1.(a) a vztah (6) v ZU.

(b) Dostavate pre ¢as t = 0 zhodu s odpovedami v priklade 1. ?

(c) Comu sa rovna Ax(t) pre t = toper = % W ? tenar je zjavne charakte-

risticky Cas pre gaussovsky balik.



(:]omu sa rovna Az(t) pre 0 <t < toper !
Comu sa rovna Az(t) pre t > tepar ! [2 body]

3. girenie volnej castice v stave gaussovského vinového balika
(a) Nacrtnite hustotu pravdepodobnosti vyskytu |¥(z, t)[?
éa,sy tl, to, tg, t4, pri(:om

pre Styri rozne

m
ty >t3 > tehar = —5 >t > 1 =0.
4 > 13 h STIVNAE 2 > 1
Dajte si zalezat na spravnej polohe stredu, Sirke a vyske balika v jed-
notlivych pripadoch.

(b) Stru¢ne vysvetlite, z ktorej Casti vzorca (7') vidno, akou rychlostou sa
balik pohybuje priestorom. Je to nejaka z rychlosti vy (fazova) alebo v,
(grupova)?

(c) Stru¢ne vysvetlite, odkial vo vztahu pre |¥(z, t)|* vidno, Ze sa tento
balik neudrzi navzdy rovnako lokalizovany v priestore, ale Ze sa raz zacne
rozplyvat (delokalizovat). [2 body]

4. Sirenie volnej castice v stave gaussovského vinového balika

Odhadnite ¢as, kedy sa zacne rozplyvat gaussovsky vlnovy balik odpovedajici
elektronu vyziarenému pri beta rozpade neutronu.

Treba k tomu odhad Ak = Ap/h elektronu. Na ¢o vSetko sa rozpadd neutron
pri beta rozpade? Akd energia v eV, resp. MeV sa vtedy uvolni? Kedze ide
len o rddovy odhad, mozno uvaZovat pre elektron pc = 0.1 MeV s rdadovo
rovnakou neurcitostou.

Rok mé4 radovo 107 sektind. Vek vesmiru je rddovo 10'° rokov. Porovnajte s
tymito udajmi Vas vysledok. [2 body]

5. Sirenie volnej castice v stave gaussovského vinového balika

Uvazujme balik v ¢ase t >> t 4. Ako sa zmenila - ak vobec - hustota pravde-
podobnosti hybnosti ¢astice voci pociato¢nému casu t = 07 Na zéklade tejto
Vasej odpovede vysvetlite, ¢i sa v neskorSom ¢ase t > .4, meni neurcitost
hybnosti castice a teda ¢i gaussovské rozdelenie hybnosti tejto castice meni
svoj tvar pri ¢asovom vyvoji. Ak ano, aky tvar nadobuda? Ak nie, preco nie?

Na zaver vysvetlite, ¢i je v ¢ase t > t.pqr splneny vztah neurcitosti pre Ax

a Ap. [2 body]



6. vypocet jednoduchych integralov s delta funkciou

Urcte, ¢omu su rovné integraly s delta funkciou v podintegréalnej funkcii:
(a)

“+ oo “+oco + oo 9 “+ oo 9
/ §(z + 1) dx, / §(2z + 1) dz, / §(z° — 4) dz, / 6(z“ +4)dex,
J—co J—oco J—oo J—oco

(b)
+ ] + . + . + J
/ me'n §(xz + 1) dz, / Ooel §(2z + 1) dzx, / ooe" 6(952 —4)dex, / ooeJC 5(372 + 4) dx,

(c)

4 100 4 +4
/ (243) (245) 6(a—1) da, / (243) (245) 8(z—1) dz, / (243) (245) 6[(2+3) (2+5)] d=, / (z44) (245) 6[(2+3) (2+5)] dz,
—4 10 —4 —4

(d)
/+oo z 6(x) dx, /+Oo xé(wz)dx, /JrOC 5(902)(1:0,

/:Jldl /jl dyyé(z —y), /ldz /jldny(z—y%
[2 body]

7.volnd castica - jednoduchd superpozicia

VoIné ¢astica s vlnovou funkciou normovanou na koneény (obrovsky) interval
dlzky L a periodickymi okrajovymi podmienkami je vo vieobecnosti v ¢ase
t = 0 popisana vlnovym balikom ) ¢, ¥, , kde stav s ostrou hodnotou
hybnosti W, = e®*/"/\/I,. Hybnost je diskrétna (nie spojitd), aby spliala
periodické okrajové podmienky: p, = %hn, n € Z .V tomto priklade uva-
Zujme, ze tento balik sa redukuje na

‘IJ(I) — \% (% eiZqJ:/ﬁ 4 Ce—7l2qac/ﬁ)7

kde hybnost ¢ > 0 je nejakym velkym celo¢iselnym nasobkom 2%’5 (ide tu
opdt len o splnenie periodickyjch okr. podmienok, zdroven to zarucuje ortogo-

ndlnost rovinnijch vin, z ktorjch sa skladd nasa superpozicia,).

(a) Uréte vSetky mozné hodnoty ¢ pre spravne normovani ¥(z).

(b) Aka je pravdepodobnost, ze pri merani hybnosti v stave ¥ nameriame
hybnost ¢, hybnost —¢q, hybnost 2¢, hybnost —2¢, hybnost 4¢, hybnost s
absolitnou hodnotou rovnou 2¢q 7

(c) Aka je stredna hodnota hybnosti ¢astice v stave W7 Vysvetlite, ako by
ste Vas vysledok overili "na prstoch".

(d) Aka je neurcitost hybnosti Ap castice v stave W ? Vysvetlite, ako by ste
Vas vysledok overili "na prstoch".



(e) Co by ste odpovedali na otézku, aka je hybnost ¢astice v stave W?

(f) Aké energie mozno namerat v stave ¥ a s akou pravdepodobnostou?
Co by ste odpovedali na otézku, aka je energia castice v stave W7

(g) Castici v stave ¥ sme namerali hybnost 2q.
Na tejto istej ¢astici budeme potom merat hybnost aj druhykrat.
S akou pravdepodobnostou aki hybnost nameriame?

(h) Nech ¥(z) = ¥(z,t = 0). Napiste ¥(x,t) pre t > 0.

Zmenia sa v neskorSom ¢ase odpovede na niektoré z otazok (b)-(g)?

(i) Zavisi niektora z odpovedi na velkosti L7 Preco nie? [2 body]

8. volnd castica, vinovy balik

(a) Na prednaske sme predviedli pat prikladov vinového balika. Z toho prvy,
c1(k) = 8(k — ko) a posledny, c;(k) = konst. siu trividlne. Pripomeite si
tychto pét prikladov a pod sebou urobte pat nacrtkov ¢1(k), ca(k), ... az cs5(k)
definujucich baliky $tudované na prednéaske. Vedla tychto nacrtkov potom
nac¢rtnite grafy im odpovedajucich vinovych funkeii (ich redlnych ¢asti).

(b) Nacrtnite priebeh funkcie

ce(k) = konst. ————,
14 Gl

kde ky > 0 a |Ak| < ko. Ak cg(k) definuje vinovy balik, ako bude priblizne
vyzerat W(x) opisujica stav Castice? Nacrtnite v hrubych rysoch jej redlnu
Cast.

(c) Aky integral treba spocitat pri presnom urceni vlnovej funkcie tohto
siesteho balika? Integrdl staci napisat. Ak to viete vypocitajte ho. Napr. pre-

chodom do komplexnej roviny v premennej k. Za sprdavny viypocet budi dva
bonusové body.

(d) Pre Ak > 0 plati

/ — e dk = wAke 2kl
—00 1 + (Ak)z

Na zéaklade znalosti tohto integralu zopakujte nacrtok z casti (b).

(e) Preco je cs(k) menej vhodna na opis Castice ako cy(k)?
Pripomenime, Ze c4(k) opisovala gaussovsky balik. [2 body + 2 bonus body]



9. (bonus priklad) na pocet kvantovych stavov

Na prednaske bol odvodeny vztah pre Fermiho energiu Er v 3-rozmernom
pripade, v zavislosti na objemovej hustote poctu elektronov p. Predpokla-
déame pritom nulovu teplotu, a teda kazdy stav s energiou pod Fermiho hla-
dinou je obsadeny prave jednym elektronom. Preto je pocet castic rovny
poctu stavov s E < Ep, a podobne to plati pre hustoty: p = n, hustota
poctu castic p je rovna hustote poctu stavov n.

(a) Vyjadrite n ako funkciu (Fermiho) energie.

Zdiferencujte tento vztah. Po zdiferencovani z neho dostavame (infinitezimal-
ny) pocet stavov dn v jednotke objemu pripadajicich na interval energie
(E,E+dE). Premyslite si, Ze je to tak. Konetna veli¢ina dn/dE = g(E) je
spektralna hustota poctu stavov. Ide o dolezitt veli¢inu v teodrii tuhych latok.
Napiste, ¢omu sa rovna g(F). Toto je g(F) zo vztahu pre Fermiho energiu.

(b) Tento vysledok vieme dostat aj inym spdsobom: z poétu stavov v inter-
vale d3p, ktory bol odvodeny na prednéaske z normovania volnej castice na
koneény objem (vysledny vztah je vSeobecne platny). Pouzite teda (i) pocet
kvantovych stavov v intervale d®p odvodeny na prednéaske a (i) vztah me-
dzi energiou a hybnostou volnej ¢astice na odvodenie g(E). Presvedcte sa,
7e dostavate ten isty vysledok ako v Casti (a).

Poznamky:
Aj pri druhom spdsobe treba extra zardtat dva spinové stavy elektronov.

V podstate by sme mohli integrdciou g(E) odvodenou z poctu stavov v inter-
vale d®p odvodit vztah pre Fermiho energiu v kove... vlastne sme sa nemuseli
“trapit” s pocitanim poctu stavov v kladnom oktante (ny, n,, n,) celoéiselnej
mriezky pre elektron viazany v kove.

Ale ...

je pozoruhodné, Ze vysledky (a) a (b) si rovnaké. Lebo: V prvom
pristupe pri odvodzovani Fermiho energie scitujeme pocet staciondrnych sta-
vov volnej castice na usecke. Vtedy zardtavame aj “polvlny”!
V druhom pristupe séitujeme pocet postupnijch vin odpovedajicich volnej cas-
tici s periodickymi okrajovyme podmienkami. Vtedy “polviny” nerdtame, lebo
nespliiaji period. okr. podmienky!
Matematicky dostdvame zhodu preto, Ze v druhom pripade periodické okrajové
podmienky sice nedovoluji zardtal stavy s “polvinami” (stracame polovicu sta-
vov voci castici na usecke), ale na druhej strane postupné viny s hybnostami
+pr a — py pocitame za dva rézne stavy, kdezto pre casticu na usecke



zardtavame iba ich superpoziciu: stojati vinu.
Zhoda medzi (a) a (b) tak okrem iného dokazuje spravnost vijberu periodickych
okrajovijch podmienok pre normovanie na konecny objem. [2 body]



