Priklady na domécu tlohu z kvantovej teorie

Sada ¢.5

riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku predndsky 5.11.2024

0. zdkladné veci z kipeltiového zrkadla
(a) Napiste spaméti asovit Schrédingerovu rovnicu (SchR) v troch rozme-
roch s rozpisanym hamiltonidnom.

(b) Napiste spaméti definiciu hermitovského operatora v troch rozmeroch.
[1 bod]

1. bezcasovd SchR v 2 rozmeroch a castica viazand vo Stvorci LxL

Na prednaske bolo pozi¢ané z buducnosti, ze vlnova funkcia stacionarneho
stavu vo vnitri Stvorca z € (0, L) ay € (0, L) jerovna ¥, ,(x, y) = Asin 7=
kde A je normovacia konstanta a m, n sa celé kladné ¢isla. Dokazte teraz, ze

naozaj takyto sucin sinusov vo Stvorci vyhovuje bezc¢asovej SchR.
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Poznamenajme, Ze zdroven tie sinusy urobia nulu na krajoch stvorca, a preto
U, n(x, y) je naozaj hladangm riesenim s okrajovou podmienkou "nula na
kraji".

Je kongtanta E v bezc¢asovej SchR T'ubovolné ¢islo, alebo musi byt rovné neja-
kej konkrétnej hodnote, aby bola bezc¢asova SchR splnena? [2 body]

2. volna castica
(a) Overte, ze V,(z) napisana na prednaske vyhovuje bez¢asovej SchR v
jednom rozmere s V(x) = 0. Pre aka hodnotu E'?

(b) Overte, ze U;(7) napisana na prednéske vyhovuje bez¢asovej SchR v troch
rozmeroch s V() = 0. Pre aka hodnotu E 7

(c) Overte, ze V,(x) aj V(1) st vlastné funkcie operatora hybnosti p, . S
akymi vlastnymi hodnotami? [2 body]

3. definicia hermitovosti

Na prednaske sme zadefinovali hermitovost operatora A pomocou rovnosti
[®*A¥ = [(A®)*W, platnej pre Tubovolné dve kvadraticky integrovatelné
funkcie &, V.



Mohlo by sa zdat, ze tato definicia je viac v8eobecné, ako keby sme definovali
hermitovost A pomocou rovnosti [ U* AV = i (A\II) W, v ktorej vystupuje
len jedna funkcia W. Toto vSak nie je pravda. Nasa deﬁnl’cia je ekvivalentna
definicii [ U* AW = [(A¥)*¥ s jedinou funkciou (kvadraticky integrovatel-
nou W(x)). Dokéazte toto tvrdenie.

Treba dokdzat, Ze jedna definicia implikuje druhi a naopak. Pozrite k tomu
Zeleni knthu na str.99 - tlacend verzia, resp. 67 v pdf. [2 body]

4. operdtor parity

Operator parity P v jednom rozmere je definovany vztahom ]5\11(95) =
U(—z).

(a) Ukazte, Ze je hermitovsky. Za¢nite dokazom, Ze je linearny.

(b) Urcte jeho dve vlastné hodnoty. Dalsie uZ nemé.

Pomécka: Pésobte s P na viastni funkciu dvakrdt. Zjavne plati, Ze tak do-
staneme tu istu funkciu. Nakolko ide o hermitovsky operator, jeho vlastné
hodnoty by mali byt realne. Su?

(c) Aké st jeho vlastné funkcie?

St vlastné hodnoty degenerované? Ak &no, kolkokrat?

Nakolko ide o hermitovsky operator, jeho vlastné funkcie prisluchajice roz-
nym vlastnym hodnotam by mali byt ortogonélne. Su? Vysvetlite.

(d) Nakol'ko ide o hermitovsky operator, jeho vlastné funkcie by mali tvorit
tplny systém. Tvoria? Naozaj je mozné kazda kvadraticky integrovatelni
funkciu vyjadrit ako superpoziciu vlastnych funkcii operatora P? [2 body]

5. zdkladné vlastnosti hermitovského operdtora

Nech A a B st hermitovskeé operéatory.

Rozhodnite, ¢i st hermitovské aj nasledujtice operatory:

(a) operator C' = A + B (stcet operatorov)

(b) operator C'= AB (stic¢in operdtorov)

(¢) operator C' = AB+ B A (antikomutétor herm. operétorov)

(d) operdtor C' = AB — BA (komutétor herm. operétorov)

(e) operator C' = A2 (druh4 mocnina hermitovského operatora)

(f) operator C' = A" (n-t4 mocnina hermitovského operétora) [2 body]

6. zdkladné vlastnosti hermitovského operdtora
Na zéklade otézok prikladu 5. rozhodnite, ¢i sii hermitovské nasledujice



operatory:
(a) operator 9f = (02)? (operator Stvrtej derivacie ako druha mocnina uz
prevereného operétora druhej derivacie),

[l 2 . . .
(b) operator H = —2-9% + V(z) (operédtor celkovej energie pre Casticu s
potencialnou energiou V(x)),
(c) operator zp, (sucin hermitovskych operatorov suradnice a hybnosti)
(d) operator ip, —p,& (komutdtor operdtorov siradnice a hybnosti),
(e) operator celkového momentu hybnosti L? (jeho druhd mocnina): L? =

L2+ L2+ 12 = (§p. — 2py)* + (2Ps — £P.)° + (2y — Us)*- [2 body]

7.vypocet strednej hodnoty zo vatahu A = J U AP
Uvazujte Casticu na tsecke v stave popisanom vlnovou funkciou W¥(z) =

332(L — x). V minulosti sme nagli pravdepodobnosti P(E,) namerat v

tomto stave energiu F,. Su aj v Zbierke, str.46 tlacena verzia a 34 v pdf.
Ukazte, ze predpoved pre stredntt hodnotu merania energie v tomto stave
E =Y E,P(E,) dostaneme rovnako (a ovela pohodlnejsie), ak ju poéci-
tame zo vztahu E = fOL U(2)* HU(z) dx. Teda vypoditajte E oboma spo-
sobmi a okomentujte zhodu.

Nekoneény rad mozno spocitat pomocou zndamej zeta funkcie ((4) = :

T
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[2 body]

8. operdator hybnosti

Vypocitajte stredni hodnotu hybnosti elektronu v zékladnom stave atému
vodika. Teraz sme v troch rozmeroch a treba teda pocitat p,, p, a p,. VInova
funkcia elektronu je konst-e~"/@.

(b) Overte, Ze pre tento elektron je splneny vztah neurcitosti.

V' skutocnosti su to tri vztahy neurcitosti Ax Ap, > h/2 a podobne pre y a
z. Neurcitosti polohy ste uz pocitali v minulosti. Ak ste ich tam wvypocitali,
mozte ich odtial sem prepisat. V opacnom pripade ich odporicame spocitat
tu, aj so sprdvnym normovanim vinovej funkcie.

Pre vyjpocet strednijch hodnot p_?c, p_i a p_g odporiucame vyuZit sféricki symetriu,
podobne ako pri vypocte x2, y2 a z2. Za laplasidn dosadte jeho vyjadrenie vo
sférickych premennijch. [2 body]

9. (bonus priklad) vgpocet strednej hodnoty E castice na isecke <0, L>
Podobny priklad ako priklad 7., tento raz pre vlnovi funkciu v ¢ase t = 0



rovni ¥(z) = Az?*(L — z). Nacrtnite jej priebeh na tsetke <0, L >, ako aj
priebeh hustoty pravdepodobnosti vyskytu castice. Vypocitajte normovaciu
konstantu A, amplitidy pravdepodobnosti ¢, pre kazdé n = 1,2, 3, ... a
dokézte, 7e vypocet E déva oboma spdsobmi rovnaky vysledok.

Navyse vy¢islite P(E;), P(Es) a P(Es3). Z vysledku ur¢te najmensi nenulovy
¢as t > 0 (s presnostou na 1%), v ktorom bude "hrb"v |¥(z)|*> presunuty
dolava. [2 body]



