Priklady na domacu tlohu z kvantovej teérie

Sada ¢.6
riesenta, prosim, odovzdajte do zaciatku predndsky 19.11.2024

1. komutdtor hermitovskijch operdtorov

Uvazujme hermitovské operatory Aa B, ktoré vo vseobecnosti nekomutujt.
Ich komutator je novy operétor [121, B] = iC, kde sme vyiali von i. Dokazte,
e C je hermitovsky operator.

Ndvod: odvodte, comu sa rovnd CT wvyuzijiic (AB)! = BYAT. Treba tu tiez
rozumiet, ¢o sa pri hermitovskom zdruZeni stane s i, resp. comu sa rovnd i'.

Pozn: toto pomocné turdenie sme pouzili na predndske pri dokaze vzlahu ne-
urcitosti pre AAAB. [2 body]

2. komutdtory

(a) Zjednoduste komutator [A, BC] na vyraz, v ktorom budi uz len jedno-
duché komutatory. Ano, bolo to uz aj na cviku, ale potrebujeme to casto, tak
to skuste este raz a bez pozerania do pozndamok z cuvika.

(b) Pouzite vysledok v (a) na vypocet komutétora [Z, p?] pomocou znameho
vysledku pre komutator [z, p]. [2 body]

3. komutdtory

Nadvizujtc na priklad 2.(b) urc¢te [, p®], pripadne aj pre vyssie mocniny
operatora p, aby ste mohli uhddnut, ¢omu sa rovna [, p"¥] pre I'ubovolné
prirodzené ¢islo N. Svoj tip potom dokazte matematickou indukciou.

Dékaz matematickou indukciou obsahuje dva kroky. Prvym je overenie, Ze
hypotéza (tip) plati pre N =1 a druhgm, zvycajne tazsim krokom je overenie,
Ze ak hypotéza plali pre N, tak z toho vyplyva, Ze plati aj pre N + 1.

(2, pIY] mozno urcit aj z posobenia N —tej derivacie na x¥(z), kde ¥(x) je
Tubovolna kvadraticky integrovatelna funkcia. S pouzitim Leibnizovho pra-
vidla derivovania stucinu funkcii urcte tymto sposobom hladany komutétor.

Dostavate zhodu s vysledkom dokdzanym matematickou indukciou?
[2 body]

4. komutdtor suradnice a parity



Na cviceni ste nasli [p, f’] = —2Pp. Tu vypocitajte komutator stradnice a
parity. R
Vysledok je v istom zmysle podobny vysledku pre [p, P]. [2 body]

5. komutdtory operdtorov momentu hybnosti [f)i, fjj}

(a) Na prednaske sme definovali L, = §p, — zp, a podobne (cyklickou zame-
nou) pre ﬁy a L. Zalezi v tychto definiciach na poradi nasobenia operatorov
na pravej strane? Ak ano, aky je rozdiel medzi nami definovanym L, a ope-
ratorom j}; = p.y — Pyz 7 Ak nie, preco nie?

(b) Vypoditajte komutator [L,, I:y} . Dostali ste nasobok nejakej zlozky ope-
ratora momentu hybnosti?

(c) Na zaklade (b) cyklickou zdmenou urcte, omu st rovné komutdtory
[L L . a [LZ, L ] . Pravi stranu vzdy vyjadrite pomocou zloziek operatora
momentu hybnosti. [2 body]

6. komutdtory [L;, L?]
(a) Na zaklade rieSenia predchadzajiceho prikladu a zjednodusenia (A, B?]
pomocou [A B] vypoditajte komutator [Lx, L2] kde L2 = L2 + L2 + L2

(b) Na zéklade vysledku (a) uréte, Comu s rovné komutatory [L,, L% a
(L., L7]. [2 body]

7.L, vo sférickijch suradniciach

Dokazte, ze vo stérickych siradniciach plati L, =
Ndvod: kedzZe vieme, ¢o md vyjst, moZeme zacat pmvou stranou pésobiacou
na funkciu V(z, y, z), kde kartézske suradnice z, y, z chipeme ako funkcie
troch mezdvisljch sférickijch premennijch. [2 body]

—ho
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8. priklad na komutujpice operdtory

Uvazujte elektron v atome vodika. Napiste Hal,vo sférickych stradniciach
a overte, ze komutuji. (Mimochodom, je to jednoduchsie vo sférickych alebo
v kartézskych siradniciach?)

Co z toho vyplyva pre ich vlastné funkcie?

Overte na vlnovej funkcii zadkladného stavu, Ze je zaroven vlastnou funkciou
L.. Ak hodnotu orbitalneho momentu hybnosti L, mozno namerat elek-
trénu v tomto stave? Pozndmka: pre excitované stavy mdame degenerdciu hla-



din, treba tam pre dani degenerovani energeticki hladinu E,, vyberat sprdvne
linedrne kombindcie odpovedajucich viastngch funkei? H aby boli aj vlastnyms
funkciami L. a aby tak mali Hal, spolocné vlastné funkcie. Pre zdkladnyj
stav je toto turdenie jednoduchsie, lebo zdikladnd hladina pre elektron v atome
vodika nie je degenerovand - ignorujic spin elektronu. [2 body]

9. (bonus priklad) vztah neurcitosti pre hybnost a paritu

Na cviku ste ukézali, Ze v stave popisanom vlnovou funkciou W(x) = Ae_”EZ/z?Q,
kde A a z¢ st konStanty, plati trividlny vztah neurcitosti Ap AP > 0, lebo
stredna hodnota na pravej strane dala nulu v stave W. Odvodte tu teraz
vztah neurcitosti Ap AP, ktory bude netrivialny, pre Casticu v Jednom roz-

mere v inom stave ¥ s vlnovou funkciou ¥(z) = A (\% + %)e /2w

Overte, 7e W(x) je spravne normovana pre A = 1/1/\/Txg. 2¢ je kladna
konstanta, typicka dlzka pre danu ststavu, ktorej hodnota nie je dolezité pre
tento nas priklad.

Mne vysla pravd strana vztahu neurcitosti \% % a neurcitost hybnosti Ap =
xi. Samostatne overte tieto vysledky a vypocitajte neurcitost parity AP v uve-
denom stave. Je tu splneny vztah neurcitosti pre Ap AP¥ [2 body]



