
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie

Sada £.6

rie²enia, prosím, odovzdajte do za£iatku predná²ky 19.11.2024

1. komutátor hermitovských operátorov
Uvaºujme hermitovské operátory Â a B̂, ktoré vo v²eobecnosti nekomutujú.
Ich komutátor je nový operátor [Â, B̂] = iĈ, kde sme vy¬ali von i. Dokáºte,
ºe Ĉ je hermitovský operátor.
Návod: odvo¤te, £omu sa rovná Ĉ† vyuºijúc (ÂB̂)† = B̂†Â†. Treba tu tieº
rozumie´, £o sa pri hermitovskom zdruºení stane s i, resp. £omu sa rovná i†.

Pozn: toto pomocné tvrdenie sme pouºili na predná²ke pri dôkaze vz´ahu ne-
ur£itosti pre ∆A∆B . [2 body]

2. komutátory
(a) Zjednodu²te komutátor [Â, B̂Ĉ] na výraz, v ktorom budú uº len jedno-
duché komutátory. Áno, bolo to uº aj na cviku, ale potrebujeme to £asto, tak
to skúste e²te raz a bez pozerania do poznámok z cvika.

(b) Pouºite výsledok v (a) na výpo£et komutátora [x̂, p̂2] pomocou známeho
výsledku pre komutátor [x̂, p̂]. [2 body]

3. komutátory
Nadväzujúc na príklad 2.(b) ur£te [x̂, p̂3], prípadne aj pre vy²²ie mocniny
operátora p̂, aby ste mohli uhádnu´, £omu sa rovná [x̂, p̂N ] pre ©ubovolné
prirodzené £íslo N . Svoj tip potom dokáºte matematickou indukciou.

Dôkaz matematickou indukciou obsahuje dva kroky. Prvým je overenie, ºe
hypotéza (tip) platí pre N = 1 a druhým, zvy£ajne ´aº²ím krokom je overenie,
ºe ak hypotéza platí pre N , tak z toho vyplýva, ºe platí aj pre N + 1.

[x̂, p̂Nx ] moºno ur£i´ aj z pôsobenia N−tej derivácie na xΨ(x), kde Ψ(x) je
©ubovolná kvadraticky integrovate©ná funkcia. S pouºitím Leibnizovho pra-
vidla derivovania sú£inu funkcií ur£te týmto spôsobom h©adaný komutátor.
Dostávate zhodu s výsledkom dokázaným matematickou indukciou?

[2 body]

4. komutátor súradnice a parity



Na cvi£ení ste na²li [p̂, P̂ ] = −2P̂ p̂. Tu vypo£ítajte komutátor súradnice a
parity.
Výsledok je v istom zmysle podobný výsledku pre [p̂, P̂ ]. [2 body]

5. komutátory operátorov momentu hybnosti [L̂i, L̂j]

(a) Na predná²ke sme de�novali L̂x = ŷp̂z− ẑp̂y a podobne (cyklickou záme-
nou) pre L̂y a L̂z. Záleºí v týchto de�níciách na poradí násobenia operátorov
na pravej strane? Ak áno, aký je rozdiel medzi nami de�novaným L̂x a ope-
rátorom L̂′x = p̂zŷ − p̂yẑ ? Ak nie, pre£o nie?

(b) Vypo£ítajte komutátor [L̂x, L̂y] . Dostali ste násobok nejakej zloºky ope-
rátora momentu hybnosti?

(c) Na základe (b) cyklickou zámenou ur£te, £omu sú rovné komutátory
[L̂y, L̂z] a [L̂z, L̂x] . Pravú stranu vºdy vyjadrite pomocou zloºiek operátora
momentu hybnosti. [2 body]

6. komutátory [L̂i, L̂
2]

(a) Na základe rie²enia predchádzajúceho príkladu a zjednodu²enia [Â, B̂2]

pomocou [Â, B̂] vypo£ítajte komutátor [L̂x, L̂2] , kde L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z .

(b) Na základe výsledku (a) ur£te, £omu sú rovné komutátory [L̂y, L̂2] a
[L̂z, L̂2] . [2 body]

7.L̂z vo sférických súradniciach
Dokáºte, ºe vo sférických súradniciach platí L̂z = ~

i
∂
∂ϕ
.

Návod: ke¤ºe vieme, £o má výjs´, môºeme za£a´ pravou stranou pôsobiacou
na funkciu Ψ(x, y, z) , kde kartézske súradnice x, y, z chápeme ako funkcie
troch nezávislých sférických premenných. [2 body]

8. príklad na komutujúce operátory
Uvaºujte elektrón v atóme vodíka. Napí²te Ĥ a L̂z vo sférických súradniciach
a overte, ºe komutujú. (Mimochodom, je to jednoduch²ie vo sférických alebo
v kartézskych súradniciach? )
�o z toho vyplýva pre ich vlastné funkcie?
Overte na vlnovej funkcii základného stavu, ºe je zárove¬ vlastnou funkciou
L̂z. Akú hodnotu orbitálneho momentu hybnosti Lz moºno namera´ elek-
trónu v tomto stave? Poznámka: pre excitované stavy máme degeneráciu hla-



dín, treba tam pre danú degenerovanú energetickú hladinu En vybera´ správne
lineárne kombinácie odpovedajúcich vlastných funkcií Ĥ, aby boli aj vlastnými
funkciami L̂z a aby tak mali Ĥ a L̂z spolo£né vlastné funkcie. Pre základný
stav je toto tvrdenie jednoduch²ie, lebo základná hladina pre elektrón v atóme
vodíka nie je degenerovaná - ignorujúc spin elektrónu. [2 body]

9. (bonus príklad) vz´ah neur£itosti pre hybnos´ a paritu
Na cviku ste ukázali, ºe v stave popísanom vlnovou funkciou Ψ(x) = Ae−x

2/x2
Q ,

kde A a xQ sú kon²tanty, platí triviálny vz´ah neur£itosti ∆p∆P ≥ 0, lebo
stredná hodnota na pravej strane dala nulu v stave Ψ. Odvo¤te tu teraz
vz´ah neur£itosti ∆p∆P , ktorý bude netriviálny, pre £asticu v jednom roz-
mere v inom stave Ψ̃ s vlnovou funkciou Ψ̃(x) = Ã ( 1√

2
+ x

xQ
)e−x

2/2x2
Q .

Overte, ºe Ψ̃(x) je správne normovaná pre Ã = 1/
√√

π xQ. xQ je kladná
kon²tanta, typická d¨ºka pre danú sústavu, ktorej hodnota nie je dôleºitá pre
tento ná² príklad.
Mne vy²la pravá strana vz´ahu neur£itosti 1√

2
~
xQ

a neur£itos´ hybnosti ∆p =
~
xQ

. Samostatne overte tieto výsledky a vypo£ítajte neur£itos´ parity ∆P v uve-
denom stave. Je tu splnený vz´ah neur£itosti pre ∆p∆P? [2 body]


