Priklady na domacu tlohu z kvantovej teérie

Sada ¢.7
riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku predndsky 26.11.202)

1. Ehrenfestove vety pre JHO

(a) Napiste obe Ehrenfestove vety pre (potencial) jednoduchého harmonic-
kého oscilatora (JHO). Z jednej z nich vyjadrite p a dosadte do druhej, takze
dostanete jednu diferencialnu rovnicu druhého radu pre z(t). Aké rieSenie mé
tato rovnica? Dava zmysel?

(b) Napiste este raz obe Ehrenfestove vety pre (potencial) JHO. Z jednej z
nich vyjadrite T a dosadte do druhej, takZe dostanete jednu diferencidlnu
rovnicu pre p(t). Aké rieSenie ma tato rovnica? Dava zmysel? Porovnajte
rovnicu a jej rieSenie s analogiou pre T(t) z Casti (a).

(¢) Vlnové funkcie stacionarnych stavov JHO vychédzajia bud péarne alebo
neparne. Vyplyva to podobne ako pre konStantni potencidlovi jamu zo sy-
metrie V(z), resp. celeho H, a nasledne [H, P| = 0. (A teda H a P maju
spolo¢né vlastné funkcie.) Comu je potom rovna stredn& hodnota polohy a
stredn& hodnota hybnosti oscilatora v tychto stavoch? Aky je ich ¢asovy vy-
voj v staciondrnych stavoch? Ako pre stacionarny stav zosuladit tieto vaSe
odpovede a rieSenia pre T(t) a p(t) v ¢asti (a) a v Casti (b)? [2 body]

2. po castiach konstantnyj potencidl
Uvazujte potencial V(z) = 0 na intervale (—a, a) a pre |z| > b, kde 0 <
a < b. Na intervale (—b, —a) je V(z) = +Vj a na intervale (a, b) je V(z) =
—Vo, kde Vi > 0. Bez toho, aby ste nasli presné rieSenie bezcasovej SchR
odpovedzte na nasledujice otazky.

(a) Uréte, z akého intervalu mozu byt energie ¢astice v tomto potenciali.

(b) Moze mat Castica v tomto potenciéli viazany stav? Z akého intervalu je
vtedy jej energia?
A moze mat rozptylovy stav? Ak ano, ¢o sa da vtedy povedat o jej energii?

(¢) Nech st parametre jamy také, Ze existuje stacionarny stav s energiou
(i): E=Vy/2,
(i1): E = —V,/2. Nacrtnite odpovedajicu vlastni funkciu hamiltonianu, t.j.



vlnova funkciu ¢astice s touto energiou (jej realnu ¢ast) pre zafixovany ¢as,
napr. t = 0.

Dajte si zdlezat na sprdavnej vinovej dizke funkcii vo VdsSom ndértku a na
spravne; amplitude, ak budi vo VaSom obrdzku viaceré harmonické funkcie.

[2 body]

3. vtazané stavy v konecnej konstantnej potencidlovej jame

Uréte, z akého intervalu je hibka jamy, ktora bude mat presne §tyri viazané
stavy.

Ktoré z nich budi s parnou a ktoré s neparnou vlnovou funkciou?
Nacrtnite priebeh vSetkych tychto Styroch vinovych funkeii.

7 grafického rieSenia ¢o najpresnejSie Specifikujte intervaly, v ktorych sa na-
chadzaju energie odpovedajice uvazovnym viazanym stavom.

Co sa da odpovedat na otazku, ¢ s tieto vinové funkcie navzajom ortogo-
nalne, ak by ste mali svoju odpoved aj dokazat? [2 body]

4. viazané stavy v konecnej konstantnej potencidlovej jame

Uvazujte limitu, ked hibka kone¢nej konstantnej jamy ide do nekoneéna.
Ukazte, ze energetické hladiny sa vtedy v limite blizia k hladinam castice
na tsecke. Teda Ze pre nekone¢nt hibku jamy naozaj vychadza F — V =
(m2h%)/(2mL*)n? kde n € N a L = 2a.

KedZe stred konecénej jamy mal siradnicu x = 0 a stred nekonecnej jamy
Ju mal pre x = L/2, treba pozorne dat dokopy hladiny pdrnych a nepdrnych
riesent konecnej jamy a poukdzaf na zjednoduSenie vysledku v tvare E, =
E\n?, ak odcitavame energiu od dna jamy. [2 body]

5. presné riesenie pre konecnu konstantni jamu
Akej hlbky je jama s viazanym stavom s E = =V, /27 Uloha md vela riesent.

Moze to byt stav odpovedajici jedinému viazanému stavu ststavy?

Moze to byt stav odpovedajici neparnemu rieSeniu? [2 body]

6. viazané stavy v konecnej jame v jednom rozmere
Uvazujme elektron v konecnej jame girky 1071%m. Kolko viazanych stavov ma,
tento elektron, ak je hibka jamy (i) 1eV, (ii) 10eV? [2 body]



7.= A2. Zbierka str.47, tla¢. verzia. JHO, kvantovy vs. klasicky popis

Jednoduchy harmonicky oscilator (JHO), v Zelenej ucebnici oznacovany ako
“Linearny harmonicky oscilator”, je v zakladnom stave popisany vlnovou fun-
keiou W(z) = A e %/ kde konstanta zrg = /h/(mw) je typicky rozmer
tejto kvantovej ststavy a A je normovacia konstanta. Jeho energia je hiw/2.

Vypocitajte normovaciu konstantu A. Pomocny integrdl: fj;o e dy = VT

S akou pravdepodobnostou bude v tomto stave vychylka oscildtora z rovno-
vaznej polohy vicsia ako amplituda klasického oscilatora s rovnakou ener-
giou?

Pri numerickom odhade vyuzite vztah

1 /°° L
— | e dt=0.0787.
VT i

(V tlacenej Zbierke je tento pomocny integrdl uvedeny chybne. Na internete
by uz mal byt spravne.) [2 body]

8. (bonus priklad) operdtor v exponente
Operator O = e definujeme cez Taylorov rozvoj exponencialy.

Ukézte, ze operator T, = € je operdtorom posunutia (translacie), ktory
U(x) zobrazi na V(x4 a). [2 body]

9. (bonus priklad) operdtor v exponente
Urcte 2x2 maticu, ktord odpoveda operatoru
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Neskor sa dozvieme, Ze je to operator rotacie spinu okolo osi z o uhol Z. Tu
’ 2

je to zatial iba uprava matic a poucenie, Ze méa zmysel uvazovat v exponente

aj maticu. [2 body]



