Priklady na domacu tlohu z kvantovej teérie

Sada ¢.8

riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku cvicenia 29.11.202/

1. globdlne mazimum pravdepodobnosti vijskytu JHO

Uvazujme JHO. Na prednéaske sme povedali, ze |Vy(z)|* méa globalne maxi-
mum mimo x = 0, a teda vyzera opacne ako slovensky znak: stredny hrb je
nizsi ako krajné hrby. Dokazte toto tvrdenie.

Na riom sme potom postavili turdenie, Ze hrby funkcie Uy (x)|?, pre N > 1,
sa zvysSuju smerom prec od pociatku a teda oscildlor sa v excitovanych sta-
voch, predovsetkym tijch s N > 1 vyskytuje najpravdepodobnejsie na krajoch
intervalu, v ktorom vinovd funkcia osciluje. To je interval v premennej x, kde
plati E>V(x). V pripade zdujmu si mozte dobrovolne overit, Ze aj pre tyri
hrby funkcie |V3(x)|* odpovedaji mazimu jej vonkajsie hrby. [2 body]
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2. JHO a vztah neurcitosti pre staciondrne stavy

(a) Nakolko hamiltonian JHO komutuje s operatorom parity (vdaka symetrii
potencialu), vilnové funkcie stacionarnych stavov si parne alebo neparne. Co
z toho vyplyva pre stredné hodnoty T a p v tychto stavoch? MoéZeme bez
namahy povedat, ¢omu st rovné? Odpoved vysvetlite.

(b) Kedze potom ﬁ_: (Ax)? a_p_2 = (Ap)?, pre energiu stacionarneho stavu
plati B, = E, = 5= p> + 3mw? 2?2 = 5= (Ap)* + 3mw? (Az)?. Vynasobte tuto
rovnicu (jej prvy a posledny ¢len) so zlomkom % , vyrazy zjednoduste a na
pravej strane nahradte i, m a w konstantami =g a pg.

(¢) Dokazte pomocné tvrdenie, Ze vyraz % +7Y ma pre kladné Y minimum
pre Yary = 1.

(d) Na zaklade pomocného tvrdenia s +Y > 2 dokdzaného v (¢) pre Tubo-
volné Y > 0, ukdzte, ze musi platit
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sledok s vysledkom z ¢asti (b). Je mozné Specifikovat , Comu sa rovna siucin
Ax Ap pre niektory zo stacionérnych stavov? Ak ano, uréte bez pocitania
len na zaklade tohto prikladu, ¢omu sa vtedy rovna Az a ¢omu Ap. Patri
sa napisat aj, Comu sa rovnd ich sucin a okomentovat platnost vztahu neur-
Citosti.

(e) Dé sa tymto trikom urc¢it Az a Ap bez pocitania vo viacerych, pripadne
vSetkych stacionarnych stavoch? Odpoved netipujte, ale vysvetlite. Ak ano,
v ktorych? Ak nie, preco nie? [2 body]

3. kmity JHO v superpozicii staciondrnych stavov

(a) Napiste spravne normovant vlnova funkciu zakladného stavu Wo(x) a
prvého excitovaného stavu Wy (z).

MozZete ich opisat z minulosti, ale potrebujeme ich teraz aj so sprdvnym nor-
movanim.

(b) Graficky nacrtnite, ako tieto vinové funkcie vyzeraju a tiez hustotu prav-
depodobnosti vyskytu oscilatora na realnej osi v spominanych dvoch stavoch.

(¢) Aka je podla obrazka stredna hodnota merania polohy oscilatora v stave
Uy a akd v stave ¥y ? Odpoved zdovodnite.
Tieto stredné hodnoty oznacme ako maticové elemently xog a 11 .

(d) Vo, Ui, zo0 a x17 7z odpovedi na otézky (a) a (¢) mozeme chapat ako
qfo(l’,t), \Ill(x,t), Qfoo(t) a Jfll(t> v ¢aset = 0.

Aky je ich ¢asovy vyvoj pret > 07

Nacrtnite hustotu pravdepodobnosti vyskytu oscilatora na realnej osi v spo-
minanych dvoch stavoch v nejakom zvolenom neskorsom case.

Dochadza v stavoch ¥ a ¥; ku kmitom strednej polohy oscilatora? Da sa
vase pozorovanie zovSeobecnit na vSetky stacionarne stavy?

(e) Nech je JHO v ¢ase t = 0 v stave, ktory je superpoziciou vlastnych stavov
Uy a ¥y, kazdy s rovnakou pravdepodobnostou. NapiSte spradvne normovani
vlnovu funkciu oscilatora v ¢ase t = 0. Pre vicSiu prehladnost a vyniknutie
pointy, ktori sledujeme v tomto priklade, nedosadzujte konkrétne vyrazy za
Uy a Uy z casti (a).

Graficky nacrtnite, ako priblizne tato vlnova funkcia vyzera a tiez hustotu
pravdepodobnosti vyskytu oscilatora na realnej osi v tomto stave.

Je T vychylena mimo pociatku? Na ktora stranu?

(f) Napiste, ako sa vlnova funkcia JHO z ¢asti (e) vyvija v ¢ase t > 0 (nad’alej



nedosadzujte za ¥y a Wy, za energie v8ak dosad'te prislusny nasobok hw ),
a ...

(g) ... nalrtnite hustotu pravdepodobnosti vyskytu oscilatora na realnej osi
v ¢asoch t=7/w a t =27/w.
Je pre tieto ¢asy T vychylend mimo pociatku? Na ktora stranu?

(h) Vypocitajte strednt polohu x(t) oscilatora z ¢asti (f) pomocou nenulo-
vého maticového elementu o ako funkciu ¢asu. Explicitne dokazte, ze x(t)
kona harmonické kmity okolo pociatku s kruhovou frekvenciou w.

Nakoniec urc¢te zg; a z neho urcéte amplitidu kmitov JHO v tomto stave.

(i) Dostavame zhodu s Ehrenfestovymi vetami pre JHO? Dostéavame ekviva-
lentnt informaciu alebo sme tu odvodili aj nie¢o navyse, ¢o nemozno odvodit
z Ehrenfestovych viet?

(j) Ako kmita stredna poloha z(t) oscilatora, ktory je namiesto superpozicie
zékladného a prvého excitovaného stavu (vid otézka (h) ) v stave danom
superpoziciou zakladného a n-tého excitovaného stavu, n > 27

Svoju odpoved zdévodnite. Naozaj pocital tu viak netreba nic. [4 body]

4. JHO: amplitida kmitov Z(t)
V predchadzajicom priklade sme uvazovali kmity Z(t) v stave W(z, t) =

\/LE Uo(x, t) + \% Uy (x, t). Tento priklad nan nadvizuje.

(a) Uvazujte teraz vieobecnt superpoziciu V(z, t) = co Yo(z, t)+c; ¥y(x, 1),
kde |co|? + |e1]? = 1. Vypocitajte Z(t) a uréte komplexné konstanty cy a ¢
tak, aby bola amplitida kmitov Z(¢) maximalna.

(b) Uvazujte teraz o nieco vSeobecnejsiu superpoziciu V(z, t) = co Yo(z, t)+
c1Ui(z, t) + ca Uo(x, t), kde |co* + |c1]* + |eof* = 1. Opét (i) vypod&itajte
Z(t), (i) okomentujte, ¢i stale vychadzaji pre fiu harmonické kmity a (i)
ur¢te komplexné konstanty ¢y, ¢; a cp tak, aby bola amplitida kmitov Z(t)
maximalna.

Ndvod k casti (iii): uvdzte, ¢i moZno co, ¢ a cg prehldsit za redlne a potom
sa na hladanie extrému amplitidy ponika metdda lagranZovho multiplikdtora
pre vizbu ¢ + ¢ + 3 = 1. [2 body]

5. (bonus priklad) JHO: amplitida kmitov T(t) - vseobecny pripad
Zovseobecnime W(z, t) = > > ¢, U, (z, t), kde ¢, = |c,]e? st komplexné
¢isla splitajuce normovaciu podmienku.



(1) Vypocitajte T(t),

(11) okomentujte, ¢i pre fiu vychadzaju harmonické kmity a

(i) ur¢te ich amplitidu pomocou |¢,| a d,. Otestujte, & Vam sedia vysledky
prikladu 4.

Pozndmka: harmonické kmity T(t) v priklade 4. (a) nie si vinimocné, nakolko
by harmonické kmity vysl aj pre superpoziciu dvoch staciondrnych stavov
napr. castice na usecke, alebo v lubovolnej inej siustave s jedngm vijraznigm
globdlnym minimom potencidlu V(x).

Avsak v prikladoch 4.(b) a tund v priklade 5. by uZ pre iné sistavy nevysli
harmonické kmity. Teda aZ tu sa naplno prejavi, Ze nasou siustavou je jedno-
duchyj harmonicky oscildtor. [2 body]

6. (bonus priklad) vzfah neurcitosti pre zdkladny stav JHO
V priklade 2. bol navod, ako mézte bez pocitania urc¢it Az a Ap pre JHO
v zdkladnom stave. Overte teraz priamym vypoctom, Ze ich tam dostavame
spravne a 7e je naozaj splneny vztah neurcitosti, aj ked len-tak-tak.

[2 body]



