
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie

Sada £.8

rie²enia, prosím, odovzdajte do za£iatku cvi£enia 29.11.2024

1. globálne maximum pravdepodobnosti výskytu JHO
Uvaºujme JHO. Na predná²ke sme povedali, ºe |Ψ2(x)|2 má globálne maxi-
mum mimo x = 0, a teda vyzerá opa£ne ako slovenský znak: stredný hrb je
niº²í ako krajné hrby. Dokáºte toto tvrdenie.
Na ¬om sme potom postavili tvrdenie, ºe hrby funkcie |ΨN(x)|2, pre N ≫ 1,
sa zvy²ujú smerom pre£ od po£iatku a teda oscilátor sa v excitovaných sta-
voch, predov²etkým tých s N ≫ 1 vyskytuje najpravdepodobnej²ie na krajoch
intervalu, v ktorom vlnová funkcia osciluje. To je interval v premennej x, kde
platí E>V(x). V prípade záujmu si môºte dobrovo©ne overi´, ºe aj pre ²tyri
hrby funkcie |Ψ3(x)|2 odpovedajú maximu jej vonkaj²ie hrby. [2 body]

2. JHO a vz´ah neur£itosti pre stacionárne stavy
(a) Nako©ko hamiltonián JHO komutuje s operátorom parity (v¤aka symetrii
potenciálu), vlnové funkcie stacionárnych stavov sú párne alebo nepárne. �o
z toho vyplýva pre stredné hodnoty x a p v týchto stavoch? Môºeme bez
námahy poveda´, £omu sú rovné? Odpove¤ vysvetlite.

(b) Ke¤ºe potom x2 = (∆x)2 a p2 = (∆p)2, pre energiu stacionárneho stavu
platí En = En = 1
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sledok s výsledkom z £asti (b). Je moºné ²peci�kova´ , £omu sa rovná sú£in
∆x∆p pre niektorý zo stacionárnych stavov? Ak áno, ur£te bez po£ítania
len na základe tohto príkladu, £omu sa vtedy rovná ∆x a £omu ∆p . Patrí
sa napísa´ aj, £omu sa rovná ich sú£in a okomentova´ platnos´ vz´ahu neur-
£itosti.

(e) Dá sa týmto trikom ur£i´ ∆x a ∆p bez po£ítania vo viacerých, prípadne
v²etkých stacionárnych stavoch? Odpove¤ netipujte, ale vysvetlite. Ak áno,
v ktorých? Ak nie, pre£o nie? [2 body]

3. kmity JHO v superpozícii stacionárnych stavov
(a) Napí²te správne normovanú vlnovú funkciu základného stavu Ψ0(x) a
prvého excitovaného stavu Ψ1(x).
Môºete ich opísa´ z minulosti, ale potrebujeme ich teraz aj so správnym nor-
movaním.

(b) Gra�cky na£rtnite, ako tieto vlnové funkcie vyzerajú a tieº hustotu prav-
depodobnosti výskytu oscilátora na reálnej osi v spomínaných dvoch stavoch.

(c) Aká je pod©a obrázka stredná hodnota merania polohy oscilátora v stave
Ψ0 a aká v stave Ψ1 ? Odpove¤ zdôvodnite.
Tieto stredné hodnoty ozna£me ako maticové elementy x00 a x11 .

(d) Ψ0 , Ψ1 , x00 a x11 z odpovedí na otázky (a) a (c) môºeme chápa´ ako
Ψ0(x, t) , Ψ1(x, t) , x00(t) a x11(t) v £ase t = 0.
Aký je ich £asový vývoj pre t > 0 ?
Na£rtnite hustotu pravdepodobnosti výskytu oscilátora na reálnej osi v spo-
mínaných dvoch stavoch v nejakom zvolenom neskor²om £ase.
Dochádza v stavoch Ψ0 a Ψ1 ku kmitom strednej polohy oscilátora? Dá sa
va²e pozorovanie zov²eobecni´ na v²etky stacionárne stavy?

(e) Nech je JHO v £ase t = 0 v stave, ktorý je superpozíciou vlastných stavov
Ψ0 a Ψ1 , kaºdý s rovnakou pravdepodobnos´ou. Napí²te správne normovanú
vlnovú funkciu oscilátora v £ase t = 0 . Pre vä£²iu preh©adnos´ a vyniknutie
pointy, ktorú sledujeme v tomto príklade, nedosadzujte konkrétne výrazy za
Ψ0 a Ψ1 z £asti (a).
Gra�cky na£rtnite, ako pribliºne táto vlnová funkcia vyzerá a tieº hustotu
pravdepodobnosti výskytu oscilátora na reálnej osi v tomto stave.
Je x vychýlená mimo po£iatku? Na ktorú stranu?

(f) Napí²te, ako sa vlnová funkcia JHO z £asti (e) vyvíja v £ase t > 0 (na¤alej



nedosadzujte za Ψ0 a Ψ1 , za energie v²ak dosa¤te príslu²ný násobok ℏω ),
a . . .

(g) . . . na£rtnite hustotu pravdepodobnosti výskytu oscilátora na reálnej osi
v £asoch t = π/ω a t = 2π/ω .
Je pre tieto £asy x vychýlená mimo po£iatku? Na ktorú stranu?

(h) Vypo£ítajte strednú polohu x(t) oscilátora z £asti (f) pomocou nenulo-
vého maticového elementu x01 ako funkciu £asu. Explicitne dokáºte, ºe x(t)
koná harmonické kmity okolo po£iatku s kruhovou frekvenciou ω.
Nakoniec ur£te x01 a z neho ur£te amplitúdu kmitov JHO v tomto stave.

(i) Dostávame zhodu s Ehrenfestovými vetami pre JHO? Dostávame ekviva-
lentnú informáciu alebo sme tu odvodili aj nie£o navy²e, £o nemoºno odvodi´
z Ehrenfestových viet?

(j) Ako kmitá stredná poloha x(t) oscilátora, ktorý je namiesto superpozície
základného a prvého excitovaného stavu (vi¤ otázka (h) ) v stave danom
superpozíciou základného a n-tého excitovaného stavu, n ≥ 2 ?
Svoju odpove¤ zdôvodnite. Naozaj po£íta´ tu v²ak netreba ni£. [4 body]

4. JHO: amplitúda kmitov x(t)
V predchádzajúcom príklade sme uvaºovali kmity x(t) v stave Ψ(x, t) =
1√
2
Ψ0(x, t) +

1√
2
Ψ1(x, t). Tento príklad na¬ nadväzuje.

(a) Uvaºujte teraz v²eobecnú superpozíciu Ψ(x, t) = c0Ψ0(x, t)+c1Ψ1(x, t) ,
kde |c0|2 + |c1|2 = 1. Vypo£ítajte x(t) a ur£te komplexné kon²tanty c0 a c1
tak, aby bola amplitúda kmitov x(t) maximálna.

(b) Uvaºujte teraz o nie£o v²eobecnej²iu superpozíciu Ψ(x, t) = c0Ψ0(x, t)+
c1Ψ1(x, t) + c2Ψ2(x, t) , kde |c0|2 + |c1|2 + |c2|2 = 1. Opä´ (i) vypo£ítajte
x(t), (ii) okomentujte, £i stále vychádzajú pre ¬u harmonické kmity a (iii)
ur£te komplexné kon²tanty c0, c1 a c2 tak, aby bola amplitúda kmitov x(t)
maximálna.
Návod k £asti (iii): uváºte, £i moºno c0, c1 a c2 prehlási´ za reálne a potom
sa na h©adanie extrému amplitúdy ponúka metóda lagranºovho multiplikátora
pre väzbu c20 + c21 + c22 = 1. [2 body]

5. (bonus príklad) JHO: amplitúda kmitov x(t) - v²eobecný prípad
Zov²eobecnime Ψ(x, t) =

∑∞
n=0 cnΨn(x, t), kde cn = |cn|eiδn sú komplexné

£ísla sp¨¬ajúce normovaciu podmienku.



(i) Vypo£ítajte x(t),
(ii) okomentujte, £i pre ¬u vychádzajú harmonické kmity a
(iii) ur£te ich amplitúdu pomocou |cn| a δn. Otestujte, £i Vám sedia výsledky
príkladu 4.

Poznámka: harmonické kmity x(t) v príklade 4.(a) nie sú výnimo£né, nako©ko
by harmonické kmity vy²li aj pre superpozíciu dvoch stacionárnych stavov
napr. £astice na úse£ke, alebo v ©ubovolnej inej sústave s jedným výrazným
globálnym minimom potenciálu V(x).
Av²ak v príkladoch 4.(b) a tuná v príklade 5. by uº pre iné sústavy nevy²li
harmonické kmity. Teda aº tu sa naplno prejaví, ºe na²ou sústavou je jedno-
duchý harmonický oscilátor. [2 body]

6. (bonus príklad) vz´ah neur£itosti pre základný stav JHO
V príklade 2. bol návod, ako môºte bez po£ítania ur£i´ ∆x a ∆p pre JHO
v základnom stave. Overte teraz priamym výpo£tom, ºe ich tam dostávame
správne a ºe je naozaj splnený vz´ah neur£itosti, aj ke¤ len-tak-tak.

[2 body]


