Priklady na cvicenie z kvantovej teorie 1

1. Relativita.

Tento semester sa budeme spolu ucit kvantova mechaniku. Je doélezité mat
cely Cas na paméti, ze to je nerelativistickd teéria. Niekedy v letnom semes-
tri sa ukdze potrebné pridat aj relativistické korekcie. Treba teda zakladné

porozumenie, kedy je castica relativisticka a kedy nie. Pomdze k tomu tento
priklad.

(a) Nagrtnite si pravouhly trojuholnik s odvesnami v horizontédlnom a verti-
kalnom smere rddovo rovnakej dlzky. Uvazujme volni ¢asticu s hmotnostou
m a hybnostou p. Nech odteraz jedna odvesna véasho trojuholnika, povedzme
horizontalna, odpoved4 velicine mc? a druha odvesna (vertikalna) odpoveda
veli¢ine pc. Napiste Pytagorovu vetu pre tento trojuholnik. Akej fyzikalnej
veli¢ine je rovna prepona trojuholnika na zaklade Pytagorovej vety?

(b) Nacrtnite teraz opat pravouhly trojuholnik, s povodnou horizontalnou
odvesnou nezmenenou mc? a s vertikdlnou odvesnou pc scvrknutou skoro az
na nulu. Akej fyzikélnej situacii to odpoveda? Je ¢astica s takouto hybnostou
nerelativisticka alebo ultrarelativisticka?

Co tu mozno z obréazka tvrdif pre energiu? Inymi slovami, omu sa priblizne
rovna energia takejto ¢astice v porovnani s mc? a pc?

KedZe hybnost ¢astice je stale nenulova, hoci malicka vo&i mc?, ako zavisi
energia (E — mc?) od hybnosti v uvazovanom pripade pc < mc*? Tdto
zdavislost sa nedd vycitat z obrdzka. Je to o nieco taZsia otdzka ako tie pred-
chddzajice, zvldst, ak by ste mali odpoved odvodit. Viete ju odvodit?

Ako bezne volame veli¢inu (E — mc?) ?

(c¢) Opacné limita ako v (b): v trojuholniku teraz zvicsite povodni vertikalnu
odvesnu pe > mc?, ponechajic horizontalnu odvesnu mc? poévodnej dlzky.
Akej fyzikalnej situécii to odpoveda? Je takato ¢astica nerelativistickd alebo
ultrarelativisticka?

Co tu mo7no z obrazka tvrdit pre energiu?

Ako je este vyznamné, ¢i je ¢astica hmotna alebo nehmotna? Ak md hmotnd
castica tak velki energiu, Ze jej hmotnost sa stala bezvijznamnou a moZno ju
zanedbat, casticu voldme ultrarelativistickou. Jej kinematika (opis pohybu) sa
stdva rovnakd ako kinematika fotonu, castice svetla s nulovou hmotnostou.
Napriklad ryjchlost ultrarelativistickej castice je uZ prakticky rovnd c.

2. Relativita - pokracovanie

(a) Kolko je mc? pre elektron?
Kol'ko je mc? pre proton?
Kolko je mc? pre a Gasticu? Co je « castica?
Stacia tu odpovede s presnostou do 10%.



(b) Je alebo nie je relativistickd « ¢astica z Rutherfordovho experimentu, pri
ktorom Rutherford objavil/odvodil, ze v atéme je tvrdé jadro? V odpovedi
zvdzte, Ze Ruherford mal ako zdroj o castic len nejaki prirodzene rddioak-
tivnu horninu, napr. mozZno smolinec z Jachymova.

(c) Je alebo nie je elektron viazany v atéme vodika relativisticky?

(d) LHC urychluje protény na maximalnu energiu 6.8 TeV. “T” je skratka
pre “tera” a rovna sa tisic Giga, resp. TeV= 102 eV. St tieto protény nerela-
tivistické, relativistické alebo ultrarelativistické?

Svoje odpovede zddévodnite.

Doélezita pozndmka: V minulosti ste sa naucili, Ze ¢i je castica relativis-
tickd, urcime porovnanim jej rijchlosti s rychlostou svetla. To je spravne, ale
v kvantovom svete mdame problém hovorit o rijchlosti castice, kedzZe princip
neurcitosti nedovoli merat presne polohu a hybnost. V kvantovom svete sa
velmi zide to, ¢o sme sa prdave naudcili: urcovat, ¢i je castica relativistickd z
jej energie, pripadne z jej hybnosti porovnanim s mc?.

3. Relativita - pokracovanie

(a) Elektron urychlime z pokoja potencialovym rozdielom

(i) 1V (Volt),

(i) 1kV= 1000V,

(#i) 1MV= 1000 kV.

Bez velkého pocitania rozhodnite, ¢i je elektron po prechode cez zadany
potencialovy rozdiel relativisticky, pripadne ultrarelativisticky.

(b) Aka je v kazdom z tychto pripadov jeho kinetickd energia po urychleni
zadanym potencidlom?

(c) Aké je v kazdom z tychto pripadov jeho celkova energia?

Vratte sa k prvému prikladu s pravouhlymi trojuholnikmi a rozhodnite, ktory
z nacrtnutych trojuholnikov odpoveda elektronu po prechode cez jednotlivé
potencialové rozdiely.

4. Relativita - pokracovanie

(a) Stojaci nehybny protén urychlime rovnakym potencidlovym rozdielom
ako predtym elektron:

(i) 1V (Volt),

(i7) 1kV= 1000V,



(i4i) 1 MV=1000kV.
Bez velkého pocitania rozhodnite, ¢ je protén po prechode cez zadany po-
tenciadlovy rozdiel relativisticky, pripadne ultrarelativisticky:.

(b) Od zhruba akého potencialového rozdielu bude potrebné povazovat urych-
leny protén za relativisticku ¢asticu? Asi aky dlhy tunel na to treba, ak sa
proton pohybuje po priamke a prierazné napétie vzduchu ¢i vo vakuu je cca
IMV/m?

Poznamenajme, Ze urychlujice elektrické pole generované ako mazimum pulz-
nej elmag viny dosahuge dnes hodnoty 60 MV /m. Sofistikované linedrne urijch-
lovace teda nie su limitované vyssie uvedenou hodnotou statického prierazné-
ho napdtia a si / mohli by byt kratsie, ako by sme si mohli naivne mysliet.

5. fundamentdlne konstanty

K fundamentélnym rozmernym konstantam nasho sveta patria h = 1.054571800 x
10734 Js= 6.582119514 x 107 1% eV's, ¢ = 2.99792458 x 108 m /s a k = 6.67408 x
10—11m3kg~'s~2. Ich hodnoty Specifikuji nas svet spomedzi inych moznych
svetov.

(a) Overte za pomoci kalkulacky (vynimoc¢ne), ze s velkou presnostou plati
rovnost Ac = 2000eV 10~ %m, kde 107 m je jeden angstrom. Akej nepres-
nosti sa doptustame pouzivanim tejto hodnoty?

(b) Podobne napiste vztah pre konstantu jemnej Struktiry « pomocou za-
kladnych konstant a vypocitajte jej presnu hodnotu.
Akej nepresnosti sa doptustame pouzitim zaokrihlenej hodnoty 1/(cele cislo) ?

6. typicky rozmer atomu

(a) Pouzite hodnotu hc¢ a hodnotu « pri vypocte velic¢iny #/(meca), ktora
vychadza ako radovy odhad pre typicky rozmer atému raron.

Urobte to bez kalkulacky. Zacnite nasobenim Ccitatela aj menovatela kon-
Stantou c.

(b) KedZe je tato veli¢ina vyznamna, méa aj osobitné meno. Viete si spomentt,
ako sa vola?

(c¢) Overte, ze veli¢ina h/(m.ca) naozaj vychadza v SI sustave v jednotkach
dlzky, teda v metroch.



7. typickd vazbovd energia atomu

Tento priklad nadvézuje na predchadzajuci:

(a) Spomeite si alebo opiste vztah z prednasky, ¢omu vychédza rovné ty-
pickd energia atomu Esrop. Vypocitajte v jednotkadch eV, ¢omu sa rovné
vychadzajic z hodnoty m.c?. Na delenie so 137% sa teraz zide kalkulacka.

(b) Okomentujte, ¢i je v poriadku, Ze Farop vychadza zaporna.

(¢) Zhodou okolnosti toto je presne aj energia zékladného stavu elektronu v
atome vodika. Ak4 je energia prvého excitovaného stavu elektronu? Aka je
excitacna energia potrebna na preskok elektréonu medzi tymito hladinami?
Tito hodnotu sme v rijchlosti wviedli na predndske pri opise Franckovho-
Hertzovho experimentu z roku 1914.

8. typickd vzdialenost v nasom svete z rozmerovej analyzy

Na zaciatku prikladu 5. sme uviedli numerické hodnoty v SI stistave troch
fundamentalnych konstant nasho sveta. Urcte na zéklade rozmerovej ana-
lyzy, aky z nich vychadza typicky rozmer (vzdialenost) v nasom svete a aka
vychadza typickd energia nasho sveta.

Dostévate zhodu s rarom a Earoum ?

Ak nie, ¢o je zdrojom velkého rozdielu?

To, co ste tu vypocitali su Planckova vzdialenost a Planckova energia.

9. rozmerovd analyjza este raz

Vysledky pre Earon a rarouy nie si v rozpore s vysledkami z rozmerovej
analyzy pomocou konstant A, ¢ a m.. Dokézte toto tvrdenie tym, ze tuto
analyzu tu odvodite: vychadzajic zo vztahov Earon = h*cYm? a podobne
pre raron Vypocitate (a nie uhddnete) mocniny z, y a z.

Vsimnite si, Ze z rozmerovej analyzy vSak nie je mozné odvodit, akym sposo-
bom vystupuje vo vysledkoch bezrozmerné konstanta «, ktoré tzko suvisi s
coulombovskym pritahovanim elektronu k jadru. KedZe « nie je radovo 1 (a
vynechanie coulombovskej interakcie pri odhade Earon a raron je divné),
rozmerové analyza vychéadzajiaca iba z konstant h, ¢ a m, nedava spolah-
livé radové odhady pre energiu a rozmer atéomu. Inym dévodom, preco ich
nedéva, je, ze sme do rozmerovej analyzy zapojili konstantu ¢, ¢o nie je v su-
lade so zdravym sedliackym rozumom pre nerelativistick teériu. Rozmerova
analyza da spolahlivé odhady, ak sa namiesto ¢ uvazuje ina konstanta, napr.
e?/(4rmep). V pripade dostatku ¢asu ju zopakujte s touto zamenou.



