Priklady na cvic¢enie z kvantovej teorie

1. volnd castica, zdkladné veci na pripomenutie a lepSie zapamdtanie

(a) Volnd castica je po Castici na tsecke druhy jednoduchy kvantovy sys-
tém, na ktorom sa chceme poucit o vlastnostiach vlnovych funkcii. Uvazujme
volnu ¢asticu v jednom rozmere s hybnostou p, resp. s k = p/h. Napiste
(skuste spamdati) vinova funkciu tejto volnej ¢astice spravne normovani na
delta funkciu ako funkciu x a t.

(b) Kde je tato Castica lokalizovand v priestore?

Co by ste odpovedali na otazku, ¢i je to este stale castica?

Co vychadza pre stredni hodnotu jej polohy Z, kvadratu jej polohy 22 a
stredni kvadraticka odchylku polohy Az ?

Je pre takuto volnu ¢asticu splneny princip neurcitosti?

(c) Menej dolezitd pozndmka k normovaniu: Ak sa rozhodneme pre normo-
vanie na delta funkciu, vlnova funkciu moézeme normovat bud podmienkou
70 i)W (x) de = 6(k — k') alebo podmienkou [ W*(x)W,(x)dr =
4] (p D ) Tleto dve alternativy nie st totozné. Urcte normovaciu konstantu v
kazdom z tychto pripadov. Treba k tomu integrdlne vyjadrenie delta funkcie.

2. volnd castica - dulSie zdkladné veci

(a) V predchadzajucej odpovedi ste si pripomenuli vinovia funkciu volnej
Castice s hybnostou p. Ako zavisi na ¢ase hustota pravdepodobnosti vyskytu
takejto castice?

Mozno povedat, Ze sa Castica premiestiiuje? Pohybuje sa niekam jej pravde-
podobnostny oblak,... a je tu vobec nejaky oblak?

(b) Pripomeiite si, ¢omu sa méa podla prednasky (je to poZi¢ané z budicnosti)
rovnat parameter E v exponente W, (z, t).

Ako by ste odpovedali na otéazku, ¢o je to "m"vo vyraze pre E?

Ak md byt m hmotnost castice vypliiajicej rovnomerne cely priestor, ako to,
zZe m je konecnd? Nemala by byt nekonecno?

(c) Je treba rozumiet, ze VU,(x, t) s exponentom i(px — Et)/h je rovinna
vlna pohybujica sa v kladnom smere osi x . Cize s fazou, ktora sa pohybuje
v smere z+. Viete to dokazat?

Neskor ukdzeme, Ze tdto vinovd funkcia odpovedd kvantovému stavu s hyb-
nostou p, ktord ako vektor p’ md smer x+.

Ako napisat vlnova funkciu popisujucu kvantovy stav s hybnostou p v opac-
nom smere?

(d) Ktord z vin Uy(x, y, z, t) = @B/ o Up(x, y, 2, t) = Pr+EO/D
odpovedéa rozbiehavej a ktora zbiehavej sférickej vine? Odpoved vysvetlite.
Popisuju tieto vinové funkcie - ignorujtiic normovanie - kvantovy stav castice
s hybnostou p? Ak ano, aky vektor p to je? Ak nie, preco nie?



3. volnd castica s hybnostou P v troch rozmeroch

(a) Teraz uvazujme volnu Casticu s hybnostou p’ opisani vlnovou funkciou
U(7, t) v troch rozmeroch. Vlnovu funkciu sme uviedli na prednaske. Pripo-
mefite si ju aj so spravnym normovanim (na delta funkciu).

Aj tu by mal vystupovat parameter E. Comu je rovny v trojrozmernom
pripade?

(b) Aky geometricky utvar tvoria vlnoplochy W7, t)?
Ako sa (na zaklade tvaru vinoplochy) vola takato vina?

(¢) Ako vyzera normovacia podmienka (na "delta funkciu") pre W;(7, t) 7

(d) Co sa na U5(7, t) zmeni, ak ju normujeme na kone¢ny objem L? namiesto
na delta funkciu?

Navrhnite periodické okrajové podmienky v analégii s jednorozmernym pri-
padom, ktory bol na prednaske.

(e) Co je de Broglieho vlnova dizka volnej ¢astice popisanej vlnovou funkciou
W7, t)?

4. volnd castica v troch rozmeroch

(a) Co by ste povedali na otazku, akt hybnost nameriame ¢astici popisanej
vlnovou funkciou ¥(7, t) = \%\Ifﬁl (7, t) + \/Lﬁ\lfﬁ2 (7, )7

Ndvod: spomente si na viysledok merania energie pre casticu na usecke, kde

castica bola v superpozicii stavov s roznymi energiami.

(b) Comu je rovné Ap, Ap, a Ap, pre neurcitosti merania zloziek hybnosti
Castice z (a).

(¢) Navrhnite vlnova funkciu stavu volnej ¢astice, ktorej pri merani hybnosti
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nameriame hybnosti p; a p> s pravdepodobnostami ; a .

5. matematickd vsuvka: delta funkcia

Urcte, ¢omu su rovné integraly s delta funkciou v podintegréalnej funkcii:
(a)
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(d)
/j—mzé(z) dz, /j—oozts(zQ)da:, /7+<>c 6(12)dz,
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6. Volna castica s vlnovou funkciou normovanou na kone¢ny (obrovsky) in-
terval dizky L a periodickymi okrajovymi podmienkami je vo vieobecnosti
v Case t = 0 popisand vlnovym balikom ) ¢, ¥, , kde stav s ostrou hod-
notou hybnosti ¥, = ePne/h/ V'L . Hybnost je diskrétna (nie spojita), aby

splhala periodické okrajové podmienky: p, = Q%hn, n € Z .V tomto priklade
uvazujme, ze tento balik sa redukuje na

U(z) = % (2%1 etar/h 4 ¢ emiaa/h),
kde hybnost ¢ > 0 je nejakym velkym celoéiselnym nasobkom @ (ide tu

opat len o splnenie periodickiych okr. podmienok, zdroven to zarucuje ortogo-
ndlnost rovinngch vin, z ktorgch sa skladd nasa superpozicia).

(a) Urcte vietky mozné hodnoty ¢ pre spravne normovant W(zx).

(b) Aka je pravdepodobnost, Ze pri merani hybnosti v stave W nameriame
hybnost ¢, hybnost —g, hybnost 2¢, hybnost s absolatnou hodnotou
rovnou ¢ ?

(c) AKa je stredna hodnota hybnosti castice v stave W ?

(d) Aké je neurcitost hybnosti Ap ¢astice v stave W7

(e) Co by ste odpovedali na otézku, aka je hybnost Castice v stave W ?

(f) Aké energie moZzno namerat v stave ¥ a s akou pravdepodobnostou?
Co by ste odpovedali na otédzku, aka je energia Castice v stave W7

(g9) Castici v stave ¥ sme namerali hybnost ¢.

Na tejto istej ¢astici budeme potom merat hybnost aj druhykrat.
S akou pravdepodobnostou aku hybnost nameriame?

(h) Nech U(z) = ¥(z,t = 0). Napiste ¥(x,t) pre t > 0.

Zmenia sa v neskorSom Case odpovede na niektoré z otazok (b)-(g)?

(i) Zavisi niektora z odpovedi na velkosti intervalu L ? Preco nie?

7. volnd castica, vinovy balik
(a) Na prednaske sme predviedli péat prikladov vinového balika. Z toho pruy,
c1(k) = 6(k — ko) a posledny, cs(k) = konst. su trividlne. Pripomeite si



tychto pét prikladov a pod sebou urobte pat nacrtkov ¢1(k), ca(k), ... az cs5(k)
definujucich baliky $tudované na prednéaske. Vedla tychto nacrtkov potom
nac¢rtnite grafy im odpovedajucich vinovych funkeii (ich redlnych ¢asti).

(b) Nacrtnite priebeh funkcie

ce(k) = konst. —————.
14 Gl

Ak cg(k) definuje vinovy balik, ako bude vyzerat W(x) opisujica stav ¢astice?
Opét nacrtnite jej redlnu cast.
(c¢) Aky integral treba spocitat pri presnom uréeni vlnovej funkcie tohto

Siesteho balika? Integrdl staci napisat. Ak to viete a mdte dostatok casu, vy-
pocitagte ho. Napr. prechodom do komplexnej roviny v premennej k.

(d) Pre Ak > 0 plati

/ — Rk = nAke Akl

k2
~ L+ e

Na zéaklade znalosti tohto integralu zopakujte nacrtok z casti (b).

(e) Preco je cg(k) menej vhodna na opis ¢astice ako c4(k)?
Pripomenime, Ze c4(k) opisovala gaussovsky balik.

8. volnd castica, vinovy balik
(a) Studovali sme teda uz Sest prikladov vlnovych balikov v ¢ase t = 0.
Ktoré z nich odpovedajui stacionarnym stavom?

(b) Ako sa lisia nacrtky imaginarnej ¢asti W(z), ktoré sme nekreslili, od
znamych nacrtkov redlnej casti W(x)?

(c) Aka je v jednotlivych pripadoch stredné hodnota polohy ¢astice?

(d) Nie je to podozrivé, Ze po kazdé je odpovedou nula?
Ako doplnit / zmenit Sest znamych funkeii ¢;(k), aby vysla stredna hodnota
polohy ¢astice rovnéa vSeobecnej hodnote xy namiesto nuly?



