Priklady na cvic¢enie z kvantovej teorie

1. Schridingerova rovnica (skrdtene SchR)

(a) Samostatne napiste ¢asovii SchR pre jednorozmerny pripad, podla moz-
nosti spamati. A podla mozZnosti s rozpisanou pravou stranou, kde je célen s
deriwdciou a ¢len s potencidlnou energiou, ako sme ju napisali na predndske.

(b) Plati pre vSetky vlnové funkcie?

(c) Napiste bez¢asovi SchR, podla moznosti spaméti. Tu sa uZ typicky pise
H, na predndske sme pri jej odvodeni este nemali operdtor H zavedeny, tak
bola na tabuli s rozpisanou lavou stranou.

(d) Plati aj bez¢asova SchR pre v8etky vlnové funkcie? Odpoved vysvetlite.
Ako sa volaju stavy, pre ktoré plati bezcasova SchR?

2. SchR

Uvazujme Casticu viazand na tsecke a jednorozmerny svet rovny celej redlnej
osi. Co je v tomto pripade potencialom V(z) v SchR?

Mimochodom, potencidl v SchR v kvantovej mechanike znamend potencidlnu
energiu, a nie potencidl nejakého pola, napr. elektrického.

Uvazujme elektron viazany v atéome vodika v trojrozmernom priestore. Co je
v tomto pripade potencidlom V(7) v SchR?

Uvazujme jednoduchy harmonicky oscilator v jednom rozmere. Co je v tomto
pripade potencidlom V(x) v SchR?

3. detaily bezcasovej SchR pre casticu na usecke

Uvazujme Casticu viazanu na tsecke < 0, L > v stave popisanom vlnovou
funkciou W, (z) (na tsecke) a jednorozmerny svet rovny celej reédlnej osi.
Comu je rovna vlnova funkcia mimo tsecky? Co by ste povedali na otazku,
¢i bezcasova SchR plati mimo tsecky?

Na predndske sme povedali, Ze bezcasovii SchR nespliia kazdd vinovd funkcia,
ale len takd, ktord je separovatelnd na sicin W(x)O(t), a ak to je mozné a takd
funkcia existuje, potom jej casovd zdvislost O(t) musi byt rovnd e /" kde
E je zatial neurcend konstanta, ktord bude urcend aZ rovnicou pre priestorovi
cast W (x).

V krajnych bodoch tusecky je zjavne potencial nespojity. Nemeni sa vSak
o koneény skok, ale o nekonecne velku hodnotu. Dalo by sa povedat, Ze
tento nekonec¢ny skok je akoby vykrateny v bezcasovej SchR nekone¢nom s
opa¢nym znamienkom z nejakého iného ¢lena?

Sistredme sa na clen s druhou derivdciou a poloZme si otdzky: Je vinovd
funkcia v krajnyjch bodoch tsecky spojita? Je tam aj jej prvd derivdcia spojitd?
A ak je prvd derivdcia nespojitd s konecngm skokom, co mozno povedat o



(ne)spojitosti druhej derivdacie v tychto bodoch?

Pre (ne)spojitost napr. v nule wvazujme rozdiel funkéngjch hodnét v bode x =
0— = —¢ a v bode x = 0+ = +¢. Podobne na druhom konci usecky v bodoch
r=L—-=L—-—cax=L+=L+e.

Po dumani o svete mimo tsecky a o jej krajnych bodoch, dokdzte na zaver
to najdolezitejsie: ze bezcasova SchR plati vo vnitri dsecky.

Sucastou dokazu je to, Ze ona vlastne neplati pre [ubovolnu konstantu FE,
ale na to, aby platila, musi byt konstanta F nastavenéd na jednu konkrétnu
hodnotu. Aka?

4. bezcasovd Schr v dvoch rozmeroch a castica viazand vo Stvorci o strane L
Na prednaske bolo pozicané z budicnosti, ze vlnova funkcia stacionarneho
stavu pre body vo vnitri §tvorca z € (0,L) ay € (0, L) jerovna U, ,(z, y) =
Asin 7% sin 7 kde A je normovacia konstanta a m, n st celé kladné cisla.
Dokéazte teraz, Ze naozaj takyto stcin sinusov vo stvorci vyhovuje bezcasovej
SchR. Poznamenajme, Ze zdroven tie sinusy urobia nulu na krajoch Stvorca, a
preto U, (2, y) je naozaj hladangm riesenim s okrajovou podmienkou "nula
na kragi".

Je konstanta E v bez¢asovej SchR Tubovolné &islo, alebo musi byt nastavena
na nejaka konkrétnu hodnotu, aby bola bez¢asova SchR splnena?

5. bezcasovd Schr a zdkladny stav elektronu v atome vodika

Spomente si na vinova funkciu zédkladného stavu elektronu v atome vodika
a dokazte, ze naozaj vyhovuje bezcasovej SchR.

Svet je tu teraz trojrozmerny a ma sféricku symetriu. Takze druhé derivacie
v H predstavuju laplasian, a ten je tu uzitoéné vyjadrit vo sférickych pre-
mennych: A = 92 4 07 + 07 = 50, 1°0, + derivcie poda uhlov.

Opét by ste mali dostat, ze bezcasova SchR je splnené, ale len za podmienky,
7e E je rovna jednej konkrétnej hodnote. Akej?

6. hermitovsky operdtor
Napiste spaméti definiciu hermitovského operatora.

7. hermitovsky operdtor
Spomefite si najprv na priklady operatorov zo véerajsej prednasky a ako sme



starostlivo rozhodovali, ktoré su hermitovské. Teraz preverte, ¢i s hermitov-
ské nasledujtce operatory:

(a) operator p, = 29, (operator derivicie nasobeny imagindrnym ¢fslom
h/i = —ih),

(b) operator 92 = L (operdtor druhej derivacie),

(c) operator 92 = jig, (operétor tretej derivécie),

(d) operator H = —%éﬁ (operétor energie volnej ¢astice),
(e) operator momentu hybnosti L, (jeho z-ové zlozka): L, = TPy — YD,
(f) operator P (operator parity): PU(z) = ¥(—x).

8. zdkladné vlastnosti hermitovského operdtora

Nech A a B st hermitovskeé operéatory.

Rozhodnite, ¢i st hermitovské aj nasledujtice operatory:

(a) operator C' = A + B (stcet operatorov)

(b) operator C' = A B (stéin operatorov)

(¢) operator C' = AB + B A (antikomutator herm. operatorov)
(d) operdtor C'= AB — BA (komutétor herm. operétorov)
(e) operator C' = A2 (druh4 mocnina hermitovského operatora)
(f) operator C' = A" (n-t4 mocnina hermitovského operatora)

9. zdakladné vlastnosti hermitovského operdtora

Na zéklade predchadzajtcich otazok rozhodnite bez testovania pomocou de-
finicie, ¢i je isté, ze st hermitovské nasledujtce operatory:

(a) operator 9 = (0?)? (operator stvrtej derivicie ako druhd mocnina uz
prevereného operatora druhej derivacie),

(b) operator H= —%Gi + V(z) (operator celkovej energie pre Casticu s po-
tencidlnou energiou V(x)),

(c) operator &p, (sacin hermitovskych operatorov suradnice a hybnosti)
(d) operdtor ip, —p,& (komutdtor operdtorov siradnice a hybnosti),

(e) operétor celkového momentu hybnosti L? (jeho druhé mocnina): L? =

Ly + Ly + L2 = (= — 2p,)” + (2 — @p2)* + (@B, — 952)"



