
Príklady na cvi£enie z kvantovej teórie

0. JHO - úvodné veci
�omu je rovná typická d¨ºka xQ a typická hybnos´ pQ pre kvantový JHO?
�omu je rovný sú£in xQpQ ?
�omu je rovná bezrozmerná súradnica ξ ?
�omu je rovná bezrozmerná energia ε ?

1. vlnové funkcie JHO
Pripome¬te si (napí²te) rekurentný vz´ah pre koe�cienty ak, ktoré sme za-
viedli na predná²ke v mocninnom rade v(ξ) =

∑
akξ

k.

Rad v(ξ) sme usekli a urobili z neho polynóm, aby sme nedostali v(ξ) asymp-
toticky pripomínajúce funkciu eξ

2
, a tým pádom by sme stratili pravdepo-

dobnostnú interpretáciu vlnovej funkcie Ψ(ξ) = v(ξ) e−ξ2/2, ktorá by prestala
by´ kvadraticky integrovate©ná.

Usekávame výberom 2ε = 2N + 1. Následne dostávame EN = (N + 1
2
)ℏω a

k nej odpovedajúcu vlastnú funkciu ΨN(x), pre N = 0, 1, 2, . . . .

Na predná²ke sme - aº na normovaciu kon²tantu - odvodili Ψ0(x), Ψ1(x) a
Ψ2(x).

(a) Pouºitím pomocných integrálov overte, ºe tieto funkcie sú na seba na-
vzájom ortogonálne. Musia by´, lebo odpovedajú rôznym vlastným hodnotám.

(b) Odvo¤te - aº na normovaciu kon²tantu - Ψ3(x) a Ψ4(x) a na£rtnite tieto
vlnové funkcie, spolu s odpovedajúcimi hustotami pravdepodobnosti výskytu
JHO. Nezabudnite na to, ºe Hermitove polynómy (Hermitove aº na kon-
²tantu, resp.funkciu v(ξ)) dostávame v premennej x

xQ
a nie v premennej x.

(c) Pouºitím pomocných integrálov overte, ºe Ψ4(x) je ortogonálna na Ψ0(x)
a Ψ2(x).

(d) Podobne s pouºitím pomocných integrálov overte, ºeΨ3(x) je ortogonálna
na Ψ1(x).

Pomocné integrály:
∫∞
−∞ e−x2

dx =
√
π,

∫∞
−∞ x2 e−x2

dx = 1
2

√
π,

∫∞
−∞ x4 e−x2

dx =
3
2

1
2

√
π,

∫∞
−∞ x6 e−x2

dx = 5
2

3
2

1
2

√
π, at¤.

2. operátory â a â†

Ako sme de�novali operátory â a â†?
Sú hermitovské? Je hermitovský operátor â†â ?
Aký komuta£ný vz´ah platí medzi nimi? (dokázaný na predná²ke)

Ukáºte, ºe operátor (â†â+ 1
2
)ℏω je rovný hamiltoniánu.



3. základný stav
Na poslednej predná²ke, ktorá bola venovaná úvodu do v²eobecného (Dira-
covho) formalizmu, sme sa dostali k základnému stavu JHO ako k stavu |Ψ0⟩,
pre ktorý platí â |Ψ0⟩ = 0.
Ukáºte, ºe tento vz´ah je naozaj splnený v reprezentácii JHO vlnovými fun-
kciami, teda ºe platí âΨ0(x) = 0, kde Ψ0(x) je gauss odvodený na predná²ke
a â je pripomenutý v predchádzajúcom príklade.

Poznámka: â sme zade�novali ako operátor pôsobiaci na vlnové funkcie. Vo
vz´ahu â |Ψ0⟩ v²ak pôsobí â na stav, teda uº nie na vlnovú funkciu. Je to
teraz operátor pôsobiaci vo v²eobecnom vektorovom priestore "zobákových"
ket stavov a nie vlnových funkcií. Budeme hovori´, ºe jeho prvotná de�nícia
je jeho súradnicovou reprezentáciou, resp. (£o je to isté) ºe sme ho pôvodne
zadali v reprezentácii, v ktorej stavy reprezentujeme vlnovými funkciami.

4. JHO: kon²trukcia prvého excitovaného stavu vo v²eobecnom formalizme
(a) Tento príklad nadväzuje na predchádzajúci a vychádza z teraz uº zná-
meho základného stavu |Ψ0⟩.
Najprv v²ak ukáºte, ºe ak je nejaký stav |Ψ⟩ vlastným stavom operátora
(â†â) s vlastnou hodnotou α, tak stav â†|Ψ⟩ je tieº vlastným stavom tohto
operátora s vlastnou hodnotou (α + 1).
Dokáºe sa to podobne ako tvrdenie na predná²ke, ºe stav â|Ψ⟩ je tieº vlast-
ným stavom tohto operátora s vlastnou hodnotou (α− 1).

(b) Ak teda pôsobíme s operátorom â† na základný stav |Ψ0⟩ , dostávame
nový stav |Ψ1⟩ , ktorý je vlastným stavom operátora (â†â) s vlastnou hod-
notou +1. To znamená, ºe je to aj vlastný stav hamiltoniánu. Aká energia
mu odpovedá?

(c) Overte, ºe ke¤ stavy reprezentujeme vlnovými funkciami, naozaj platí
Ψ1(x) = â†Ψ0(x) , kde Ψ1(x) a Ψ0(x) sú vlnové funkcie popisujúce prvý
excitovaný a základný stav, ktoré sme odvodili ako rie²enia bez£asovej SchR
z diferenciálnej rovnice. V tejto úlohe je dôleºité aj správne normovanie. Tvr-
denie platí pre správne normované vlnové funkcie, preto im najprv vypo£ítajte
normovacie kon²tanty.

5. JHO: kon²trukcia ¤al²ích excitovaných stavov vo v²eobecnom formalizme
(a) Chceme, aby bol kaºdý excitovaný stav |Ψn⟩ správne normovaný. �omu



je vtedy rovné komplexné £íslo ⟨Ψn|Ψn⟩ a to pre kaºdé n ?

(b) Pri pôsobení zvy²ovacím operátorom â† na excitovaný stav |Ψn⟩ zrejme
dostaneme |Ψn+1⟩ , av²ak normovanie sa môºe pokazi´. Preto pí²eme

â†|Ψn⟩ = C+|Ψn+1⟩, (1)

kde C+ je vo v²eobecnosti komplexná kon²tanta a stav na pravej strane je uº
normovaný na 1.
Dá sa ukáza´ (ale nebudeme to robi´), ºe moºno konzistentne vybra´ C+ ako
reálne kladné £íslo pre kaºdé n. Aj my budeme C+ vybera´ s touto fázovou
konvenciou. Vypo£ítajte teraz C+.
Poznámka: nech vás nemýli, ºe sme ho nezaviedli uº v predchádzajúcom prí-
klade. Pre n = 0 je totiº C+ = 1.
Návod: urobte hermitovské zdruºenie vz´ahu (1) vyuºijúc, ºe |Ψ⟩† = ⟨Ψ| (ako
komplexné zdruºenie) a fakt, ºe pri hermitovskom zdruºení sa mení poradie
£lenov v sú£ine: (Â B̂)† = B̂† Â†. Potom zlú£te osobitne ©avé strany a osobitne
pravé strany rovnice (1) a jej hermitovsky zdruºenej rovnice.

(c) Napí²te, £omu sa rovná â†|Ψ1⟩ aj s vy£íslenou kon²tantou C+ .

(d) Napí²te, £omu sa vo v²eobecnosti rovná â†|Ψn⟩ aj s vy£íslenou kon²tan-
tou C+ .

6. JHO: maticové vyjadrenie operátorov â† a â
Nako©ko stavy {|Ψn⟩}∞n=0 tvoria úplný systém, ke¤ nimi poobkladáme ope-
rátory â† a â, dostaneme maticové vyjadrenia týchto operátorov, ktoré nesú
úplnú informáciu o pôsobení â† a â vo v²eobecnom formalizme.
(a) Vypo£ítajte, £omu sa vo v²eobecnosti rovná a†ij = ⟨Ψi|a†|Ψj⟩ , pre v²etky
i a j od nuly do nekone£na.
Návod: Výsledkom tu bude ve©mi £asto nula. Nenulový maticový element do-
staneme zo vz´ahu (1) len ak i = j + 1

(b) Ak uº rozumiete, £omu vychádzajú rovné maticové elementy a†ij, napí²te
celú maticu a†. S bodkami pre riadky a st¨pce s i, j > 4.

(c) K matici a† napí²te hermitovsky zdruºenú maticu a . Toto je maticové
vyjadrenie operátora â .


