Priklady na cvicenie z kvantovej teorie

0. JHO - tvodné veci

Comu je rovna typicka dizka x¢ a typickd hybnost pg pre kvantovy JHO?
Comu je rovny sacin zgpg ?

Comu je rovna bezrozmerna sdiradnica & 7

Comu je rovna bezrozmerna energia €7

1. vinové funkcie JHO
Pripometite si (napiSte) rekurentny vztah pre koeficienty ay, ktoré sme za-
viedli na prednagke v mocninnom rade v(§) = > apé”.

Rad v(§) sme usekli a urobili z neho polynoém, aby sme nedostali v(§) asymp-
toticky pripominajice funkciu 652, a tym padom by sme stratili pravdepo-
dobnostni interpretaciu vinovej funkcie W(€) = v(€) e /2, ktora by prestala
byt kvadraticky integrovatelna.

Usekévame vyberom 2e = 2N + 1. Nésledne dostavame Ey = (N + 3)hw a
k nej odpovedajicu vlastni funkciu Wy (z), pre N =0, 1,2, ....

Na prednéagke sme - a7z na normovaciu konstantu - odvodili ¥o(x), ¥i(x) a
\IJQ(ZL')

(a) Pouzitim pomocnych integralov overte, Ze tieto funkcie st na seba na-
vzajom ortogonalne. Musia byt, lebo odpovedaju roznym vlastngm hodnotdm.

(b) Odvod'te - az na normovaciu konstantu - W3(z) a Wy(z) a nacrtnite tieto
vlnové funkcie, spolu s odpovedajicimi hustotami pravdepodobnosti vyskytu
JHO. Nezabudnite na to, ze Hermitove polynoémy (Hermitove aZ na kon-
Stantu, resp.funkciu v(§)) dostavame v premenne; % a nie v premennej x.

(¢) Pouzitim pomocnych integralov overte, ze Wy (z) je ortogonalna na W (x)

a @2(1’)

(d) Podobne s pouzitim pomocnych integralov overte, ze W3(z) je ortogonalna

na ¥y (z).

Pomocné integraly: [~ e dr = /T, s e dy = s, [T at e dy =
Sivm, [T ab e dr = 231 /m, atd.

2. operdtory a a a

Ako sme definovali operatory a a a'?

St hermitovské? Je hermitovsky operator afa ?

Aky komutacény vztah plati medzi nimi? (dokdzany na predndske)

Ukazte, ze operdtor (a'a+ 2)hw je rovny hamiltonianu.



3. zdkladny stav

Na poslednej prednaske, ktora bola venovana ivodu do vSeobecného (Dira-
covho) formalizmu, sme sa dostali k zakladnému stavu JHO ako k stavu |Wg),
pre ktory plati a |¥g) = 0.

Ukazte, Ze tento vztah je naozaj splneny v reprezentacii JHO vlnovymi fun-
kciami, teda ze plati a ¥o(z) = 0, kde Wo(x) je gauss odvodeny na prednéske
a a je pripomenuty v predchadzajicom priklade.

Pozndmka: a sme zadefinovali ako operdtor posobiaci na vinové funkcie. Vo
vetahu a|Vo) vSak posobi a na stav, teda uz nie na vinovi funkciu. Je to
teraz operdtor pésobiaci vo vSeobecnom vektorovom priestore "zobdkovych”
ket stavov a nie vinovijch funkcii. Budeme hovorit, Ze jeho prvotnd definicia
je jeho suradnicovou reprezentdciou, resp. (¢o je to isté) Ze sme ho povodne
zadali v reprezentdcii, v ktorej stavy reprezentujeme vinovymi funkciami.

4. JHO: konstrukcia prvého excitovaného stavu vo vSeobecnom formalizme
(a) Tento priklad nadvdzuje na predchadzajici a vychadza z teraz uz zné-
meho zakladného stavu |¥y).

Najprv v8ak ukazte, ze ak je nejaky stav |U) vlastnym stavom operatora
(a'a) s vlastnou hodnotou a, tak stav a'|¥) je tiez vlastnym stavom tohto
operatora s vlastnou hodnotou (a + 1).

Dokdze sa to podobne ako tvrdenie na predndske, Ze stav a|V) je tieZ vlast-
nym stavom tohto operdtora s vlastnou hodnotou (o — 1).

(b) Ak teda posobime s operatorom a' na zakladny stav |¥q), dostavame
novy stav |¥), ktory je vlastnym stavom operatora (a'a) s vlastnou hod-
notou +1. To znamen4, Ze je to aj vlastny stav hamiltonianu. Ak4 energia
mu odpoveda?

(¢) Overte, 7e ked stavy reprezentujeme vlnovymi funkciami, naozaj plati
Ui (z) = a'Wo(z), kde Wy(x) a Ug(z) st vlnové funkcie popisujice prvy
excitovany a zdkladny stav, ktoré sme odvodili ako rieSenia bez¢asovej SchR
z diferencialnej rovnice. V tejto ilohe je dolezité aj spravne normovanie. Tvr-
denie plati pre spravne normované vinové funkcie, preto im najprv vypocitajte
normovacie konstanty.

5. JHO: konstrukcia dalSich excitovangch stavov vo vSeobecnom formalizme
(a) Chceme, aby bol kazdy excitovany stav |V,) spravne normovany. Comu



je vtedy rovné komplexné ¢islo (V,,|V,) a to pre kazdé n?

(b) Pri posobeni zvy§ovacim operatorom a' na excitovany stav |¥,) zrejme
dostaneme |V, 1), avSak normovanie sa moze pokazit. Preto piSeme

d”\yn) = C|¥nt1), (1)

kde C je vo v8eobecnosti komplexné konstanta a stav na pravej strane je uz
normovany na 1.

Dé sa ukazat (ale nebudeme to robit), ze mozno konzistentne vybrat C ako
realne kladné ¢islo pre kazdé n. Aj my budeme C vyberat s touto fazovou
konvenciou. Vypocitajte teraz C.

Pozndamka: nech vis nemyli, Ze sme ho nezaviedli uZ v predchddzajicom pri-
klade. Pre n =0 je totiz Cy = 1.

Ndvod: urobte hermitovské zdruZenie vztahu (1) vyuzijic, Ze |U)T = (V| (ako
komplexné zdruzZenie) a fakt, Ze pri hermitovskom zdruZeni sa meni poradie
clenov v sucine: (A B)T = Bt At. Potom zlicte osobitne lavé strany a osobitne
pravé strany rovnice (1) a jej hermitovsky zdruZenej rovnice.

(¢) Napiste, omu sa rovna a'|¥;) aj s vy¢islenou konstantou C, .

(d) Napiste, omu sa vo vieobecnosti rovna af|V¥,) aj s vy¢islenou kongtan-
tou O+ .

6. JHO: maticové vyjadrenie operdtorov a' a a

Nakolko stavy {|¥,)}>2, tvoria uplny systém, ked nimi poobkladdme ope-
ratory a' a a, dostaneme maticové vyjadrenia tychto operatorov, ktoré nest
aplnt informéaciu o posobeni af a @ vo véeobecnom formalizme.

(a) Vypocitajte, comu sa vo vieobecnosti rovna aZTj = (U;|a'|¥;) , pre vietky
7 a 7 od nuly do nekonecna.

Navod: Vysledkom tu bude velmi casto nula. Nenulovij maticovy element do-
staneme zo vztahu (1) len aki=j+ 1

_i,

(b) Ak uz rozumiete, comu vychddzaji rovné maticové elementy a;;, napiste

celt maticu af. S bodkami pre riadky a stlpce s i, j > 4.

(¢) K matici a' napiste hermitovsky zdruzent maticu a. Toto je maticové
vyjadrenie operatora a.



