Priklady na domacu tlohu z kvantovej teoérie 2

Sada ¢.1

riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku predndsky 11.05.2025

Prosim, nezlaknite sa dlhého zadania, si v fiom dlhé pozndmky.

1. pripomienka jednoduchijch uprav

(a) Klasicka fyzika: Pradova slucka s priadom I vo v8eobecnosti generuje
magneticky dipélovy moment g = 1.5, kde S je plocha slucky. Smer /i je
podla pravidla pravej ruky. (Otestujte.) Elektricky naboj @ pohybujici sa
rovnomerne rychlostou v po kruznici s polomerom R v rovine zy mozno po-
vazovat za kruhovia pridova slucku s pradom I = Q/T, kde T je perioda
kruhového pohybu. Dokazte, ze v tomto pripade plati p, = QLZ , kde m je
hmotnost ¢astice nesicej naboj Q.

Prosim, venujte pozornost dvojke v menovateli. Pre spin S, elektronu na-
miesto orbitdlneho momentu hybnosti L, faktor 2 v menovateli absentuge, c¢o

vyplynie aZ z Diracovej rovnice - v 4.rocniku.

(b) Prispevok do hamiltonianu H od spinového magnetického dipolového
momentu £ elektréonu vo vonkajSom magnetickom poli B = Bit je vo vSe-
obecnosti dany ako H = Ik B. Ukézte, Ze tento vSeobecny vyraz mozno
teraz upravit do tvaru H = +upBii - . [2 body]

2. dulsie uzitocné jednoduché technické ipravy

(a) Ukazte, 7e pre Tubovolny jendotkovy vektor 7 (teda I'ubovolny smer) a
trojicu Pauliho matic ¢ = (o4, 0y, 0,) plati, Ze matica 7 - & ma vlastné
hodnoty +1.

(b) Ukazte, ze pre Pauliho matice plati o,;0; = 0;; + i€i,0%. Toto je velmi
uzito¢ny vzorec pre buducnost. Odvodzuje sa ako stcet komutitora a anti-
komutétora dvoch Pauliho matic, a nadslednom deleni dvomi.

(¢) S pomocou (b) ukazte, ze pre Pauliho matice a Tubovolny jednotkovy
vektor (smer) 7i plati (77 - &) =1, ¢o je - mimochodom - v siilade s ¢astou
(a). [2 body]

3. poruchovd teoria pre nedegenerované spektrum
(a) V triede sme presli prikladom, v ktorom bol uvazovany spinovy stav



fixovaného elektronu v silnom vonkajSom magnetickom poli B v smere osi
z a poruchou bolo slabé magnetické pole b v smere osi y, b < B. Na za-
klade povedaného v triede opiSte sem prvé tri korekcie ku kazdej z dvoch
energetickych hladin systému po zapnuti poruchy (dali sme ich v triede), a
potom urcte korekcie k hladindm v $tvrtom a piatom rade poruchovej teérie.
Odpoved si vyZaduje minimdlnu ndmahu, kedZe pozndme presnyg visledok.

(b) Rieste samostatne rovnaky priklad ako v triede, len pre poruchu v smere
osi & namiesto smeru y. Teda urcte, ako sa zmenia dve hladiny systému
do toho radu poruchovej teorie, kde zaciname dostéavat nenulové korekcie.
Ukazte, ze vysledok vieme dostat presne a vieme z neho overit vysledok
poruchovej teorie. [2 body]

4. poruchovd tecria pre nedegenerované spektrum

(a) Rovnaky priklad ako 3.(b), len namiesto spinu 3 tu uvazujeme spin 1. Od-
povedajuce "Pauliho"matice su hermitovské 3x3 matice, pre ktoré tu udame
nezavislé nenulové elementy: S, 15/h = Sya3/h = 1//2, Sy12/h = Syo3/h =
—i/v2, 2 S,11/h=—S,33/h = 1.

(b) Ako kontrolu, Ze mame spinové matice, otestujte, ze plati [S,, S| = thS..

¢) Takisto ako kontrolu vypocitajte maticu S? + S? +S? a okomentujte, ¢i
T y z
Vam vyslo, ¢o mé vyjst. [2 body]

5. poruchovd teoria pre nedegenerované spektrum,

Uvazujme systém s malou poruchou V'(z) = £f(x), kde 0 < £ < 1 je bezroz-
merny maly parameter (predstavte si napr. £ = a =1/137) a f(x) je nejaka
slusné spojita funkcia idica do nuly pre x — Zo0. Systém tu neSpecifiku-
jeme: nech s jeho hladiny bez poruchy nedegenerované a zname, oznacené
ako e,.

Nech po zapnuti poruchy mozno presne vypocita, ze E, = &,(1+a&?+b&* +
c€%), kde a, b, c si redlne ¢isla radovo rovné 1. Co mozno predpovedat o
vysledkoch poruchovej metody? V ktorom rade poruchového rozvoja budua
vysledky nenulové? Comu budi vtedy rovné? Mozno ziskat z kone¢ného po-
¢tu ¢lenov poruchového rozvoja presny vysledok? V ktorom rade poruchového
rozvoja sa to podari? Samozrejme, ak by sme naozaj poznali presny visledok,
tak by sme sa uZ netrapili s odvodzovanim poruchového vysledku, takzZe otdzka
je len o porozumend poruchovej tedrii. [2 body]



6. poruchovd teoria pre nedegenerované spektrum,

Uvazujme dve rozne trojhladinové sistavy s (nedegenerovanymi) hladinami

(i) —60, 0 a 54,

(i) —6, 0 a 5.

V kazdej z tychto sistav osobitne bol zapnuty dodato¢ny vonkajsi poten-

cial, ktory mozno v oboch pripadoch vyjadrit v energetickej reprezentacii
10 16 0

rovnakou dodato¢nou maticou H' = 16 —5 6 |. Uvedené udaje su v
0 V6 —4

nejakych jednotkach energie, napr. eV. Jednotky nie st podstatné, takze ich

budeme vynechavat.

Poznamenajyme, Ze pre kaZdi z dvoch sustav sme tu zaviedli jej prislusni

energeticki reprezentdciu. FElementy Hzfj st vysledkami pocitania integrdlov

Hj; = [p;i(z) H'(z) ;(x)dzx, kde @;(x) je vinovd funkcia staciondrneho

stavu sustavy s energiou ;. Staciondrne stavy a aj dodatocény potencidl ]:I/(x)

(ktory nespecifikujeme ako funkciu "z") si rozdielne v jednej a druhej sustave.

Ak potom vyjde rovnakd matica H', povazujme to za dielo ndhody v tomto

cvicnom priklade. K rieSeniu ulohy st pripadne pripomente, ako vyzeraju

staciondrne stavy v energetickej reprezentdcii.

(a) Poruchové teoria bude konvergovat (aj to nie super excelentne) iba v
jednom pripade. Bez pocitania rozhodnite, v ktorom z tychto dvoch pripadov
mozno s uspechom pouzit poruchovi teoriu.

(b) Vypocitajte energetické hladiny do druhého radu poruchovej teérie tej si-
stavy, o ktorej ste vyssie tvrdili, Ze poruchova teoéria bude pre fiu pouZitelna.
Okomentujte konvergenciu prvych ¢lenov poruchového radu a odhadnite, akej
vel'kosti je chyba, ktorej sa dopustime, ak rad usekneme v 2. rade. Svoje vy-
sledky pre kazda hladinu zapiste ako sucet troch ¢lenov (nes¢itujte ich) v
tvare By = g1 + Efl) + Ef) a podobmne pre Fs a Fs3. Ako skigku spravnosti
overte, Ze stopa celkového H ostava zachovana bez ohladu na to, do akého
radu poruchovej tedrie mame vysledky pre Ey, Fy a Es. To vyplyva z toho,
7e tu diagonalizujeme H, a to sa formalne deje unitarnou transforméciou
H — H%9 = UHUT, a pri unitarnej transformacii sa stopa matice nemen.
Samozrejme tu to vieme overit len do druhého radu, ale pamétajme, ze to
plati do kazdého radu. [2 body]

7. poruchovd tedria pre nedegenerované spektrum



Tento priklad priamo nadvizuje na predchddzajici priklad. Je dobré si vZdy
vyskusat, kolko by asi vysli energetické hladiny kompletnej sustavy, teda aj
s dodatocngm potencidlom, ak by sme sa ich rozhodli pocitat priamo, bez
pouzitia rozvoja do poruchového radu. Nemusi sa to vZdy podarit, alebo nds
odhad maoZe byt prilis hala-bala, ale skisit to treba. V tomto priklade je mozné
vypocitat vetky tri hladiny siustavy aj iplne presne.

Pre porovnanie s Vasimi vysledkami poruchovej teérie v rieseni prikladu 6.
vypocitajte teraz hladiny presnou diagonalizaciou. Okomentujte zhodu
medzi presnym a poruchovym vysledkom pre Ey, Fs, F5 a ¢i chyba odhadnutéa
pred vypoc¢tom suhlasi s realitou.

Moézte pouzit aj softvérovy balik, ktory urobi diagonalizdciu za Vds na overenie
Vami odvodeného viysledku. Urobte vsak aj vlastnyg vypocet: je tu prileZitost
zopakovat si, ako sa diagonalizuji matice. [2 body]

8. poruchovd teoria pre nedegenerované spektrum
Aj tento priklad nadvéizuje na priklad 6.

(a) Ako ilustra¢ny cvicny priklad uvazujte teraz ti stistavu, pre ktort tvrdite,
7e poruchovi tedériu nemozno spolahlivo pouzit. Dosadenim do odvodenych
vztahov pre E,(ll) a E,(f) predvedte vypocet zdkladnej hladiny do druhého
radu poruchovej teodrie. Co mozno povedat o konvergencii poruchovych pris-
pevkov?

(b) Vypocitajte hodnotu energie zakladného stavu s presnostou na celé ¢isla

a porovnajte s vysledkami poruchovej teorie do druhého radu z casti (a).
[2 body]

9. degenerované spektrum
(a) Uvazujme ststavu s hamiltonianom (v energetickej reprezentacii, v eV)
100 0 0 0 3
8 108 108 8 , ktord je v stave & = i %/g . Urcte, ¢i je
0 0 0 200 0
sistava v staciondrnom stave. Ak &no, s akou energiou? Ak nie, urcte, v akej
superpozicii stacionarnych stavov sa nachadza.

(b) Elektron v atéme vodika je v stave W(7) = A pe /2 sin@ cos ¢, kde A je
normovacia konStanta a p = r/a. Uréte, ¢ je elektron v staciondrnom stave.



Ak ano, s akou energiou? Ak nie, v akej superpozicii stacionarnych stavov sa
nachadza.

(¢) Elektron v atome vodika je v stave W(7) = A (p cos?0/2 — 1) e /% kde
A je normovacia konstanta a p = r/a. Ur¢te, ¢ je elektron v staciondrnom
stave. Ak ano, s akou energiou? Ak nie, v akej superpozicii stacionédrnych
stavov sa nachadza. Pomdcka: Upravte cos?0/2 pomocou Standardného vzorca
na vztah linedrny v sinusoch / cosinusoch a zamyslite sa, ¢i T je alebo nie
je superpoziciou vinovyjch funkcii Wop,,, kde sme navrhli kvantové ¢islo n = 2
kvoli dvojke v e=?/2. Pripomerite si tieto vlnové funkcie prvého excitovaného
stavu. [2 body]

10. degenerované spektrum

Uvazujme kvantovy systém, ktorého hladina e, je dvakrat degenerovana, a
sme prave vypoditali k nej odpovedajuce vlastné funkcie ¢ (x) a po(x), ktoré
st na seba ortogonalne a kazdé je spravne normované.

(a) Ukazte, Ze aj funkcia @(z) = c1p1(x) + capa(z), kde ¢ a ¢y si Tubo-
volné nenulové komplexné ¢isla, je vlastnou funkciou H s rovnakou vlastnou
hodnotou &,

(b) Na zaklade ¢asti (a) aj funkcie @1(x) = c1p1(x) + copa(z) a Po(z) =
—cy01(x) + (), kde ¢1 a ¢y st komplexné &isla, st vlastnymi funkciami
H s rovnakou vlastnou hodnotou ¢,,. Ukézte, Ze P1 a P9 sU na seba eSte na-
vye aj ortogondlne a pre |c;|* + |ca|* =1 aj spravne normované.

7 uvedeného plynie, ze tieto dve vlnovkové funkcie st plne ekvivalentné po-
vodnej dvojici funkcii ¢q(z) a wo(z). Pre uvazovany hamiltonian je jedno,
akt ortonormovanid dvojicu funkcii uvazujeme. Prestane to byt jedno, ak
pribudne novy ¢len do hamiltonidnu (porucha) a my sa budeme snazit najst
korekcie k €, (vo vSeobecnosti jej $tiepenie pod vplyvom poruchy) porucho-
vou metddou. Vtedy musime celkom na zaciatku zvolit taka dvojicu ¢, a
D9, ktord diagonalizuje im odpovedajici podblok poruchy. K tomu je dalsi
priklad. [2 body]

11. poruchovd teoria pre degenerované spektrum

(a) Ako pripravu k nasledujiucim ¢astiam tohto prikladu uvazujme najprv
2 0 2

kvantovu stustavu, ktorej hamiltonian H je zadany v tvare matice | 0 2 2
2 2 =5



Vypoditajte (presnou diagonalizaciou, teda nie poruchovou teoriou) energe-
tické hladiny sistavy a im odpovedajice vlastné vektory. Overte, ze vypoci-
tané vlastné vektory st na seba ortogonalne a normujte ich na 1.

00 0 0
(b) Uvazujme (2-hladinovti) sustavu s hamiltonidnom Hy = 8 108 ] 08
0o 0 O
20 20
ktoréa je v oblasti, kde posobi porucha v tvare H' = g ; _; ; . Do
0 1 2 2

prvého radu poruchovej teérie uréte energie ststavy po zapnuti poruchy.

(c) Co moZeme povedat o spektralnych ¢iarach s presnostou do prvého radu
poruch. teorie?

Kol'ko spektralnych ¢iar moZno pozorovat bez poruchy? K akému Stiepeniu
¢i posunutiu spektr. ¢iar dochadza po zapnuti poruchy? [2 body]

12. Starkov jav

Dopocitajte diagonalne elementy poruchy v degenerovanom 4x4 podbloku
poruchy pre prvy excitovany stav elektronu v atoéme vodika. V triede sme ich
nechali na du. [2 body]

13. bonus priklad: Starkov jav
Odvodte posunutie zakladnej hladiny e~ v atome vodika s presnostou do 2.
radu poruchovej tedrie. Pomocka: trik podla zelenej knihy. [2 body]
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