
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie 2

Sada £.2

rie²enia, prosím, odovzdajte do za£iatku predná²ky 21.03.2025

1. Zeemanov jav pre ve©mi silné vonkaj²ie magnetické pole
Celý tento príklad je o elektróne v atóme vodíka, ktorý je na hladine s n = 2
a v priestore je zapnuté silné vonkaj²ie homogénne statické magnetické pole.
Toto pole tu uvaºujeme silné, £ím chceme poveda´, ºe jeho príspevky do
poruchového hamiltoniánu sú podstatne vä£²ie ako príspevky zodpovedné za
jemnú ²truktúru.

(a) Na predná²ke sme kompletne odvodili 8x8 maticu H ′ = H ′
1 + H ′

2 , £o
je podblok poruchového hamiltoniánu pre hladinu n = 2. V limite, ktorú tu
predpokladáme, je zjavne β ≫ 1. Diagonalizáciou tejto 8x8 matice ur£te, aké
²tiepenie, aké hladiny a s akou degeneráciou dostávame v silnom magnetic-
kom poli.

(b) Ak je vonkaj²ie magnetické pole tak silné, ºe moºno zanedba´ jemnú
²truktúru, moºno celú poruchu H ′

1 poloºi´ rovnú nule. Jedinou poruchou je
H ′

2 = µBB
(

L̂z

ℏ + 2 Ŝz

ℏ

)
. Táto porucha je zjavne diagonálna v báze { |ℓm s sz⟩ }.

Pripome¬me, ºe 8x8 matica H ′ spomínaná ako východzí bod v £asti (a) bola
vypo£ítaná na predná²ke v báze { |j jz ℓ s⟩ }. Bolo to preto, lebo táto báza
diagonalizovala príspevok jemnej ²truktúry. Teraz v²ak jemnú ²truktúru ne-
uvaºujeme, a preto priamo môºeme vypo£íta´ maticu H ′

2 v báze { |ℓm s sz⟩ }.
Urobte tu tento výpo£et a porovnajte výsledok s tým, £o ste dostali v £asti
(a). [2 body]

2. Zeemanov jav - jednoduché otázky
(a) Uvaºujme jemnú ²truktúru hladiny s n = 2 spolu so Zeemanovým javom
(teda s mag.po©om takej ve©kosti, ºe pôsobí porovnate©ne s príspevkami od
jemnej ²truktúry). Predpokladajme bázové stavy pre 8x8 maticu H ′ ako na
predná²ke. Vysvetlite, pre£o je element H ′

16 rovný nule.

(b) Ako sa teda ²tiepi hladina s n = 2? Na£rtnite rozostupy roz²tiepených
hladín pre β = 1

2
a β = 1.

(c) Je moºné, aby bola niektorá z roz²tiepených hladín dvakrát degenero-
vaná? Ur£te najmen²ie magnetické pole, prípadne najmen²ie β, pre ktoré sa



to udeje.

(d) Vieme z na²ich doteraj²ích predná²ok, ak by sme sa "hecli", ur£i´ ²tiepe-
nie hladiny s n = 3? Ak nie, akú dodato£nú informáciu k tomu potrebujeme?

[2 body]

3. varia£ná metóda
Varia£nou metódou moºno preskúma´, ktorá z nasledujúcich funkcií najlep²ie
minimalizuje energiu elektrónu v atóme vodíka. V triede sme stru£ne oko-
mentovali rie²enie v £asti (a). Nakoniec tam dostávame základný stav: známu
vlnovú funkciu i energiu, a to pre βmin = 1. Na d.ú. to overte výpo£tom. �a-
lej preskúmajte jednu z moºností (b)-(d) porovnajúc výsledky s výsledkami z
£asti (a). Zhruba o ko©ko percent sa s nesprávnymi odhadmi (b)-(d) trafíme
mimo hodnoty −13.6 eV ?
(a) Ψ(r) = A(β) e−βr/a,
(b) Ψ(r) = A(β) r e−βr/a, aká predstava atómu H motivuje tento odhad?
(c) Ψ(r) = A(β) e−βr2/a2 , aká predstava atómu H motivuje tento odhad?
(d) Ψ(r) = A(β) r sin θ e−βr/a . Tu je motiváciou Bohrov model: výskyt elek-
trónu v rovine xy v oblasti pripomínajúcej kruºnicu (záchranné koleso) o
polomere rádovo a.
A(β) je normovacia kon²tanta a β je varia£ný parameter.

Pomocné vzorce: ∆Φ(r) = Φ′′ + 2
r
Φ′, a = ℏ/(mcα) je Bohrov polomer,

ℏ2/(ma2) = αℏc/a = mc2α2 = 2|E1| = 2× 13.6 eV.

Pomocné integrály:
∫∞
0

tNe−tdt = N ! pre N = 0, 1, 2, . . .,∫∞
0

te−t2dt = 1
2
,
∫∞
0

e−t2dt =
√
π
2
,
∫∞
0

t2e−t2dt = 1
2

√
π
2
,
∫∞
0

t4e−t2dt = 3
2

1
2

√
π
2
.

[4 body za £as´ (a) a za jedno z rie²ení (b), (c) alebo (d)]
[ + 2 body ako bonus za kaºdé ¤al²ie rie²enie]

4. varia£ná metóda
Jeden z najdôleºitej²ích a najuºito£nej²ích príkladov minulého semestra je
príklad s £asticou na úse£ke v stave popísanom vlnovou funkciou Ψ(x) =
Ax(L − x) . Za úlohu bolo nájs´ pravdepodobnosti namera´ v tomto stave
energie En . (Zbierka, str. 46 v tla£enej verzii, £as´ (d).) Ukáºe sa, ºe s viac
ako 99%-nou pravdepodobnos´ou nameriame energiu základného stavu.

Z h©adiska varia£nej metódy ide o provokatívny výsledok. Stav Ψ(x) sme



navrhli z pohodlnosti, nako©ko zjavne sp¨¬a okrajové podmienky a umoº¬uje
©ahké integrovanie. Ako to, ºe sa s ním trafíme tak blízko k skuto£nému zá-
kladnému stavu? �o ak sa s trochou snahy jeho vhodnou parametrizáciou
dopracujeme varia£nou metódou k energii e²te niº²ej ako je základná hla-
dina vypo£ítaná zo SchR? V tomto príklade ukáºeme, ºe pre jednu takúto
parametrizáciu, nech sa £o ako snaºíme, energiu niº²iu ako základnú nedos-
taneme.

(a) Vypo£ítajte strednú hodnotu energie v stave Ψ(x) . Vyjadrite ju v tvare
E|β=1 =

ℏ2
2mL2X , kde X bude vami vypo£ítaná reálna hodnota.

Poznámka: Iná£ povedané, energiu tu budeme udáva´ v jednotkách ℏ2/(2mL2) .

(b) Porovnajte X s vlastnou energiou odpovedajúcou vlastnému stavu ha-

miltoniánu Ψ1(x) =
√

2
L
sin(πx), ktorý sme na²li rie²ením bez£asovej SchR

pre £asticu na úse£ke. Ktorá ja niº²ia? O ko©ko percent sa lí²ia?

(c) Varia£nou metódou nájdite priblíºenie pre energiu základného stavu vy-
chádzajúc z parametrizovanej vlnovej funkcie Ψ(x, β) = A(β)xβ(L − x)β ,
kde β ≥ 1

2
je varia£ný parameter a A(β) je normovacia kon²tanta. Výsle-

dok porovnajte s vlastnou energiou stavu Ψ1(x).
Pomôcky: Namiesto prechodu od x k bezrozmernej integra£nej premennej
t = x/L zváºte moºnos´ priamo poloºi´ L = 1 pri v²etkom po£ítaní. Kde
potom treba vo výsledku dopísa´ L ?
Pouºite pomocný integrál

∫ 1

0
ta(1 − t)b dt = Γ(a + 1)Γ(b + 1)/Γ(a + b + 2) ,

kde Γ(x+ 1) = xΓ(x) je gamma funkcia.
Pre va²u kontrolu: mne vy²lo, ºe E(β) je úmerná (β+ 3

8
1

β−1/2
+C), kde C

je kon²tanta nezávislá na β.
Nakoniec minimalizujte E(β) vzh©adom na varia£ný parameter a numericky
vy£íslite Xmin vo vz´ahu Emin = ℏ2

2mL2Xmin .
Dostali ste výsledok men²í ako energia stavu Ψ1(x)?
O ko©ko percent sa lí²ia E1 a Emin ?
O ko©ko percent sme sa zlep²ili vo£i energii stavu Ψ(x) = Ax(L − x) v¤aka
pouºitiu varia£nej metódy? [4 body]

5. viriálový teorém
Aký viriálový teorém platí pre stacionárne stavy elektrónu v atóme vodíka?
Ur£te z neho strednú hodnotu 1

r
v kaºdom stacionárnom stave. [2 body]



6. klasický rozptyl
Na predná²ke sme prediskutovali klasický rozptyl projektilu na tvrdej guli,
pri£om sme odvodili, ºe dopadajúce £astice (projektily) budú rozptylované
rovnako do v²etkých smerov. Uvaºujme teraz klasický rozptyl na dlhom valci
o polomere R (s osou v smere z), kde £astice dopadajú zo smeru kolmého na
os valca, nech je to zo smeru x. Úlohu moºno zredukova´ na rozptyl v rovine
xy na tvrdej kruºnici. A vlastne sta£í na hornej polkruºnici, ke¤ºe na dolnej
bude rovnaký výsledok. A aj z tej polkruºnice sta£í uvaºova´ len prednú
²tvr´kruºnicu, na ktorej naozaj dochádza k rozptylu. Diferenciálny ú£inný
prierez bude teraz namiesto

(
dσ
dΩ

)
veli£ina

(
dσ

dz dθ

)
pre valec v troch rozmeroch,

resp. iba
(
dσ̃
dθ

)
pre rozptyl v rovine na (pol £i ²tvr´)kruºnici. V tomto druhom

prípade dσ̃ uº nie je plocha (priemetu silového centra do prie£nej roviny), ale
d¨ºka jednorozmerného priemetu silového centra do smeru y, £iºe do smeru
kolmého na smer ²írenia projektilu, ale stále v rovine xy. Konkrétne d¨ºka
priemetu kúska kruºnice, odkia© sa £astica rozptyluje do uhla θ. Integrál cez
rozptylový uhol θ z veli£iny

(
dσ̃
dθ

)
tu potom dá celkovú d¨ºku priemetu ter£a

do smeru y.

(a) Ur£te
(
dσ̃
dθ

)
.

Do ktorého smeru sa odráºa najviac £astíc?

(b) Integráciou výsledku z £asti (a) ur£te celkový ú£inný prierez σ̃. Okomen-
tujte, £i výsledok dáva súhlas so zdravým rozumom. [2 body]

7. kvantový rozptyl v jednom rozmere
Vychádzajúc z predná²ky a na základe zachovania toku hustoty pravdepo-
dobnosti dokáºte, ºe pre koe�cienty odrazu a prechodu platí |r|2 + |t|2 = 1.

[2 body]

8. bonus príklad: Starkov jav v 1.ráde poruch. teórie pre hladinu s n=3
Aká je degenerácia hladiny s n = 3 ?
Na základe rie²eného príkladu A.1 kapitoly 12 v Zbierke (autori: Pi²út, �erný,
Pre²najder) vysvetlite slovne, k akému ²tiepeniu tejto hladiny dochádza vo
vonkaj²om elektrickom poli, a odkia© to ²tiepenie pochádza (£iºe ktoré ele-
menty poruchy sú tu nenulové). Vo svojej odpovedi nemusíte ni£ po£íta´, aj
ke¤ iniciatíve sa medze nekladú. [2 body]

9. bonus príklad: klasický rozptyl v troch rozmeroch



Vychádzajúc z predná²ky odvo¤te diferenciálny ú£inný prierez pre klasický
rozptyl na elipsoide, pri£om £astice dopadajú v smere hlavnej osi elipsoidu.
Výsledok zintegrujte cez priestorový uhol a okomentujte, £i Vá² celkový
ú£inný prierez dáva súhlas so zdravým rozumom. [2 body]


