Priklady na domacu tlohu z kvantovej teoérie 2

Sada ¢.2
riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku predndsky 21.03.2025

1. Zeemanov jav pre velmi silné vonkajsie magnetické pole

Cely tento priklad je o elektrone v atéme vodika, ktory je na hladine s n = 2
a v priestore je zapnuté silné vonkajSie homogénne statické magnetické pole.
Toto pole tu uvazujeme silné, ¢im chceme povedat, Zze jeho prispevky do
poruchového hamiltonianu st podstatne vicsie ako prispevky zodpovedné za
jemnu Struktiru.

(a) Na prednaske sme kompletne odvodili 8x8 maticu H' = Hj + H}, ¢o
je podblok poruchového hamiltonidnu pre hladinu n = 2. V limite, ktorta tu
predpokladame, je zjavne § > 1. Diagonalizaciou tejto 8x8 matice urcte, aké
Stiepenie, aké hladiny a s akou degeneraciou dostavame v silnom magnetic-
kom poli.

(b) Ak je vonkajSie magnetické pole tak silné, Ze moZno zanedbat jemnt
Struktaru, mozno celt poruchu Hj polozit rovni nule. Jedinou poruchou je
H) = upB (% + 25—{> Téato porucha je zjavne diagonalna v baze { [ m s s,) }.
Pripomefime, Ze 8x8 matica H' spominand ako vychodzi bod v ¢asti (a) bola
vypoc¢itana na prednaske v baze {|jj.¢s) }. Bolo to preto, lebo tato baza
diagonalizovala prispevok jemnej Struktary. Teraz vSak jemna struktdru ne-
uvazujeme, a preto priamo mozeme vypocitat maticu H) v baze { [{mss,) }.
Urobte tu tento vypocet a porovnajte vysledok s tym, ¢o ste dostali v casti
(a). [2 body]

2. Zeemanov jav - jednoduché otdzky

(a) Uvazujme jemnu Strukttru hladiny s n = 2 spolu so Zeemanovym javom
(teda s mag.polom takej velkosti, Ze posobi porovnatelne s prispevkami od
jemnej struktiary). Predpokladajme bazové stavy pre 8x8 maticu H' ako na
prednaske. Vysvetlite, preco je element Hig rovny nule.

(b) Ako sa teda Stiepi hladina s n = 27 Nadrtnite rozostupy rozstiepenych
hladin pre § = % af=1.

(¢) Je mozné, aby bola niektora z rozstiepenych hladin dvakrat degenero-
vana? Urcte najmensie magnetické pole, pripadne najmensie (3, pre ktoré sa



to udeje.

(d) Vieme z nasich doterajsich prednasok, ak by sme sa "hecli", urcit stiepe-
nie hladiny s n = 37 Ak nie, aki dodato¢ni informéciu k tomu potrebujeme?
[2 body]

3. variacnd metoda

Varia¢nou metoédou mozno presktmat, ktora z nasledujicich funkcii najlepsie
minimalizuje energiu elektrénu v atome vodika. V triede sme struc¢ne oko-
mentovali rieSenie v ¢asti (a). Nakoniec tam dostavame zakladny stav: znamu
vlnova funkciu i energiu, a to pre 8,,;, = 1. Na d.1d. to overte vypoctom. Da-
lej preskimajte jednu z moznosti (b)-(d) porovnajic vysledky s vysledkami z
Casti (a). Zhruba o kolko percent sa s nespravnymi odhadmi (5)-(d) trafime
mimo hodnoty —13.6eV 7

(a) U(r)=A(B)e /",

(b) W(r)= A(B)re P/ akd predstava atomu H motivuje tento odhad?

(¢) W(r)= A(B) e P7/% akd predstava atomu H motivuje tento odhad?
(d) V(r)= A(B)r sinfe /% Tu je motiviciou Bohrov model: vijskyt elek-
tronu v rovine xy v oblasti pripominajicej kruZnicu (zdchranné koleso) o
polomere rddovo a.

A(f) je normovacia kontanta a [ je variany parameter.

Pomocné vzorce: A®(r) = ®” 4+ 29', a = h/(mca) je Bohrov polomer,
h?/(ma?) = ahc/a = mc*a? = 2|E| = 2 x 13.6eV.

Pomocné integrély: I tNe_tdt =N!pre N=0,1,2,...

JoTterdt = 5, [T e dt = 5, [T et = 55 [T et — 335
[4 body za Cast (a) a za jedno z rlesenl (b), (c) alebo (d)]
[ + 2 body ako bonus za kazdé d'alSie rieSenie]

4. variacnd metida

Jeden z najdolezitejsich a najuzitocnejSich prikladov minulého semestra je
priklad s ¢asticou na tusecke v stave popisanom vlnovou funkciou W(x) =
Az(L — z). Za dlohu bolo néjst pravdepodobnosti nameratf v tomto stave
energie E,, . (Zbierka, str. 46 v tlacenej verzii, cast (d).) Ukaze sa, 7e s viac
ako 99%-nou pravdepodobnostou nameriame energiu zékladného stavu.

7 hladiska varia¢nej metody ide o provokativny vysledok. Stav W(x) sme



navrhli z pohodlnosti, nakol'ko zjavne spliia okrajové podmienky a umoziuje
T'ahké integrovanie. Ako to, Ze sa s nim trafime tak blizko k skuto¢nému za-
kladnému stavu? Co ak sa s trochou snahy jeho vhodnou parametrizaciou
dopracujeme variacnou metédou k energii eSte nizsej ako je zakladna hla-
dina vypocitand zo SchR? V tomto priklade ukiZeme, Ze pre jednu takuto
parametriziciu, nech sa ¢o ako snazime, energiu nizsiu ako zakladnt nedos-
taneme.

(a) Vypocitajte stredntt hodnotu energie v stave W(x). Vyjadrite ju v tvare
Elgoy = 27Z%X, kde X bude vami vypocitani realna hodnota.

Pozndmka: Indc povedané, energiu tu budeme uddval v jednotkdch h*/(2mL?).
(b) Porovnajte X s vlastnou energiou odpovedajicou vlastnému stavu ha-

miltonidnu ¥, (z) = \/% sin(mz), ktory sme nasli rieSenim bez¢asovej SchR

pre Casticu na tusecke. Ktora ja nizsia? O kolko percent sa ligia?

(¢) Varia¢nou metoédou najdite priblizenie pre energiu zakladného stavu vy-
chadzajic z parametrizovanej vinovej funkcie W(x,3) = A(B)z*(L — z)?,
kde g > % je varia¢ny parameter a A(f) je normovacia konstanta. Vysle-
dok porovnajte s vlastnou energiou stavu ¥y (z).

Pomécky: Namiesto prechodu od x k bezrozmernej integracnej premennej
t = x/L zvdzte moznost priamo polozit L = 1 pri vietkom pocitani. Kde
potom treba vo vysledku dopisat L ¢

Pouzite pomocny integrdl fol t7(1 —t)’dt = T(a+ D)I(b+ 1)/T(a + b+ 2),
kde T'(z + 1) = «2'(x) je gamma funkcia.

Pre vasu kontrolu: mne vyslo, ze E(B) je imernd (8+ 2 5_#1/2 +C), kde C
je konstanta nezdvisld na (3.

Nakoniec minimalizujte E(B) vzhladom na variacnij parameter a numericky
vycislite Xonin v0 vetahu B, = %Xmm

Dostali ste vysledok mensi ako energia stavu V,(x) ?

O kolko percent sa lisia Ey a E,np ?

O kolko percent sme sa zlepSili voci energii stavu V(z) = Ax(L — z) vdaka
pouZitiu variacnej metddy? [4 body]

5. wiridlovy teorém
Aky viridlovy teorém plati pre stacionérne stavy elektronu v atome vodika?
Uréte z neho stredni hodnotu 1 v kazdom stacionarnom stave. [2 body]



6. klasicky rozptyl

Na prednaske sme prediskutovali klasicky rozptyl projektilu na tvrdej guli,
pricom sme odvodili, ze dopadajuce ¢astice (projektily) budu rozptylované
rovnako do vSetkych smerov. Uvazujme teraz klasicky rozptyl na dlhom valci
o polomere R (s osou v smere z), kde ¢astice dopadaji zo smeru kolmého na
os valca, nech je to zo smeru x. Ulohu mozno zredukovat na rozptyl v rovine
xy na tvrdej kruznici. A vlastne stac¢i na hornej polkruznici, kedZe na dolnej
bude rovnaky vysledok. A aj z tej polkruznice sta¢i uvazovat len prednu
stvrtkruznicu, na ktorej naozaj dochddza k rozptylu. Diferencidlny a¢inny
prierez bude teraz namiesto (j—g) veli¢ina (%) pre valec v troch rozmeroch,
resp. iba (j—‘;) pre rozptyl v rovine na (pol ¢i Stvrt)kruznici. V tomto druhom
pripade d& uz nie je plocha (priemetu silového centra do prie¢nej roviny), ale
dlzka jednorozmerného priemetu silového centra do smeru y, ¢ize do smeru
kolmého na smer §irenia projektilu, ale stale v rovine zy. Konkrétne dizka
priemetu kuska kruznice, odkial sa ¢astica rozptyluje do uhla 6. Integral cez
rozptylovy uhol 6 z veli¢iny (fl—‘;) tu potom da celkovi dizku priemetu terca
do smeru y.

(a) Urcte (42).

Do ktorého smeru sa odraza najviac Castic?

(b) Integraciou vysledku z ¢asti (a) urcte celkovy u¢inny prierez ¢. Okomen-
tujte, ¢i vysledok déava sihlas so zdravym rozumom. [2 body]

7. kvantovy rozptyl v jednom rozmere

Vychadzajic z prednasky a na zéklade zachovania toku hustoty pravdepo-

dobnosti dokdzte, Ze pre koeficienty odrazu a prechodu plati |r|? + [¢> = 1.
[2 body]

8. bonus priklad: Starkov jav v 1.rdde poruch. tedrie pre hladinu s n=3

Aké je degeneracia hladiny s n =37

Na zaklade rieseného prikladu A.1 kapitoly 12 v Zbierke (autori: Pigut, éerny,
Presnajder) vysvetlite slovne, k akému Stiepeniu tejto hladiny dochadza vo
vonkajSom elektrickom poli, a odkial to Stiepenie pochadza (¢ize ktoré ele-
menty poruchy st tu nenulové). Vo svojej odpovedi nemusite ni¢ pocitat, aj
ked iniciative sa medze nekladu. [2 body]

9. bonus priklad: klasicky rozptyl v troch rozmeroch



Vychadzajic z prednasky odvodte diferencidlny uc¢inny prierez pre klasicky
rozptyl na elipsoide, pricom castice dopadaji v smere hlavnej osi elipsoidu.
Vysledok zintegrujte cez priestorovy uhol a okomentujte, ¢i Vas celkovy
u¢inny prierez dava stuhlas so zdravym rozumom. [2 body]



