Priklady na domacu tlohu z kvantovej teoérie 2

Sada ¢.4
riesenia, prosim, odovzdajte do 28.05.2025

1. moment hybnosti
(a) Odvod'te matice J,, J, a J, - odporai¢am v tomto poradi - pre ireducibilnit
reprezentaciu (irrep) j = 2. Zac¢nite tym, ze urcite jej dimenzionalitu.

(b) Overte, ze plati [J,, J,| = iJ,.

(¢) Comu sa ma rovnaf sucet matic J2 + J7 4 J2? Overte, ze Vasa predpoved
je splnena.

(d) Je mozné medzi pifrozmernymi stavmi (o as sy, as)?, kde a; € C
a Zle |ai;|? = 1, identifikovat skalarny stav (taky, ¢o sa nebude menit pri
rotaciach) 7 Ak ano, urc¢te ho. Ak nie, preco nie. [2 body]

2. skaldarny sucin pri skladani dvoch vektorov

Priklad nadvézuje na skladanie dvoch vektorovych irreps z prednasky.

(a) Ukazte, ze pre vektorové polia 7 a r» nam naozaj zo skladania vychadza
ich tandardny skalarny sacin (x1xe 4+ y1y2 + 2129) pre stiradnicovi reprezen-
taciu stavu |00).

(b) Priamym vypoctom ukazte, Ze v uvazovanom skladani naozaj plati J.[00)
0 a takisto J_|00) = 0.

(¢) Predpokladajme, 7e méme pristroj (napr. Stern-Gerlach, ak by §lo o
spiny), ktory dokaze merat z-komponentu momentu hybnosti prvého vekto-
rového pola. S akou pravdepodobnostou odmeria m; = 0 pre vyssie spomi-
nany stav |00)?

S akou pravdepodobnostou odmeria m; = 0 pre stav |20) ?

S akou pravdepodobnostou odmeria m; = 0 pre stav |10) 7

Len kvoli intuicui, predstavme si, Ze by bol nabity W bozon zo standardného
modelu stabilny a mal mali hmotnost v porovnani s hmotnostou protonu.
(Ani jedno neplati. Rozpadd sa za menej ako biliontinu sekundy a jeho hmot-
nost je 80-krdt vicsia ako my,.) W bozén md spin 1, na rozdiel od elektronu
so spinom 1/2. Ak by bol stabilng, mohol by tvorit vodiku podobny atém a
nase otdzky v casti (¢) by sa tgkali takéhoto atdomu, kde orbitdlny moment



W bozonu by bol dany kvantovym cislom ¢ = 1. Skladanie orbitdilneho mo-
mentu hybnosti a spinu W bozonu do celkového momentu hybnosti W bozonu
by potom odpovedalo dvahdm v tomto priklade. [2 body]

3. skladanie momentov hybnosti

Uvazujme skladanie momentov hybnosti j; = 2 a jo = 1/2. Inymi slovami
uvazujme tenzorovy sicin tychto dvoch irreps. Urcte, aké irreps vychadzaju
pri tomto skladani. Overte, Ze sa nezmeni dimenzionalita zloZenej stustavy, ak
budeme namiesto reducibilnej bazy uvazovat ireducibilni. Najdite Clebsch-
Gordanove koeficienty pre transformaciu reducibilnej bazy na ireducibilnt.

Uvazujme atém vodika. S akou pravdepodobnostou nameriame elektronu
spin dolu, ak je elektron v stave s £ = 2 a jeho celkovy moment hybnosti

(od spinu aj od orbitalneho momentu hybnosti) je J = 5/2 s priemetom
M=1/27

Pozndmka: Spomente si, Ze toto skladanie by bolo potrebné, ak by sme ski-
mali Zeemanov jav pre elektron vo vodiku v druhom excitovanom stave. Co
sme nerobili a ani robit nebudeme, kedzZe by si to vyZadovalo pricu s 18-
rozmernymi maticami namiesto 8-rozmerngch pre prvy excitovany stav.

[2 body]

4. skladanie dvoch spinov 1/2

Precitajte si podkapitolu 16.3 v Zelenej knihe. Ak ju neméte v dosahu, link
je na stranke kurzu. Slovne dovysvetlujte, teda preukazte vlastné porozu-
menie poslednému vztahu: pre¢o pri rozptyle (Cize zrazke) dvoch elektronov

uvazujeme kvadrat rozdielu amplitid s vahou 3/4 a kvadrat suc¢tu amplitad
s vahou 1/4. [2 body]

5. operdtor rotdcie v reprezentdcii vinovymi funkciams

(a) Na prednagke sme definovali operator Uz(a) a odvodili jeho tvar v (si-
radnicovej) reprezentacii pomocou vinovych funkeii. Vysvetlite vyznam jeho
posobenia na vinovi funkciu a napiSte explicitne jeho tvar.

(b) Ako sa zjednodusi U pre rotaciu okolo osi z o uhol a?

Za operator L, dosad’te, Comu sa rovna vo sférickych premennych. Dostavate
"posunutie" azimutalneho uhla ¢ o uhol a7

Poznamka: Je uZitocné si predstavit, Ze U posobi na vinovi funkciu bodovej



castice - napr. elektronu v atome vodika - zadani vo sférickyjch suradniciach.

(¢) Nagrtnite v 3-d priestore hustotu pravdepodobnosti vyskytu elektronu v
atome vodika, kde elektron je v prvom excitovanom stave popisanom vlnovou
funkciou W(7) = Ae /2%y sinfcos ¢.

Pamydtdte si kvantové cisla tohto stavu?

(d) Ako by mal vyzeraf oblak pravdepodobnosti vyskytu elektronu po rotécii
atomu z Casti (¢) o 90° okolo osi z? Overte, ze operator rotacie Uz(g) naozaj
da tomu odpovedajicu vinova funkciu, ak posobi na W(7) z ¢asti (c).
VyuZite rozvoj do Taylorovho radu f(x +¢€) = eeﬁf(x).

(e) Podobne nacrtnite, ako by mal vyzerat oblak pravdepodobnosti vyskytu
elektronu po rotécii atomu z casti (¢) o vSeobecny uhol « okolo osi z.
[2 body]

6. operdator rotdcie v reprezentdcii vinovymi funkciams

(a) Vypoditajte posobenie operatora rotacie U, (a) na vlnovi funkciu volnej
Castice s ostrou hodnotou hybnosti (0, 0, p). Je vysledok v stlade so zdravym
sedliackym rozumom?

(b) Vypocitajte pdsobenie operatora rotacie Uﬁ(a) na vlnova funkciu elek-
tronu v atome vodika v zadkladnom stave. Je vysledok v silade so zdravym
sedliackym rozumom?

Dostavame rovnaky vysledok pre elektron v s-stave pre Tubovolni excitovaniu
hladinu? [2 body]

7. operdtor rotdcie v spinorovej reprezentdcii

(a) Overte, e plati Uz(a) = cos§ —i(sin§)7n -7, kde 7 a a su Tubovolné
a Uz(a) = eia®J/h,

Pre spinory J=9 = %5, a spravidla je teraz h = 1. PouZite nyn;o;0; =
n;n;d;j, co plynie zo 0,05 = 0;; + 1€;j5,0%.

(b) Zarotujte spin \/Li (_11) o uhol 90° okolo osi z. Co ste dostali? Je vysledok
v stilade so zdravym sedliackym rozumom? Ak si nepamdtdte, pripomente si
vlastné vektory Paulitho matic.

(¢) Uvazujte spin "hore" elektrénov po prechode cez vSeobecny SGg, kde
n = (sinfcosy, sinfsinp, cosf) je nejaky jednotkovy vektor definujuci
smer natocCenia SG pristroja. Zaposobte na uvazovany spinovy stav operé-



torom Uz(a). Co ste dostali? Je vysledok v silade so zdravym sedliackym
rozumom? Akym SG pristrojom by sme originalne (¢ize pred rotaciou, resp.
bez uvazovania rotécie) pripravili tento stav? [2 body]

8. matica hustoty
(a) Na prednaske sme v druhom motiva¢nom priklade uvazovali rozpad ¢as-
tice X s nulovym spinom na dva elektrony, pricom experiment meral iba
spinovy stav prvého elektronu. Ukazali sme, zZe tomuto elektréonu nemozno
priradit ¢isty spinovy stav. Jeho spinovy stav popisovala matica hustoty. Na-
piSte tato maticu.

(b) Teraz uvazujme, 7e Castica X ma spin 1 a s priemetom +1 do smeru z a
opat sa rozpada na dva elektrény, pricom meriame iba spinovy stav prvého
elektronu. Co mozno predpovedat o vysledku merania jeho spinového stavu?
Je to disty stav? Ak by sme sa rozhodli opisovat jeho spinovy stav maticou
hustoty, aky by mala tvar? NapiSte ju.

(¢) To isté ako v Casti (b), len uvazujme, 7e priemet spinu castice X do smeru
z je nula. [2 body]

9. matica hustoty

(a) Experimentéatori dostévaju zviizok elektronov a meraji na fiom spinovy
stav jednotlivych elektronov. Pomocou série merani im vychédzaji stredné
hodnoty S, = h/4, S, = h/4 a S, = 0. Co mozno predpovedat o spinovom
stave elektronov vo zviazku? Je to Cisty stav? Ak by sme sa rozhodli opisovat
uvazovany spinovy stav maticou hustoty, aky by mala tvar? NapiSte ju. Je
zvazok polarizovany? Ak ano, uréte absolitnu hodnotu jeho polarizécie.

(b) Co sa zmeni na odpovediach ¢asti (a), ak si merané stredné hodnoty S,
a S, vacsie faktorom V27

(¢) Je mozné merat S, # 0 a tento vysledok mat vykompenzovany nejakym
Sy tak, aby z toho vyslo, ze zvdzok je nepolarizovany? [2 body]

10. matica hustoty

Uvazujme polarizovany elektronovy zviizok s polarizaciou P = (P, Py, P.)
v statickom homogénnom magnetickom poli v smere osi z. Predpovedajte
stredni hodnotu energie elektronu vo zvézku. [2 body]



11. bonus priklad
Priklad nadvézuje na priklad 2.(a).
Ukazte, ze pre vektorové polia 7} a 75 nam naozaj zo skladania vychadza ich
vektorovy sudin pre siradnicovii reprezentaciu stavu |10). [2 body]



