
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie

Sada £.1

rie²enia, prosím, odovzdajte do za£iatku cvika 10.10.2025

1. fundamentálne kon²tanty
Zídu sa tu hodnoty ℏ = 1.054571800× 10−34 Js a c = 2.99792458× 108 m/s.
Presnú hodnotu ϵ0 v SI sústave si, prosím, zistite sami.

(a) Vypo£ítajte sú£in ℏc s presnos´ou na 5 platných miest a okomentujte,
akej percentuálnej nepresnosti sa dopustíme, ak budeme vo výpo£toch pou-
ºíva´ pre tento sú£in jeho pribliºnú hodnotu navrhnutú na cvi£ení.

(b) Napí²te (skúste spamäti) de�níciu bezrozmernej kon²tanty jemnej ²truk-
túry α .

(c) Napí²te jej pribliºnú £íselnú hodnotu v tvare 1/X, kde X je celé £íslo.
Odpovede (b), (c) si treba pamäta´.

(d) Vychádzajúc z rozmerov kon²tánt e2, ϵ0, ℏ a c v de�nícii dokáºte, ºe cou-
lomby, metre, sekundy kilogramy sa navzájom vykrátia a ponechajú veli£inu
α naozaj bezrozmernú.

(e) �o má bezrozmerná kon²tanta jemnej ²truktúry α fyzikálne spolo£né
s α £asticou, ke¤ºe sa rovnako volajú? Pomôcka je na konci bónusového
príkladu.

(f) Nakoniec vypo£ítajte, akej percentuálnej chyby sme sa dopustili pri uva-
ºovaní hodnoty α = 1/X a zaokrúhlení X na celé £íslo. [2 body]

2. vyuºitie sú£inu ℏc pri praktickom po£ítaní
Jednoduchá a ©ahko zapamätate©ná pribliºná numerická hodnota pre sú£in ℏc
nám umoº¬uje rýchlo po£íta´ bez kalkula£ky, ak sa ℏc vyskytuje v nejakom
výsledku a nám sta£í výsledok s presnos´ou na úrovni pár percent. Dokonca aj
ak sa ℏc vo výsledku nevyskytuje, ale je tam samotné ℏ, alebo c, pri rýchlom
po£ítaní môºe by´ uºito£ný trik roz²íri´ kon²tantu napr. ℏ na (ℏc)/c .
(a) Ur£te bez pouºitia kalkula£ky farbu (t.j. vlnovú d¨ºku) svetla prvej
(beºne najintenzívnej²ej) vidite©nej £iary v spektre atómu vodíka vychádza-
júc z En = E1/n

2 (n = 1, 2, 3, . . .) a E1 = −13.6 eV.
Nako©ko výsledok ná²ho po£ítania nemusí by´ super presný, kon²tanty moºno



zaokrúh©ova´ na pár percent. Napríklad 2π ≈ 6.3 alebo - ak sa naozaj ve©mi
ve©mi ponáh©ate - 2π ≈ 6 je na hranici akceptovate©nosti (ale nie je dobre si
zvyka´ aº na takúto hrubú aproximáciu).

(b) Podobne bez pouºitia kalkula£ky ukáºte, ºe v spektre vodíka sa nenachá-
dza ºltá £iara. [2 body]

3. vyuºitie sú£inu ℏc pri praktickom po£ítaní
(a) Bez kalkula£ky odhadnite/vypo£ítajte (z vy²²ie povedaného) £o najpres-
nej²ie hodnotu (αℏc/2aB), kde aB je Bohrov polomer spomenutý na pred-
ná²ke. Máme na mysli pouºitie pribliºných hodnôt pre α, ℏc a aB pri vý-
po£toch "na prstoch".

(b) Skúste odhadnú´ chybu výsledku.

(c) Vypo£ítajte teraz túto hodnotu e²te raz s presnos´ou na ²tyri platné
miesta, s pomocou kalkula£ky. Hodnotu aB s potrebnou presnos´ou bu¤ vy-
po£ítajte alebo pozrite na internete.

(d) Viete rozozna´, akej fyzikálnej veli£ine je rovný Vá² výsledok? Napadlo
by Vás to z pribliºného výsledku "na prstoch"? [2 body]

4. £astica na úse£ke - ortogonalita funkcií {Ψn(x)}
Toto je príklad z cvika, ktorý bol presko£ený. Ukáºte, ºe platí∫ L

0
Ψ∗

m(x)Ψn(x) dx = δmn, pre m, n = 1, 2, 3, . . . . [2 body]

5. £astica na úse£ke
(a) Na£rtnite vlnovú funkciu (v £ase t = 0) tretieho excitovaného stavu a
hustotu pravdepodobnosti výskytu £astice na úse£ke v tomto stave.
Dajte pozor na správny po£et hrbov a tieº na ich tvar, najmä v druhom prí-
pade: v blízkosti miním nemajú by´ ºiadne hroty.

(b) Sú miesta vo vnútri úse£ky, teda mimo krajných bodov, v ktorých je
nulová ²anca namera´ prítomnos´ £astice? Presnej²ie by sme mali hovori´
o týchto bodoch s ich mali£kým okolím, v ktorých nájdeme £asticu s takmer
nulovou pravdepodobnos´ou.
Ktoré body to sú?

(c) �o by ste odpovedali na otázku: Ako sa £astica v uvaºovanom stave pre-
súva po úse£ke medzi oblas´ami s ve©kou pravdepodobnos´ou výskytu, ak má
v ceste bod s nulovou (presnej²ie malú oblas´ s takmer nulovou) pravdepo-



dobnos´ou výskytu? [2 body]

6. limitné prípady k výsledkom pre rATOM a EATOM

(a) Vo výsledkoch pre rATOM a EATOM vystupuje rýchlos´ svetla c. To
zdanlivo vyzerá by´ v rozpore s tvrdením, ºe elektrón moºno uvaºova´ ako
nerelativistický. V nerelativistickej fyzike kon²tanta c nevystupuje, nerelati-
vistický opis dostávame z relativistického v limite c → ∞. Dosadením za
α ukáºte, ºe rATOM a EATOM nie sú v skuto£nosti závislé na c a teda sa
nezmenia, ak budeme uvaºova´ nerelativistickú limitu c → ∞.

(b) Klasickú mechaniku dostávame z kvantovej teórie v limite ℏ → 0. Vidno
to napríklad zo vz´ahu neur£itosti ∆x∆px ≃ ℏ. Moºno poveda´, ºe touto
limitou vypíname kvantovú povahu sveta.
�omu vychádza rovný rádový odhad pre EATOM a rATOM v tejto klasickej
limite?
Okomentujte, £i sú tieto výsledky v zhode s tým, £o o£akávame od klasickej
fyziky.

(c) �omu vychádza rovný rádový odhad energie a ve©kosti atómu v limite,
ke¤ hmotnos´ elektrónu me → 0 ?
Zamyslite sa nad ve©kos´ou atómu v limite, ke¤ me → 0 , ale nie je presne
rovné nule. Aký atóm vtedy dostávame? S akými dôsledkami pre ve©kos´
proteínov, buniek, ... ºivých bytostí, hviezd a planét, ak by existovali?
Existovali by atómy, keby elektrón nemal hmotnos´?
V sú£asnosti sme presved£ení, ºe elektrón má hmotnos´ v¤aka prítomnosti
nenulového Higgsovho po©a v celom priestore. Porozumie´ tomu viac moºno v
5.ro£níku na predná²ke o ²tandardnom modeli (�M). Objav Higgsovho bozónu
v r.2012 na urých©ova£i LHC tak nepriamo vniesol hlb²ie porozumenie aj do
pôvodu stability atómov. Pod©a �M bez Higgsovho po©a by mal elektrón nulovú
hmotnos´ a ako sme sa práve presved£ili, atómy by nevznikli. [2 body]

7. ´aº²ie atómy s jedným elektrónom
Uvaºujme jediný elektrón viazaný k jadru hélia, lítia, prípadne ¤al²ích ´aº-
²ích prvkov, vo v²eobecnosti s po£tom protónov v jadre rovným Z. Tieto
atómy sú teda £iasto£ne ionizované, ostal im uº len jeden elektrón. Ur£te,
£omu sú rádovo rovné typické väzbové energie elektrónu v takýchto atómoch
vo£i typickej energii elektrónu v atóme vodíka. Sú vä£²ie, men²ie, rovnaké?
Ko©kokrát? Dáva va²a odpove¤ zmysel?
Pomôcka: Prihliadnite na to, ºe moºno zopakova´ výpo£et z predná²ky s roz-



dielom, ºe teraz je potenciálna energia elektrónu rovná −(Zαℏc)/r.

(b) Ako je to s rádovým odhadom typického rozmeru takýchto £iasto£ne
ionizovaných atómov v porovnaní s rozmerom atómu vodíka? Sú tieto ióny
vä£²ie alebo men²ie? Ko©kokrát? Dáva va²a odpove¤ zmysel? [2 body]

8. spektrálne £iary ´aº²ích prvkov s £iasto£ne ionizovanými atómami s jed-
ným elektrónom
Na základe predchádzajúcej odpovede uvaºujte spektrálne £iary £iasto£ne
ionizovaného hélia. Je medzi nimi spektrálna £iara ºltej farby? V príklade 2.
ste mali odvodi´, ºe taká £iara v spektre vodíka nie je. Ako je to u (ionizova-
ného) hélia? [2 body]

9. £astica viazaná vo ²tvorci o strane L
Uvaºujme £asticu (v dvoch rozmeroch) viazanú na ²tvorec o strane L. Jej stav
s energiou Em,n = π2ℏ2

2mL2 (m
2+n2) je popísaný vlnovou funkciou Ψm,n(x, y) =√
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L
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L
.

(a) Aká je energia 1., 2. a 3. excitovaného stavu ako násobok E1 =
π2ℏ2
2mL2 ?

(b) Aká je degenerácia týchto stavov? [2 body]

10. £astica viazaná v kocke s hranou L
Zov²eobecnite tvrdenia predchádzajúceho príkladu na trojrozmerný prípad a
odpovedzte na tie isté otázky pre £asticu v troch rozmeroch viazanú v kocke
o hrane L. [2 body]

11. bonus príklad - princíp neur£itosti a gravita£ne viazané stavy
Aký je typický rozmer gravita£ne viazanej sústavy dvoch neutrónov, ak zo-
berieme do úvahy princíp neur£itosti? Ignorujme silnú aj zvy²kovú elektro-
magnetickú silu (kvôli kvarkom v neutróne).
Budú sa neutróny dotýka´, ke¤ºe sa gravita£ne pri´ahujú? [2 body]

Pomôcka k príkladu 1.(e): NI�.


