Priklady na domacu tlohu z kvantovej teérie

Sada ¢.2

riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku cvika 17.10.2025

1. castica na tusecke
Navrhnite vinova funkciu ¢astice, ktorej mozno namerat iba
(a) dve rozne hodnoty energie ) a 9F;, s pravdepodobnostami v pomere 1:1

(b) dve rozne hodnoty energie F; a 9F;, s pravdepodobnostami v pomere 1:9

(c) 8tyri rozne hodnoty energie Ey, F, E3 a Ej, s pravdepodobnostami v pomere
4:3:2:1. [2 body]

2. castica na usecke

Navrhnite vinovi funkciu ¢astice na tusecke, ktord bude popisovat ¢asticu, ktorej
mozno namerat iba dve rozne energie, pricom stredna hodnota merani energie na
vela takychto identicky pripravenych cCasticiach bude

(a) %Eﬁ

(b) 10E;.

(¢) Kolko roznych moznosti pre dvojice meranych energii existuje pre odpoved na
otazku (b)? Odpoved zddévodnite.

(d) Ktor& z moznosti v (¢) ma najmensiu strednt kvadr. odchylku AE? [2 body]

3. castica na usecke
1

UvaZujme stav v ¢ase ¢t = 0 dany vlnovou funkciou ®(z) = =5 (V1(z) + i¥s(z)).

(a) Nagrtnite hustotu pravdepodobnosti vyskytu tejto castice v ¢ase t = 0. V ndcrtku
dagte pozor na tvar chvostov a vdolia funkcie |®(x)|%.

(b) Napiste, comu je rovné ®(z, t > 0).

Je tato Castica v staciondrnom stave?

Ur¢te, ¢i je hustota pravdepodobnosti |®(z, t > 0)|* periodicka v ¢ase. Ak &no, urcéte
jej periodu T ako nasobok h/E;. V odpovedi venujte pozornost tomu, Ze perioda je
najkratsi interval, po ktorom sa funkcia "opakuje".

’ 2

(c) Nacrtnite Styri obrazky, ktorymi zdokumentujete, ako sa meni hustota pravde-
podobnosti vyskytu ¢astice pocas jednej periody pre ¢asy 0, T/4, T /2, 3T /4. (Prvy z
nich uZ mdte v casti (a).)

(d) Je stredné poloha Castice Z(t) pocas periody stale rovnaka alebo sa meni? Ak sa
meni, popiSte slovne, aky pohyb koné napr. voci stredu tisecky.

Je to harmonické kmitanie? Odpoved vysvetlite. Harmonické znamend zdvislost od
casu ako coswt alebo sinwt. [2 body]



4. castica na tisecke - staciondrne stavy

(a) Pre staciondrne stavy sme na prednaske predviedli vypo¢ty normovacej konstanty
vlnovej funkcie ¥, (z) a strednej hodnoty merania polohy. Po kazdé vyslo, ze vysledok
nezavisel od n. Okomentujte a slovne zdoévodnite, ¢i bude aj Az nezavislé od n.

(b) Vypocitajte > v kazdom z tychto stavov stredni kvadraticka odchylku pre meranie
polohy Az = (22 — 7?)Y/2. Dostavate zhodu so svojim tvrdenim v (a)?

(c¢) Nagrtnite hustotu pravdepodobnosti vyskytu ¢astice v stacionarnom stave v limite
n > 1.

Nacrtok motivuje k predpovedi, ze v tejto limite dostavame to isté Az ako pre
rovnomerné rozdelenie. Overte, Ze je tomu naozaj tak.

Treba k tomu osobitne vypocitat Ax pre rovnomerné rozdelenie ndhodnej premennej
x na intervale < 0, L >. [2 body]

5.= A10. Zbierka, str.17 tlacené verzia a str.15 pdf. Castica na usecke.
Aproximujte 7 elektrony v molekule hexatriénu Siestimi neinteragujucimi elektronmi
viazanymi na tsecku dlzky L a urcte rozdiel medzi energiou zakladného a prvého
excitovaného stavu takejto sistavy. Pozndmky: L = N x Al, kde N = 6 je po-
cet elektronov a Al = 0.289/2 = 0.1445 nm je strednd vzdialenost medzi atdomami
uhlika. Zardtané tu je vycnievanie elektronového oblaku z uhlikového retazca o diZku
Al/2 na kazdi stranu. Molekulu hexatriénu si tu mozno predstavit ako Sest osmiciek
vedla seba, kde sa dve susedné osmicky dotykaji, aZ mierne prekrijvaji. Odporicam
nakreslit si nacrtok. V uzle kaZdej osmicky je uhlik. Hustota pravdepodobnosti viskytu
m elektronov ma tvar tyjch osmiciek. Prekryvy osmiciek umoznuju pohyb m elekironov
napriec osmickams mimo uhlikového retazca, paralelne s nim.

V akej casti el-mag spektra st fotony z takychto prechodov? Porovnajte s experimen-
talnym idajom uvedenym v texte v Zbierke.

Je hexatrién vhodny ako farbivo? (T.j. odpoveda prechod pohlcovaniu elmag Ziarenia
z viditelného spektra?)

Aka podobné linearna molekula: dlhsia (viac atomov C) ¢i kratSia (menej atomov C),
by mohla byt vhodné ako farbivo vd'aka $tudovanému prechodu? [2 body]

6. Zbierka, priklad A1., str.44 (tlacend verzia) a str.33 (pdf).
Castica je na tsecke < 0, L > v stave s vlnovou funciou ¥(z) = Az(L — x).

(a) Nacrtnite vinovi funkciu ¢astice.
Nacrtnite hustotu pravdepodobnosti vyskytu tejto ¢astice na tisecke.
Bez pocitania urc¢te strednt hodnotu merania polohy castice.

(b) Vypocitajte normovaciu konstantu A.
Odporicame pritom polozit L = 1 a vyuZit beta funkciu fol =tM1-t)Ndt = % .
Do visledku dodajgte sprdvnu mocninu L.

(¢) Vypocitajte pravdepodobnost P(FE;) namerat Castici v tomto stave energiu za-
kladného stavu Fj.



o0

o1 V(). Urcime

Pomécka: treba k tomu vypocitat koeficient c1 v rozvoji V() =Y
ho vdaka ortogonalite funkcii WV, (z) dokazovanej v minulej di.

(d) Co sa da bez pocitania povedat o P(E,)?
(e) Co sa dé bez pocitania povedat o P(FEs)?

(f) Ako suvisi V4§ vysledok pre P(FE;) s tvarom funkcie ¥(x) podobnému tvaru
Uy (z)? [2 body]

7. = A11 Zbierka str.16 (tlacena verzia) a str.19 (pdf).

Elektron je viazany na tsecke a nachadza sa v zédkladnom stave. Vyjadrite silu, ktorou
treba zvonka posobit na krajné body usecky. M4 tseCka s elektronom tendenciu sa
rozopniut alebo sa stiahnut?

Ndvod: Ako zdvisi energia od diZky secky L?

Ak sa dlzka zvicsi na L+ dL, ako sa zment energia do prvého rddu v dL?

Kto kond prdcu pri roztiahnuti usecky z L na L + dL : elektron na vonkajsi svet,
alebo vonkajsi svet na elektron? Ako pomocou sily vyjadrit tito prdacu? [2 body]

8. nadvdzuje na predchddzajici priklad
Porovnajte silu F; z vysledku prikladu 7. s Coulombovou silou F, na elektréon vo
vzdialenosti L od kladne nabitého jadra v atéme vodika.

Okomentujte, ¢i je dovod ocakavat, ze niektora z tychto dvoch sil je zjavne vicsia nez
druhé.

Numericky vypocitajte pomer Fy/F, pre L =a; = 0.5 x 107m (Bohrov polomer).
Pri vypocte nechceme pouZivaf kalkulatku, ak netreba. Preto doplitte vyraz s €2 /4me

na bezrozmerni hodnotu a = 1/137, a vyuzite zndmu hodnotu sacinu hic a m.c?.

[2 body]

9. castica na usecke: prechod ku klasickej fyzike

a) Nech je Gastica v stave popisanom vlnovou funkciou W(z) = A M W, (z), kde
VU, (z) = \/2/L sin nx a A je normovacia konstanta. Jednotky dizky sme zaviedli
také, ze v nich L = 7 = 3.14 a sin *F* sa zjednodus$i na sin nx.

Nechajte si vykreslit ttto funkciu nejakym grafickym programom (posta¢i napr. zadat
ju do Google Search s hodnotou A=1, a vhodne nastavit §kdlovanie na osiach obrazka)
a obrazok zhruba prekreslite pre €< 0, 3.14 >. MoZno povedat, ze tato Castica sa

nachadza v nejakom tzkom intervale na usecke? Ak ano, kde?
(b) Uréte normovaciu konstantu A funkcie ¥(z).

(c) To isté, ¢o v (a), len teraz W(z) = A L% (=1)"T,(2) (alternuji znamienka).
Kde je zhruba lokalizované ¢astica v tomto stave?

(d) Navrhnite svoju vlastni normovanu superpoziciu réznych dvadsiatich funkcif
U, (xz) s n > 1, aby bola Castica v tomto stave lokalizovana v tesnom okoli stredu



usecky. Znézornite si ju graficky na pocitaci a priblizne prekreslite do rieSenia, alebo
vytlacte vas obrazok.

Ndvod: Mozno sa napr. poucil z tvaru V,(x). Ktoré z nich a s akgm znamienkom
mazximalizuji pravdepodobnost vijskytu castice v polovici usecky? [3 body]

10. bonus priklad: nerelativistickd vs. relativistickd castica, de Broglieho vinovd diZka
(a) Elektron je z pokoja urychleny potencidlovym rozdielom 1V a dalej leti volny
(t.j. bez pritomnosti vonkajsieho pola). Akt ma energiu? (PouZite priatelské jednotky,
a nie SI.)

Vypodéitajte de Broglieho vinovii dizku A tohto elektréonu. Odpovedzte bez pouZitia
kalkulacky, vhodnygm rozsirenim zlomku pre X obetujic presnost pdr percent.

(b) Ako sa $kaluje vypocitana A vo¢i potencidlovému rozdielu? Bez podcitania urcéte
na zaklade vypoc¢tu v ¢asti (a) de Brogliecho vlnova dlzku pre elektron urychleny
z pokoja potencidlovym rozdielom 2-krat vacsim, t.j. 2 V. Pripadne vo vSeobecnosti
k-nasobne vAcSim.

(¢) Mozno analogicky k casti (b) ur¢if de Broglicho vlnovi dizku aj pre elektron
urychleny z pokoja potencidlovym rozdielom milionkrat vacsim, t.j. 1MV 7 Aka je
vlnova dlzka takéhoto elektrénu?

(d) Aka je vlnova dizka elektronu urychleného z pokoja potencidlovym rozdielom
1GV? Mozno v rieseni zanedbat m.c* voci energii urijchleného elektronu? Ak dno,
tak to urobte.

(e) Aka je vinova dlzka elektronu urychleného z pokoja potencidlovym rozdielom
2 GV ? Odpovedzte bez pocitania pomocou vijsledku v (d).

(f) Porovnajte skdlovanie A voéi potencidlovému rozdielu AV v (e) so skalovanim v
(b).

Preco sa vysledok z ¢asti (¢) neskaluje ani podla (b) ani podla (e)? T.j. pre¢o v Casti
(c) nie je A homogénnou funkciou AV?

Skdlovanie tu znamend, Ze A je homogénna funkcia potencidlového rozdielu AV : pre
potencidlovy rozdiel AV zmenenyj na kAV je X zmenené na k®\. « je potom Skdlovact
exponent, resp. stupern. homogenity. [2 body]



