
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie

Sada £.2

rie²enia, prosím, odovzdajte do za£iatku cvika 17.10.2025

1. £astica na úse£ke
Navrhnite vlnovú funkciu £astice, ktorej moºno namera´ iba
(a) dve rôzne hodnoty energie E1 a 9E1, s pravdepodobnos´ami v pomere 1:1

(b) dve rôzne hodnoty energie E1 a 9E1, s pravdepodobnos´ami v pomere 1:9

(c) ²tyri rôzne hodnoty energie E1, E2, E3 a E4, s pravdepodobnos´ami v pomere
4:3:2:1. [2 body]

2. £astica na úse£ke
Navrhnite vlnovú funkciu £astice na úse£ke, ktorá bude popisova´ £asticu, ktorej
moºno namera´ iba dve rôzne energie, pri£om stredná hodnota meraní energie na
ve©a takýchto identicky pripravených £asticiach bude
(a) 5

2
E1;

(b) 10E1.

(c) Ko©ko rôznych moºností pre dvojice meraných energií existuje pre odpove¤ na
otázku (b)? Odpove¤ zdôvodnite.

(d) Ktorá z moºností v (c) má najmen²iu strednú kvadr. odchýlku ∆E ? [2 body]

3. £astica na úse£ke
Uvaºujme stav v £ase t = 0 daný vlnovou funkciou Φ(x) = 1√

2
(Ψ1(x) + iΨ2(x)).

(a) Na£rtnite hustotu pravdepodobnosti výskytu tejto £astice v £ase t = 0. V ná£rtku
dajte pozor na tvar chvostov a údolia funkcie |Φ(x)|2.
(b) Napí²te, £omu je rovné Φ(x, t > 0) .
Je táto £astica v stacionárnom stave?
Ur£te, £i je hustota pravdepodobnosti |Φ(x, t > 0)|2 periodická v £ase. Ak áno, ur£te
jej periódu T ako násobok ℏ/E1. V odpovedi venujte pozornos´ tomu, ºe perióda je
najkrat²í interval, po ktorom sa funkcia "opakuje".

(c) Na£rtnite ²tyri obrázky, ktorými zdokumentujete, ako sa mení hustota pravde-
podobnosti výskytu £astice po£as jednej periódy pre £asy 0, T/4, T/2, 3T/4. (Prvý z
nich uº máte v £asti (a).)

(d) Je stredná poloha £astice x(t) po£as periódy stále rovnaká alebo sa mení? Ak sa
mení, popí²te slovne, aký pohyb koná napr. vo£i stredu úse£ky.
Je to harmonické kmitanie? Odpove¤ vysvetlite. Harmonické znamená závislos´ od
£asu ako cosωt alebo sinωt. [2 body]



4. £astica na úse£ke - stacionárne stavy
(a) Pre stacionárne stavy sme na predná²ke predviedli výpo£ty normovacej kon²tanty
vlnovej funkcie Ψn(x) a strednej hodnoty merania polohy. Po kaºdé vy²lo, ºe výsledok
nezávisel od n. Okomentujte a slovne zdôvodnite, £i bude aj ∆x nezávislé od n.

(b) Vypo£ítajte v kaºdom z týchto stavov strednú kvadratickú odchýlku pre meranie
polohy ∆x = (x2 − x2)1/2. Dostávate zhodu so svojím tvrdením v (a)?

(c) Na£rtnite hustotu pravdepodobnosti výskytu £astice v stacionárnom stave v limite
n ≫ 1.
Ná£rtok motivuje k predpovedi, ºe v tejto limite dostávame to isté ∆x ako pre
rovnomerné rozdelenie. Overte, ºe je tomu naozaj tak.
Treba k tomu osobitne vypo£íta´ ∆x pre rovnomerné rozdelenie náhodnej premennej
x na intervale < 0, L >. [2 body]

5.= A10. Zbierka, str.17 tla£ená verzia a str.15 pdf. �astica na úse£ke.
Aproximujte π elektróny v molekule hexatriénu ²iestimi neinteragujúcimi elektrónmi
viazanými na úse£ku d¨ºky L a ur£te rozdiel medzi energiou základného a prvého
excitovaného stavu takejto sústavy. Poznámky: L = N × ∆ℓ , kde N = 6 je po-
£et elektrónov a ∆ℓ = 0.289/2 = 0.1445 nm je stredná vzdialenos´ medzi atómami
uhlíka. Zarátané tu je vy£nievanie elektrónového oblaku z uhlíkového re´azca o d¨ºku
∆ℓ/2 na kaºdú stranu. Molekulu hexatriénu si tu moºno predstavi´ ako ²es´ osmi£iek
ved©a seba, kde sa dve susedné osmi£ky dotýkajú, aº mierne prekrývajú. Odporú£am
nakresli´ si ná£rtok. V uzle kaºdej osmi£ky je uhlík. Hustota pravdepodobnosti výskytu
π elektrónov má tvar tých osmi£iek. Prekryvy osmi£iek umoº¬ujú pohyb π elektrónov
naprie£ osmi£kami mimo uhlíkového re´azca, paralelne s ním.

V akej £asti el-mag spektra sú fotóny z takýchto prechodov? Porovnajte s experimen-
tálnym údajom uvedeným v texte v Zbierke.
Je hexatrién vhodný ako farbivo? (T.j. odpovedá prechod pohlcovaniu elmag ºiarenia
z vidite©ného spektra?)
Aká podobná lineárna molekula: dlh²ia (viac atómov C) £i krat²ia (menej atómov C),
by mohla by´ vhodná ako farbivo v¤aka ²tudovanému prechodu? [2 body]

6. Zbierka, príklad A1., str.44 (tla£ená verzia) a str.33 (pdf).
�astica je na úse£ke < 0, L > v stave s vlnovou funciou Ψ(x) = Ax(L− x).

(a) Na£rtnite vlnovú funkciu £astice.
Na£rtnite hustotu pravdepodobnosti výskytu tejto £astice na úse£ke.
Bez po£ítania ur£te strednú hodnotu merania polohy £astice.

(b) Vypo£ítajte normovaciu kon²tantu A.
Odporú£ame pritom poloºi´ L = 1 a vyuºi´ beta funkciu

∫ 1

0
= tM(1−t)Ndt = M !N !

(M+N+1)!
.

Do výsledku dodajte správnu mocninu L.

(c) Vypo£ítajte pravdepodobnos´ P (E1) namera´ £astici v tomto stave energiu zá-
kladného stavu E1.



Pomôcka: treba k tomu vypo£íta´ koe�cient c1 v rozvoji Ψ(x) =
∑∞

n=1 cnΨn(x). Ur£íme
ho v¤aka ortogonalite funkcií Ψn(x) dokazovanej v minulej dú.

(d) �o sa dá bez po£ítania poveda´ o P (E2) ?

(e) �o sa dá bez po£ítania poveda´ o P (E3) ?

(f) Ako súvisí Vá² výsledok pre P (E1) s tvarom funkcie Ψ(x) podobnému tvaru
Ψ1(x)? [2 body]

7. = A11 Zbierka str.16 (tla£ená verzia) a str.19 (pdf).
Elektrón je viazaný na úse£ke a nachádza sa v základnom stave. Vyjadrite silu, ktorou
treba zvonka pôsobi´ na krajné body úse£ky. Má úse£ka s elektrónom tendenciu sa
rozopnú´ alebo sa stiahnu´?

Návod: Ako závisí energia od d¨ºky úse£ky L?
Ak sa d¨ºka zvä£²í na L+ dL, ako sa zmení energia do prvého rádu v dL?
Kto koná prácu pri roztiahnutí úse£ky z L na L + dL : elektrón na vonkaj²í svet,
alebo vonkaj²í svet na elektrón? Ako pomocou sily vyjadri´ túto prácu? [2 body]

8. nadväzuje na predchádzajúci príklad
Porovnajte silu F1 z výsledku príkladu 7. s Coulombovou silou F2 na elektrón vo
vzdialenosti L od kladne nabitého jadra v atóme vodíka.

Okomentujte, £i je dôvod o£akáva´, ºe niektorá z týchto dvoch síl je zjavne vä£²ia neº
druhá.

Numericky vypo£ítajte pomer F2/F1 pre L = a1 = 0.5× 10−10m (Bohrov polomer).
Pri výpo£te nechceme pouºíva´ kalkula£ku, ak netreba. Preto dopl¬te výraz s e2/4πϵ0
na bezrozmernú hodnotu α = 1/137, a vyuºite známu hodnotu sú£inu ℏc a mec

2.
[2 body]

9. £astica na úse£ke: prechod ku klasickej fyzike
a) Nech je £astica v stave popísanom vlnovou funkciou Ψ(x) = A

∑110
n=91Ψn(x), kde

Ψn(x) =
√

2/L sin nx a A je normovacia kon²tanta. Jednotky d¨ºky sme zaviedli
také, ºe v nich L = π = 3.14 a sin nπx

L
sa zjednodu²í na sin nx.

Nechajte si vykresli´ túto funkciu nejakým gra�ckým programom (posta£í napr. zada´
ju do Google Search s hodnotou A=1, a vhodne nastavi´ ²kálovanie na osiach obrázka)
a obrázok zhruba prekreslite pre x ∈< 0, 3.14 >. Moºno poveda´, ºe táto £astica sa
nachádza v nejakom úzkom intervale na úse£ke? Ak áno, kde?

(b) Ur£te normovaciu kon²tantu A funkcie Ψ(x).

(c) To isté, £o v (a), len teraz Ψ(x) = A
∑110

n=91(−1)nΨn(x) (alternujú znamienka).
Kde je zhruba lokalizovaná £astica v tomto stave?

(d) Navrhnite svoju vlastnú normovanú superpozíciu rôznych dvadsiatich funkcií
Ψn(x) s n ≫ 1, aby bola £astica v tomto stave lokalizovaná v tesnom okolí stredu



úse£ky. Znázornite si ju gra�cky na po£íta£i a pribliºne prekreslite do rie²enia, alebo
vytla£te vá² obrázok.
Návod: Moºno sa napr. pou£i´ z tvaru Ψn(x). Ktoré z nich a s akým znamienkom
maximalizujú pravdepodobnos´ výskytu £astice v polovici úse£ky? [3 body]

10. bonus príklad: nerelativistická vs. relativistická £astica, de Broglieho vlnová d¨ºka
(a) Elektrón je z pokoja urýchlený potenciálovým rozdielom 1V a ¤alej letí vo©ný
(t.j. bez prítomnosti vonkaj²ieho po©a). Akú má energiu? (Pouºite priate©ské jednotky,
a nie SI.)
Vypo£ítajte de Broglieho vlnovú d¨ºku λ tohto elektrónu. Odpovedzte bez pouºitia
kalkula£ky, vhodným roz²írením zlomku pre λ obetujúc presnos´ pár percent.

(b) Ako sa ²káluje vypo£ítaná λ vo£i potenciálovému rozdielu? Bez po£ítania ur£te
na základe výpo£tu v £asti (a) de Broglieho vlnovú dlºku pre elektrón urýchlený
z pokoja potenciálovým rozdielom 2-krát vä£²ím, t.j. 2V. Prípadne vo v²eobecnosti
k-násobne vä£²ím.

(c) Moºno analogicky k £asti (b) ur£i´ de Broglieho vlnovú d¨ºku aj pre elektrón
urýchlený z pokoja potenciálovým rozdielom miliónkrát vä£²ím, t.j. 1MV? Aká je
vlnová d¨ºka takéhoto elektrónu?

(d) Aká je vlnová d¨ºka elektrónu urýchleného z pokoja potenciálovým rozdielom
1GV? Moºno v rie²ení zanedbat mec

2 vo£i energii urýchleného elektrónu? Ak áno,
tak to urobte.

(e) Aká je vlnová d¨ºka elektrónu urýchleného z pokoja potenciálovým rozdielom
2GV? Odpovedzte bez pocítania pomocou výsledku v (d).

(f) Porovnajte ²kálovanie λ vo£i potenciálovému rozdielu ∆V v (e) so ²kálovaním v
(b).
Pre£o sa výsledok z £asti (c) ne²káluje ani pod©a (b) ani pod©a (e)? T.j. pre£o v £asti
(c) nie je λ homogénnou funkciou ∆V ?
�kálovanie tu znamená, ºe λ je homogénna funkcia potenciálového rozdielu ∆V : pre
potenciálový rozdiel ∆V zmenený na k∆V je λ zmenené na kαλ. α je potom ²kálovací
exponent, resp. stupe¬ homogenity. [2 body]


