Priklady na domacu tlohu z kvantovej teérie

Sada ¢.3

riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku cvika 24.10.2025

1. volnd castica: jednoduchd superpozicia

VoIna ¢astica s vinovou funkciou normovanou na konecny (obrovsky) interval dlzky
L a periodickymi okrajovymi podmienkami je vo vSeobecnosti v ¢ase ¢t = 0 popisana
vinovym balikom 3" ¢, ¥, , kde stav s ostrou hodnotou hybnosti ¥, = eP»*/"/ VL.
Hybnost je diskrétna (nie spojita), aby spliala periodické okrajové podmienky: p, =
%hn, n € Z .V tomto priklade uvazujme, ze tento balik sa redukuje na superpoziciu

dvoch vin
\I[(ZL‘) — % (Ceiqx/h+%67iqm/h)7

+

kde hybnost ¢ > 0 je nejakym velkym celo¢iselnym néasobkom 2%” (ide tu opat len

o splnenie periodickiyjch okr. podmienok, zdroven to zarucuje ortogondlnost rovinngch
vin, z ktoryjch sa skladd nasa superpozicia).

(a) Urcte vSetky mozné hodnoty ¢ pre spravne normovana ¥(z).
(b) Aka je pravdepodobnost, ze pri merani hybnosti v stave W nameriame hybnost
q, hybnost —q, hybnost 2¢, hybnost s absoltitnou hodnotou
rovnou ¢q?
(c) Ak4 je stredna hodnota hybnosti ¢astice v stave W ?
(d) Aka je neur¢itost hybnosti Ap castice v stave U7
(e) Co by ste odpovedali na otazku, aka je hybnost Castice v stave W ?
(f) Aké energie mozno namerat v stave ¥ a s akou pravdepodobnostou?
Co by ste odpovedali na otazku, aka je energia Castice v stave U7
(g) Castici v stave ¥ sme namerali hybnost g.
Na tejto istej ¢astici budeme potom merat hybnost aj druhykrat.
S akou pravdepodobnostou akt hybnost nameriame?
(h) Nech U(x) = W(z,t = 0). Napiste U(x,t) pre t > 0.
Zmenia sa v neskorSom ¢ase odpovede na niektoré z otazok (b)-(g)? Na ktoré sa
zmenia a na ktoré sa nezmenia?
(i) Zavisi niektora z odpovedi na velkosti intervalu L ? Preco nie?
(j) Vysvetlite, ¢ je na zaciatku uvazovana Castica v stacionarnom stave. [4 body]

2. volnd castica: gaussovsky vinovy balik

Na prednaske sme vysvetlili, Ze vhodnym balikom na popis volnej ¢astice v labaku
je gaussovsky balik. Hybnost ¢astice je vtedy centrovana na kg s neurcitostou Ak a
zaroven je Castica lokalizovana v priestore s neurcitostou Ax.

Uvedené vlastnosti ma balik ¢, = Ae~(k—k0)?/[4(Ak)%)]

Pozndamka: 'V tomto priklade piseme vSade normovaciu konstantu ako A, aj ked pri

dpravdch dojde k jej zmene. Presnij vijraz pre A tu nie je pre nds podstatni.



(a) Vypocitajte, az na normovaciu konStantu, vlnovi funkciu balika v ¢ase t = 0,
t.J. integral W(z) = [* ¢, Uy(x) dk.

Podobne ako na prednagke vyuzite pomocny integral ffooo e~ Pz (; — BeP/(4a),
Pozndmky: Aby integrdl konvergoval, poZadujeme o > 0. Velicina B bude v dalSom
nepodstatnd, ale pre poriadok B = \/m/ca. Vo vipocte integrdlu staci vykonat substi-
ticiu integracnej premennej za k — ko a aplikovat vzorec. VSimnite si, Ze u nds je [
rijdzo imagindrna, ¢o ndm tu nevadi.

(b) Napiste |¥(z)|? a porovnajte tuto hustotu pravdepodobnosti vyskytu astice s
gaussovskym rozdelenim g,(z) = Ae‘xz/Qc’Q, pre ktoré je Ax = o. Comu je rovna
stredna kvadratickd odchylka merania polohy nasSej Castice?

Comu je rovny sucin Az Ap, kde Ap = hAk? Je splneny princip neurcitosti, podla
ktorého - ako ukdZeme neskor - ma byt Az Ap > h/27

(c) Napiste vztah (vzorec), podla ktorého po¢itame vlnova funkciu tejto castice v
neskorSom case.

V integrali nahradte e'**=«®)t) faktorom eil(k—ko)z—(wk)=wolll kypli substittcii v
dalsom kroku. Pred integral potom pridame e'For=«oll &5 sa presne krati s do-
pisanym vyrazom v podintegralnej funkcii. V dalSom kroku uvazte, ze w(k) =
wo + (k — ko) %2 |5y, + 2(k — ko)z‘foM:km kde wy = w(ko), prva derivacia je gru-
pova rychlost a druhd derivacia je konStanta % Teraz uz mozeme vypocitat integral
U(z, t) obycajnym dosadenim do pomocného vzorca z Casti (a). Urobte to. Nebojte
sa dlhsieho vijrazu vo vysledku. Zjavne pomoze starostlivo si napisat bokom, comu sa
teraz rovnd o a comu f3.

(d) Po krateni $tvorkou je menovatel exponentu rovny @ + 2% Vyglo vam to
tiez?

Predstavme si ho v tvare a + ib, kde a, b € R. (Konkréine a = 1/(Ak)> a b =
2ht/m.) Jeho imagindrna ¢ast je menSou komplikaciou, lebo nas zaujima vysledok
pre |U(z, ¢)|?. Urobime preto nasledovnii ipravu exponenta — (z — vyt)?/(a +ib) =
—(z—vyt)*(a—1ib)/(a®+b*). Imaginarna Cast zjavne prispieva iba do fazy komplexnej
funkcie U(z, t) a kvadrat absolitnej hodnoty |¥(z, t)|* od nej nezavisi. Z exponenta
ostane podstatna len jeho realna ¢ast — (z—vyt)?a/(a*+b*) = —(x—v,t)?/(a+b*/a),
kde a preslo do menovatela menovatela. Pomocou tychto dprav odvodte vyraz pre

W (z, ).
Ked7e je to gaussovské rozdelenie a premennd x je iba v exponente, stac¢i tu napisat
|U(x, t)]* v tvare A-exp]...], kde vagou tilohou je napisat exponent a ziskat vhlad do

toho, ¢o tu znamena.'

(e) Fyzika: vysledok pre |¥(z, t)|*> nam hovori o ¢asovom vyvoji balika odvode-
ného/napisaného v casti (b) pre t = 0. Dosad'te do vysledku v (d) za ¢as t = 0

!Normovacia konstanta A je tu menej podstatnd, lebo nezavisi od x. Obsahuje v8ak Sirku o a
t4 sa meni v Case, preto aj A, vyska gaussovského hrbu, zévisi na Case. Zdravy rozum d&, ze pri
zachovani normovania, ak sa zmeni §irka hrbu, musi sa zmenit aj jeho vyska. Napr. ak sa hrb rozsiri,
musi sa znizit. Ak by sme urobili cely vypocet v iplnosti aj s normovanim, a spravne, malo by nam
nakoniec vyjst spravne aj A(t), t.j. v tvare 1/v/2m o(t), kde o(t) bude v zhode so ¢(t)? v menovateli
exponenta.



a otestujte, ¢i mate zhodu s (b).

7 Cditatela exponentu urcte, ¢omu je rovna strednd hodnota polohy ¢astice v Case
t>0.

Z menovatela exponentu urcte, comu je rovné Az pre nasu ¢asticu v ¢ase t > 0.

(f) Podrobnejsou analyzou Ax(t) vidime, Ze druhy ¢len je pre malé ¢asy zanedbatelny,
a naopak, pre velmi velké ¢asy je dominantny. V akom case, priblizne, sa tieto dva
rezimy vystriedaju? Ozna¢me ho ako tg. Je to teda priblizne, rddovo, cas, kedy st
dva ¢leny v Az(t) rovnakeé.

(g) Nacrtnite hustotu pravdepodobnosti vyskytu Castice |¥(z, t)|*> v samostatnych
nacrtkoch pre rozne casy. Prvy nacrtok nech je v ¢ase t; = 0. Druhy v ¢ase 1, kde
ty > t1, avsak to < tg. Treti nacrtok v Case t3 > to, avSak uz t3 > tg. Nakoniec Stvrty
nacrtok pre ty; > t3. Dajte si zdlezat na detailoch nacértku: vyske a sirke hustoty
pravdepodobnosti: pamétajte, ze v kazdom c¢ase ma byt normovana na jednotkovi
pravdepodobnost vyskytu na celej realnej osi. [6 bodov]

3. nadvdzuje na predchddzajici priklad

(a) Uréte tg 2z prikladu 2. pre elektron s Apc ~ 1 meV (milielektronvolt). Predpokla-
dajme, Ze elektron je v ¢ase t = 0 emitovany do volného priestoru bez poli (napr.
bez elektrického pol'a) a jeho stav je popisany vlnovou funkciou v tvare gaussa ako v
priklade 2.

(b) K odhadu jeho rychlosti predpokladajme, Ze pri emisii dostane elektron kineticku
energiu 1eV. Aku vzdialenost preleti predtym, nez sa za¢ne rozplyvat podla zéakonov
kvantovej mechaniky? Mne vyslo 600 m a pouzil som h = 410" eV s. [2 body]

4. elektron v atome vodika - v zdkladnom stave
(a) NapiSte vlnova funkciu elektronu v atome vodika v zékladnom stave.

(b) Uvazujme pravdepodobnost dP(r) = p(r)dr, s akou najdeme elektréon v medzi-
gulovej vrstvicke s polomerom 7 a hrabkou dr. Vychadzajtuc z odpovede v Casti (a)
napiSte, ¢omu sa rovna p(r). Potom overte, 7e hustota pravdepodobnosti p(r) ma
maximum pre r = ag (Bohrov polomer) - ako bolo povedané na prednéske.

(c) Ak by ste mali iba jeden pokus najst elektron v experimente, kde (t.j. v ktorej
infinitezimélne malej kocke o stranach dx, dy a dz) by bola najvicsia Sanca najst ho?
To isté inymi slovami: do ktorého miesta = kocky o rozmeroch dx x dy x dz by ste si
nanho najskor "posvietili" 7 Bolo by to miesto nachadzajice sa niekde v medzigul ove;j
vrstvicke s polomerom rovnym ag ?

(d) Vypoéitajte stredné hodnoty 7 a 2 vychadzajic z p(r) . Pozndmka: treba tu pouZit
spravne normovani vinovi funkciu.

Comu vychadza rovné Ar = /72 — 727 Slovne interpretujte vysledok pre Ar vo
vztahu k experimentu, ak by taky bol, ktory by dokéazal merat pritomnost elektrénu
v individuélnych medzigulovych vrstvickach.

(e) Na zaklade sférickej symetrie Wygo(r) z Casti (a) rozhodnite, Gomu je rovna stredna



hodnota T z merani stradnice x elektronu na vela atomoch vodika (s elektronom v
zékladnom stave). Podobne urcte 7 a Z.

7 Gasti (d) pozname 72, pricom r2 = 22 + y2 + 22 = 22 + 32 + 22, Na zaklade symetrie
okomentujte, ¢ a ako sa lisia 22, y2 a 22. Potom zo spomenutych strednych hodnot
uréte Az = 22 — 7%, a podobne Ay a Az. Slovne vysvetlite fyzikalny vyznam
vysledku pre uvazované merania. [4 body]

5. nadvdzuje na predchddzajici priklad
Prosim pozrite influencera vo videu

https://www.youtube.com/watch?v=M--6_0F62pQ

v Case videa 08:46 az 10:00 min. Strucne vysvetlite, preco je jeho vyklad nespravny.
[2 body]

6. overenie vinovych funkcit v minulosti spadnutych z oblakov
(a) Overte, 7e vlnové funkcie stacionarnych stavov pre Casticu na tsecke vyhovuja
bez¢asovej SchR. Pre akt energiu?

(b) Overte, Ze vinové funkcie stavov volnej ¢astice s ostrou hybnostou p vyhovuja
bez¢asovej SchR. Pre akt energiu? [4 body]

7. bonus priklad
(a) Na prednéske sme predviedli pat prikladov vlnového balika pre volnu ¢asticu. ( Z
toho dva, konkrétne c(k) = d(k — ko) a c(k) =konst. si trividlne. ) Nalrtnite teraz

priebeh funkcie
ce(k) = konst.

(k—ko)?

(b) Ak cg(k) definuje vinovy balik, tipnite si, ako priblizne bude vyzerat ¥ (z) opi-
sujica stav Castice, na zaklade balikov prebratych na prednéske. Nacrtnite ReW(z),
t.j. jej redlnu cast.

(c) Aky integral treba spoé¢itat pri presnom urceni vinovej funkcie tohto Siesteho
balika? Integral staci napisat. Ak to viete a mate dostatok ¢asu, vypocitajte ho za
extra 2 body. Napr. prechodom do komplexnej roviny v premennej k. V zasade tu
vSak nechceme davat doraz na vypocet integralu.

(d) Pre Ak > 0 plati
— "k =1 Ake Akl
1+ 2z
—00 (Ak})2
Zo znalosti integralu nacrtnite ReW(x) tejto volnej Castice a porovnajte s (b).
(e) Preco je cg(k) menej vhodna na opis volnej Castice ako cq(k)?

Pripomerime, Ze cy(k) opisovala gaussovsky balik, vid vvod do prikladu 2.
[2 body + 2 body za integral]



