
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie

Sada £.3

rie²enia, prosím, odovzdajte do za£iatku cvika 24.10.2025

1. vo©ná £astica: jednoduchá superpozícia
Vo©ná £astica s vlnovou funkciou normovanou na kone£ný (obrovský) interval d¨ºky
L a periodickými okrajovými podmienkami je vo v²eobecnosti v £ase t = 0 popísaná
vlnovým balíkom

∑
n cnΨpn , kde stav s ostrou hodnotou hybnosti Ψpn = eipnx/ℏ/

√
L .

Hybnos´ je diskrétna (nie spojitá), aby sp¨¬ala periodické okrajové podmienky: pn =
2πℏ
L
n, n ∈ Z . V tomto príklade uvaºujme, ºe tento balík sa redukuje na superpozíciu

dvoch v¨n

Ψ(x) = 1√
L

(
c ei qx/ℏ + i

2+i
e−i qx/ℏ

)
,

kde hybnos´ q > 0 je nejakým ve©kým celo£íselným násobkom 2πℏ
L

(ide tu opä´ len
o splnenie periodických okr. podmienok, zárove¬ to zaru£uje ortogonálnos´ rovinných
v¨n, z ktorých sa skladá na²a superpozícia).

(a) Ur£te v²etky moºné hodnoty c pre správne normovanú Ψ(x) .
(b) Aká je pravdepodobnos´, ºe pri meraní hybnosti v stave Ψ nameriame hybnos´
q , hybnos´ −q , hybnos´ 2q , hybnos´ s absolútnou hodnotou
rovnou q ?
(c) Aká je stredná hodnota hybnosti £astice v stave Ψ ?
(d) Aká je neur£itos´ hybnosti ∆p £astice v stave Ψ ?
(e) �o by ste odpovedali na otázku, aká je hybnos´ £astice v stave Ψ ?
(f) Aké energie moºno namera´ v stave Ψ a s akou pravdepodobnos´ou?

�o by ste odpovedali na otázku, aká je energia £astice v stave Ψ ?
(g) �astici v stave Ψ sme namerali hybnos´ q.

Na tejto istej £astici budeme potom mera´ hybnos´ aj druhýkrát.
S akou pravdepodobnos´ou akú hybnos´ nameriame?

(h) Nech Ψ(x) = Ψ(x, t = 0). Napí²te Ψ(x, t) pre t > 0.
Zmenia sa v neskor²om £ase odpovede na niektoré z otázok (b)-(g)? Na ktoré sa
zmenia a na ktoré sa nezmenia?
(i) Závisí niektorá z odpovedí na ve©kosti intervalu L ? Pre£o nie?
(j) Vysvetlite, £i je na za£iatku uvaºovaná £astica v stacionárnom stave. [4 body]

2. vo©ná £astica: gaussovský vlnový balík
Na predná²ke sme vysvetlili, ºe vhodným balíkom na popis vo©nej £astice v labáku
je gaussovský balík. Hybnos´ £astice je vtedy centrovaná na k0 s neur£itos´ou ∆k a
zárove¬ je £astica lokalizovaná v priestore s neur£itos´ou ∆x.
Uvedené vlastnosti má balík ck = Ae−(k−k0)2/[4(∆k)2)].
Poznámka: V tomto príklade pí²eme v²ade normovaciu kon²tantu ako A, aj ke¤ pri
úpravách dôjde k jej zmene. Presný výraz pre A tu nie je pre nás podstatný.



(a) Vypo£ítajte, aº na normovaciu kon²tantu, vlnovú funkciu balíka v £ase t = 0,
t.j. integrál Ψ(x) =

∫∞
−∞ ck Ψk(x) dk.

Podobne ako na predná²ke vyuºite pomocný integrál
∫∞
−∞ e−αz2+βz dz = Beβ

2/(4α).
Poznámky: Aby integrál konvergoval, poºadujeme α > 0. Veli£ina B bude v ¤al²om
nepodstatná, ale pre poriadok B =

√
π/α. Vo výpo£te integrálu sta£í vykona´ substi-

túciu integra£nej premennej za k− k0 a aplikova´ vzorec. V²imnite si, ºe u nás je β
rýdzo imaginárna, £o nám tu nevadí.

(b) Napí²te |Ψ(x)|2 a porovnajte túto hustotu pravdepodobnosti výskytu £astice s
gaussovským rozdelením gσ(x) = Ae−x2/2σ2

, pre ktoré je ∆x = σ. �omu je rovná
stredná kvadratická odchýlka merania polohy na²ej £astice?
�omu je rovný sú£in ∆x∆p , kde ∆p = ℏ∆k? Je splnený princíp neur£itosti, pod©a
ktorého - ako ukáºeme neskôr - má by´ ∆x∆p ≥ ℏ/2 ?
(c) Napí²te vz´ah (vzorec), pod©a ktorého po£ítame vlnovú funkciu tejto £astice v
neskor²om £ase.
V integráli nahra¤te ei(kx−ω(k)t) faktorom ei[(k−k0)x−(ω(k)−ω0)t] kvôli substitúcii v
¤al²om kroku. Pred integrál potom pridáme ei(k0x−ω0t], £o sa presne kráti s do-
písaným výrazom v podintegrálnej funkcii. V ¤al²om kroku uváºte, ºe ω(k) =
ω0 + (k − k0)

dω
dk
|k=k0 + 1

2
(k − k0)

2 d2ω
dk2

|k=k0 , kde ω0 ≡ ω(k0), prvá derivácia je gru-
pová rýchlos´ a druhá derivácia je kon²tanta ℏ

m
. Teraz uº môºeme vypo£íta´ integrál

Ψ(x, t) oby£ajným dosadením do pomocného vzorca z £asti (a). Urobte to. Nebojte
sa dlh²ieho výrazu vo výsledku. Zjavne pomôºe starostlivo si napísa´ bokom, £omu sa
teraz rovná α a £omu β.

(d) Po krátení ²tvorkou je menovate© exponentu rovný 1
(∆k)2

+ i2ℏt
m
. Vy²lo vám to

tieº?
Predstavme si ho v tvare a + ib, kde a, b ∈ R. (Konkrétne a = 1/(∆k)2 a b =
2ℏt/m.) Jeho imaginárna £as´ je men²ou komplikáciou, lebo nás zaujíma výsledok
pre |Ψ(x, t)|2. Urobíme preto nasledovnú úpravu exponenta − (x− vgt)

2/(a+ ib) =
−(x−vgt)

2(a− ib)/(a2+b2). Imaginárna £as´ zjavne prispieva iba do fázy komplexnej
funkcie Ψ(x, t) a kvadrát absolútnej hodnoty |Ψ(x, t)|2 od nej nezávisí. Z exponenta
ostane podstatná len jeho reálna £as´ −(x−vgt)

2a/(a2+b2) = −(x−vgt)
2/(a+b2/a),

kde a pre²lo do menovate©a menovate©a. Pomocou týchto úprav odvo¤te výraz pre
|Ψ(x, t)|2.
Ke¤ºe je to gaussovské rozdelenie a premenná x je iba v exponente, sta£í tu napísa´
|Ψ(x, t)|2 v tvare A · exp[. . .], kde va²ou úlohou je napísa´ exponent a získa´ vh©ad do
toho, £o tu znamená.1

(e) Fyzika: výsledok pre |Ψ(x, t)|2 nám hovorí o £asovom vývoji balíka odvode-
ného/napísaného v £asti (b) pre t = 0. Dosa¤te do výsledku v (d) za £as t = 0

1Normovacia kon²tanta A je tu menej podstatná, lebo nezávisí od x. Obsahuje v²ak ²írku σ a

tá sa mení v £ase, preto aj A, vý²ka gaussovského hrbu, závisí na £ase. Zdravý rozum dá, ºe pri

zachovaní normovania, ak sa zmení ²írka hrbu, musí sa zmeni´ aj jeho vý²ka. Napr. ak sa hrb roz²íri,

musí sa zníºi´. Ak by sme urobili celý výpo£et v úplnosti aj s normovaním, a správne, malo by nám

nakoniec vyjs´ správne aj A(t), t.j. v tvare 1/
√
2π σ(t), kde σ(t) bude v zhode so σ(t)2 v menovateli

exponenta.



a otestujte, £i máte zhodu s (b).
Z £itate©a exponentu ur£te, £omu je rovná stredná hodnota polohy £astice v £ase
t > 0.
Z menovate©a exponentu ur£te, £omu je rovné ∆x pre na²u £asticu v £ase t > 0.

(f) Podrobnej²ou analýzou∆x(t) vidíme, ºe druhý £len je pre malé £asy zanedbate©ný,
a naopak, pre ve©mi ve©ké £asy je dominantný. V akom £ase, pribliºne, sa tieto dva
reºimy vystriedajú? Ozna£me ho ako tR. Je to teda pribliºne, rádovo, £as, kedy sú
dva £leny v ∆x(t) rovnaké.

(g) Na£rtnite hustotu pravdepodobnosti výskytu £astice |Ψ(x, t)|2 v samostatných
ná£rtkoch pre rôzne £asy. Prvý ná£rtok nech je v £ase t1 = 0. Druhý v £ase t2, kde
t2 > t1, av²ak t2 ≪ tR. Tretí ná£rtok v £ase t3 > t2, av²ak uº t3 > tR. Nakoniec ²tvrtý
ná£rtok pre t4 > t3. Dajte si záleºa´ na detailoch ná£rtku: vý²ke a ²írke hustoty
pravdepodobnosti: pamätajte, ºe v kaºdom £ase má by´ normovaná na jednotkovú
pravdepodobnos´ výskytu na celej reálnej osi. [6 bodov]

3. nadväzuje na predchádzajúci príklad
(a) Ur£te tR z príkladu 2. pre elektrón s ∆pc ≈ 1meV (milielektrónvolt). Predpokla-
dajme, ºe elektrón je v £ase t = 0 emitovaný do vo©ného priestoru bez polí (napr.
bez elektrického po©a) a jeho stav je popísaný vlnovou funkciou v tvare gaussa ako v
príklade 2.

(b) K odhadu jeho rýchlosti predpokladajme, ºe pri emisii dostane elektrón kinetickú
energiu 1 eV. Akú vzdialenos´ preletí predtým, neº sa za£ne rozplýva´ pod©a zákonov
kvantovej mechaniky?Mne vy²lo 600m a pouºil som ℏ = 4·10−15eV s. [2 body]

4. elektrón v atóme vodíka - v základnom stave
(a) Napí²te vlnovú funkciu elektrónu v atóme vodíka v základnom stave.

(b) Uvaºujme pravdepodobnos´ dP (r) = ρ(r)dr, s akou nájdeme elektrón v medzi-
gu©ovej vrstvi£ke s polomerom r a hrúbkou dr. Vychádzajúc z odpovede v £asti (a)
napí²te, £omu sa rovná ρ(r). Potom overte, ºe hustota pravdepodobnosti ρ(r) má
maximum pre r = aB (Bohrov polomer) - ako bolo povedané na predná²ke.

(c) Ak by ste mali iba jeden pokus nájs´ elektrón v experimente, kde (t.j. v ktorej
in�nitezimálne malej kocke o stranách dx, dy a dz) by bola najvä£²ia ²anca nájs´ ho?
To isté inými slovami: do ktorého miesta = kocky o rozmeroch dx× dy× dz by ste si
na¬ho najskôr "posvietili" ? Bolo by to miesto nachádzajúce sa niekde v medzigu©ovej
vrstvi£ke s polomerom rovným aB ?

(d) Vypo£ítajte stredné hodnoty r a r2 vychádzajúc z ρ(r) . Poznámka: treba tu pouºi´
správne normovanú vlnovú funkciu.
�omu vychádza rovné ∆r =

√
r2 − r2 ? Slovne interpretujte výsledok pre ∆r vo

vz´ahu k experimentu, ak by taký bol, ktorý by dokázal mera´ prítomnos´ elektrónu
v individuálnych medzigu©ových vrstvi£kách.

(e) Na základe sférickej symetrie Ψ100(r) z £asti (a) rozhodnite, £omu je rovná stredná



hodnota x z meraní súradnice x elektrónu na ve©a atómoch vodíka (s elektrónom v
základnom stave). Podobne ur£te y a z.
Z £asti (d) poznáme r2, pri£om r2 = x2 + y2 + z2 = x2+y2+ z2. Na základe symetrie
okomentujte, £i a ako sa lí²ia x2, y2 a z2. Potom zo spomenutých stredných hodnôt
ur£te ∆x =

√
x2 − x2, a podobne ∆y a ∆z. Slovne vysvetlite fyzikálny význam

výsledku pre uvaºované merania. [4 body]

5. nadväzuje na predchádzajúci príklad
Prosím pozrite in�uencera vo videu

https://www.youtube.com/watch?v=M--6_0F62pQ

v £ase videa 08:46 aº 10:00 min. Stru£ne vysvetlite, pre£o je jeho výklad nesprávny.
[2 body]

6. overenie vlnových funkcií v minulosti spadnutých z oblakov
(a) Overte, ºe vlnové funkcie stacionárnych stavov pre £asticu na úse£ke vyhovujú
bez£asovej SchR. Pre akú energiu?

(b) Overte, ºe vlnové funkcie stavov vo©nej £astice s ostrou hybnos´ou p vyhovujú
bez£asovej SchR. Pre akú energiu? [4 body]

7. bonus príklad
(a) Na predná²ke sme predviedli pä´ príkladov vlnového balíka pre vo©nú £asticu. ( Z
toho dva, konkrétne c(k) = δ(k− k0) a c(k) = kon²t. sú triviálne. ) Na£rtnite teraz
priebeh funkcie

c6(k) = konst.
1

1 + (k−k0)2

(∆k)2

.

(b) Ak c6(k) de�nuje vlnový balík, tipnite si, ako pribliºne bude vyzera´ Ψ(x) opi-
sujúca stav £astice, na základe balíkov prebratých na predná²ke. Na£rtnite ReΨ(x),
t.j. jej reálnu £as´.

(c) Aký integrál treba spo£íta´ pri presnom ur£ení vlnovej funkcie tohto ²iesteho
balíka? Integrál sta£í napísa´. Ak to viete a máte dostatok £asu, vypo£ítajte ho za
extra 2 body. Napr. prechodom do komplexnej roviny v premennej k. V zásade tu
v²ak nechceme dáva´ dôraz na výpo£et integrálu.

(d) Pre ∆k > 0 platí ∫ ∞

−∞

1

1 + k2

(∆k)2

eikx dk = π∆k e−∆k |x|.

Zo znalosti integrálu na£rtnite ReΨ(x) tejto vo©nej £astice a porovnajte s (b).

(e) Pre£o je c6(k) menej vhodná na opis vo©nej £astice ako c4(k) ?
Pripome¬me, ºe c4(k) opisovala gaussovský balík, vi¤ úvod do príkladu 2.

[2 body + 2 body za integrál]


