Priklady na domacu tlohu z kvantovej teérie

Sada ¢.4

riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku cvika 30.10.2025

1. caslica na usecke

Na prednaske sme dali velky doraz na to, ako zistime pravdepodobnost P(E,) od-
merat energiu F, na takom stave Castice, ktory neméame explicitne zadany ako su-
perpoziciu stacionarnych stavov. V di, sada ¢.2, priklad 6. bol konkrétny priklad, aj
s odkazom na rieSenie v zbierke. KedZe si potrebujeme zapamétat potrebny postup,
pridavame este dalsie priklady nerieSené v zbierke.

(a) V du, sada ¢.2, priklad 6 bol zadany stav ¢astice popisany vlnovou funkciou
U(z) = Az(L — ). Naértnite tuto funkciu spolu s odpovedajicou hustotou pravde-
podobnosti vyskytu Castice p(x) = [¥(z)|>

Uvazujte teraz Casticu v stave popisanom vlnovou funkciou \T/(x) = 21932(
Nacrtnite tato funkciu, a odpovedajicu hustoty pravdepodobnosti p(x) =
jej vyskytu na tsecke.

Nacrtnite eSte aj vinova funkciu zdkladného stavu castice Wy(x). Porovnajte, & je
tejto funkcii viac podobna W(z) alebo W¥(x).
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(b) Podla akého vztahu pocitame pravdepodobnost namerat energiu zakladného stavu
P(F,) Castici v stave ¥, resp. W? Ak rolu tu zohrava podobnost Wy (z) s funkciami
U (z), resp. ¥(z)? Co mozno povedat bez pocitania o vysledku pre P(E;) v uvazova-
nych dvoch pripadoch? Budu tieto pravdepodobnosti rovnaké, alebo bude niektoré z

(¢) Co moimo bez poéitania predpovedat o P(E,), P(E,), P(Es;) a P(Ey) v stave U ?
Bez pocitania zoradte P(E;) az P(E,) podla velkosti.

Qverenie predpovedi nasleduje v zdverecnom bonusovom priklade. [2 body]

2. castica na usecke, zlahka nadvizuje na predchddzajici priklad

Uvazujte stav ¢astice na tsecke popisany vlnovou funkciou V'(x) = A’z pre z €<
0,L/2>a V'(z)=A(L—x)pre v €< L/2, L >. Mimo tsecky je ¥ = 0. Nacrtnite
V' (x).

(b) Vypocitajte normovaciu konstantu A’.

(c) Tipnite si bez poéitania poradie P(E;) a7z P(E,) podla velkosti pre ¢asticu v
stave U'.

(d) Vypocitajte P(E;) a okomentujte zhodu s (¢).

(e) Vychadzajic z vypocitanej P(E;) okomentujte zhodu s touto pravdepodobnostou
pre stavy U a W z prikladu 1. a prikladu 7., ak ste 7. pocitali. [4 body]

3. zdkladné vlastnosti hermitovského operdtora
Ako prvé napiSte spaméiti definiciu hermitovského operatora.



Nech A a B st hermitovskeé operatory, ktoré vo vSeobecnosti nekomutuja.
Rozhodnite, ¢i st hermitovské aj nasledujtice operatory:

(a) operator C' = A + B (stcet operatorov),

(b) operator C' = A B (sudin operatorov),

(¢) operator C'= AB+ B A (antikomutator herm. operatorov),

(d) operdtor C'= AB — BA (komutator herm. operatorov),

(e) operator C' = A2 (druh4 mocnina hermitovského operatora),

(f) operator C' = A™ (n-t4 mocnina hermitovského operéatora). [3 body]

4. hermitovsky operdtor

Preverte (z definicie alebo vyuzitim prikladu 3.), ¢ st hermitovské nasledujice ope-
ratory:

(a) operator druhej derivacie (pozn: na cviku ste ukdzali, Ze 0, nie je hermitovsky),
(b) operéator p> (pozn: na cviku ste ukdzali, Ze p, je hermitovsks),

(c¢) hamiltonian pre volnu ¢asticu v troch rozmeroch,

(d) operator momentu hybnosti L, (jeho z-ova zlozka) L, = Zp, — pa,

(e) operator P (operator parity): PWU(z) = ¥(—z),

(f) operatory tretej a $tvrtej derivacie (pozn: nadvizuje na (a)). [3 body]
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5. definicia hermitovosti

Na prednéaske sme zadefinovali hermitovost operéatora A pomocou rovnosti f P*AV =
i (A@)*\IJ, platnej pre Tubovolné dve kvadraticky integrovatelné funkcie ®, W.
Mohlo by sa zdat, ze tato definicia je viac vSeobecné, ako keby sme definovali hermi-
tovost A pomocou rovnosti f\If*A\If = f(/l\I/)*\If, v ktorej vystupuje len jedna fun-
kcia U. Toto vSak nie je pravda. Nasa definicia je ekvivalentna definicii [ U AV =
[(A¥)*¥ s jedinou funkciou (kvadraticky integrovatelnou W(z)). Dokazte toto tvi-
denie.

Treba dokdzat, Ze jedna definicia implikuje druhi a naopak. Pozrite k tomu Zeleni
knihu na str.99 - tlacend verzia, resp. 67 v pdf. [2 body]

6. vipocet strednej hodnoty zo vztahu A = i U AU
Toto zadanie je recyklované z minulosti. Ano, odvoldva sa na to isté W(x), aké v tejto
sade stretame v prikladoch 1. , 2(e) aj 7(b).

UvaZzujte Casticu na usecke v stave popisanom vinovou funkciou ¥(z) = 4/33x(L —

x). V minulosti sme nasli pravdepodobnosti P(F,) nameraf v tomto stave ener-
giu F,, netreba ich tu pocitat. Si aj v Zbierke, str.46 tlacend verzia a 34 v pdf.
Ukazte, 7e predpoved pre strednti hodnotu merania energie v tomto stave F =
Y E, P(E ) dostaneme rovnako (a ovela pohodlnejsie), ak ju pocitame zo vztahu

E= fo H\IJ( ) dz. Teda vypoéitajte £ oboma sposobmi a okomentujte zhodu.
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Nekonecny md mozno spocitat pomocou zndmej zeta funkcie ((4) = g5 .

Pripomenime, Ze v uvedenom stave je P(E;) = 0.999. Porovnajte preto vypoditani



E s E; a okomentujte. [2 body]

7. bonus priklad )
(a) Vypocitajte P(E;) pre Casticu na tsecke v stave W z prikladu 1. Pozndmka 1:

nezabudnite na sprdavne normovanie V(x). Poznamka 2: Dobrovolnici moézu vypocitat
P(E,) a vo vysledku dosadit n = 1.

(b) Okomentujte rozdiel medzi vypoc¢itanou P(F;) a P(E;) pre stav ¥ z dq, sada
¢.2, priklad 6. Pozndmka: v jeho zadani je odvolivka na rieSenie v Zbierke, takzZe
P(Ey) pre stav ¥ tu netreba eSte raz pocitat.

(c) Okomentujte pre stav ¥ poradie pravdepodobnosti P(F,) aZ P(E4) . Okomen-
tujte, ¢i a ako presne vieme z vysledku P(E;) odhadnut bez pocitania pravdepodob-
nost P(FEj3). [2 body]



