
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie

Sada £.4

rie²enia, prosím, odovzdajte do za£iatku cvika 30.10.2025

1. £astica na úse£ke
Na predná²ke sme dali ve©ký dôraz na to, ako zistíme pravdepodobnos´ P (En) od-
mera´ energiu En na takom stave £astice, ktorý nemáme explicitne zadaný ako su-
perpozíciu stacionárnych stavov. V dú, sada £.2, príklad 6. bol konkrétny príklad, aj
s odkazom na rie²enie v zbierke. Ke¤ºe si potrebujeme zapamäta´ potrebný postup,
pridávame e²te ¤al²ie príklady nerie²ené v zbierke.

(a) V dú, sada £.2, príklad 6 bol zadaný stav £astice popísaný vlnovou funkciou
Ψ(x) = Ax(L − x). Na£rtnite túto funkciu spolu s odpovedajúcou hustotou pravde-
podobnosti výskytu £astice ρ(x) = |Ψ(x)|2.
Uvaºujte teraz £asticu v stave popísanom vlnovou funkciou Ψ̃(x) = Ãx2(L − x)2.
Na£rtnite túto funkciu, a odpovedajúcu hustoty pravdepodobnosti ρ̃(x) = |Ψ̃(x)|2
jej výskytu na úse£ke.
Na£rtnite e²te aj vlnovú funkciu základného stavu £astice Ψ1(x). Porovnajte, £i je
tejto funkcii viac podobná Ψ(x) alebo Ψ̃(x).

(b) Pod©a akého vz´ahu po£ítame pravdepodobnos´ namera´ energiu základného stavu
P (E1) £astici v stave Ψ, resp. Ψ̃ ? Akú rolu tu zohráva podobnos´ Ψ1(x) s funkciami
Ψ(x), resp. Ψ̃(x) ? �o moºno poveda´ bez po£ítania o výsledku pre P (E1) v uvaºova-
ných dvoch prípadoch? Budú tieto pravdepodobnosti rovnaké, alebo bude niektorá z
nich vä£²²ia ako druhá? Odpove¤ zdôvodnite.

(c) �o moºno bez po£ítania predpoveda´ o P (E1), P (E2), P (E3) a P (E4) v stave Ψ̃ ?
Bez po£ítania zora¤te P (E1) aº P (E4) pod©a ve©kosti.

Overenie predpovedí nasleduje v závere£nom bonusovom príklade. [2 body]

2. £astica na úse£ke, z©ahka nadväzuje na predchádzajúci príklad
Uvaºujte stav £astice na úse£ke popísaný vlnovou funkciou Ψ′(x) = A′x pre x ∈<
0, L/2 > a Ψ′(x) = A′(L−x) pre x ∈< L/2, L >. Mimo úse£ky je Ψ′ = 0. Na£rtnite
Ψ′(x).

(b) Vypo£ítajte normovaciu kon²tantu A′.

(c) Tipnite si bez po£ítania poradie P (E1) aº P (E4) pod©a ve©kosti pre £asticu v
stave Ψ′.

(d) Vypo£ítajte P (E1) a okomentujte zhodu s (c).

(e) Vychádzajúc z vypo£ítanej P (E1) okomentujte zhodu s touto pravdepodobnos´ou
pre stavy Ψ a Ψ̃ z príkladu 1. a príkladu 7., ak ste 7. po£ítali. [4 body]

3. základné vlastnosti hermitovského operátora
Ako prvé napí²te spamäti de�níciu hermitovského operátora.



Nech Â a B̂ sú hermitovské operátory, ktoré vo v²eobecnosti nekomutujú.
Rozhodnite, £i sú hermitovské aj nasledujúce operátory:
(a) operátor Ĉ = Â+ B̂ (sú£et operátorov),
(b) operátor Ĉ = Â B̂ (sú£in operátorov),
(c) operátor Ĉ = Â B̂ + B̂ Â (antikomutátor herm. operátorov),
(d) operátor Ĉ = Â B̂ − B̂ Â (komutátor herm. operátorov),
(e) operátor Ĉ = Â2 (druhá mocnina hermitovského operátora),
(f) operátor Ĉ = Ân (n-tá mocnina hermitovského operátora). [3 body]

4. hermitovský operátor
Preverte (z de�nície alebo vyuºitím príkladu 3.), £i sú hermitovské nasledujúce ope-
rátory:
(a) operátor druhej derivácie (pozn: na cviku ste ukázali, ºe ∂x nie je hermitovský),
(b) operátor p̂2x (pozn: na cviku ste ukázali, ºe p̂x je hermitovský),
(c) hamiltonián pre vo©nú £asticu v troch rozmeroch,
(d) operátor momentu hybnosti L̂z (jeho z-ová zloºka) L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x,
(e) operátor P̂ (operátor parity): P̂Ψ(x) = Ψ(−x),
(f) operátory tretej a ²tvrtej derivácie (pozn: nadväzuje na (a)). [3 body]

5. de�nícia hermitovosti
Na predná²ke sme zade�novali hermitovos´ operátora Â pomocou rovnosti

∫
Φ∗ÂΨ =∫

(ÂΦ)∗Ψ, platnej pre ©ubovolné dve kvadraticky integrovate©né funkcie Φ, Ψ.
Mohlo by sa zda´, ºe táto de�nícia je viac v²eobecná, ako keby sme de�novali hermi-
tovos´ Â pomocou rovnosti

∫
Ψ∗ÂΨ =

∫
(ÂΨ)∗Ψ, v ktorej vystupuje len jedna fun-

kcia Ψ. Toto v²ak nie je pravda. Na²a de�nícia je ekvivalentná de�nícii
∫
Ψ∗ÂΨ =∫

(ÂΨ)∗Ψ s jedinou funkciou (kvadraticky integrovate©nou Ψ(x)). Dokáºte toto tvr-
denie.
Treba dokáza´, ºe jedna de�nícia implikuje druhú a naopak. Pozrite k tomu Zelenú
knihu na str.99 - tla£ená verzia, resp. 67 v pdf. [2 body]

6. výpo£et strednej hodnoty zo vz´ahu A =
∫
Ψ∗ÂΨ

Toto zadanie je recyklované z minulosti. Áno, odvoláva sa na to isté Ψ(x), aké v tejto
sade stretáme v príkladoch 1. , 2(e) aj 7(b).

Uvaºujte £asticu na úse£ke v stave popísanom vlnovou funkciou Ψ(x) =
√

30
L5x(L −

x). V minulosti sme na²li pravdepodobnosti P (En) namera´ v tomto stave ener-
giu En, netreba ich tu po£íta´. Sú aj v Zbierke, str.46 tla£ená verzia a 34 v pdf.
Ukáºte, ºe predpove¤ pre strednú hodnotu merania energie v tomto stave E =∑∞

n=1 En P (En) dostaneme rovnako (a ove©a pohodlnej²ie), ak ju po£ítame zo vz´ahu
E =

∫ L

0
Ψ(x)∗ ĤΨ(x) dx. Teda vypo£ítajte E oboma spôsobmi a okomentujte zhodu.

Nekone£ný rad moºno spo£íta´ pomocou známej zeta funkcie ζ(4) = π4

90
.

Pripome¬me, ºe v uvedenom stave je P (E1) = 0.999. Porovnajte preto vypo£ítanú



E s E1 a okomentujte. [2 body]

7. bonus príklad
(a) Vypo£ítajte P (E1) pre £asticu na úse£ke v stave Ψ̃ z príkladu 1. Poznámka 1:
nezabudnite na správne normovanie Ψ̃(x). Poznámka 2: Dobrovo©níci môºu vypo£íta´
P (En) a vo výsledku dosadi´ n = 1.

(b) Okomentujte rozdiel medzi vypo£ítanou P (E1) a P (E1) pre stav Ψ z dú, sada
£.2, príklad 6. Poznámka: v jeho zadaní je odvolávka na rie²enie v Zbierke, takºe
P (E1) pre stav Ψ tu netreba e²te raz po£íta´.

(c) Okomentujte pre stav Ψ̃ poradie pravdepodobností P (E1) aº P (E4) . Okomen-
tujte, £i a ako presne vieme z výsledku P (E1) odhadnú´ bez po£ítania pravdepodob-
nos´ P (E3) . [2 body]


