Priklady na domacu tlohu z kvantovej teérie

Sada ¢.5

riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku predndsky 7.11.2025

1. vlastnosty hermitovskijch operdtorov

Na prednéske sme vymenovali pat doélezitych vlastnosti hermitovskych operatorov,
prvé Styri sme aj dokazali. Pripomente si, ktoré vlastnosti to konkrétne boli. Na
viaceré z nich sme uz v minulosti upozoriiovali, napr. v pripade funkcii ¥, (z) pre
Casticu na tusecke alebo aj funkeii ¥, () pre volnua ¢asticu. Tu overime tieto vlastnosti
na priklade operatora parity PU¥(z) = U(—=2), o ktorom ste dokazali v minulej sade
du, Ze je hermitovsky. V kvantovej fyzike méa velké pouZitie, na rozdiel od klasickej
fyziky.

(a) Najdite vietky mozné vlastné hodnoty operatora parity. Pomdcka: Pésobte s P
na vlastni funkciu dvakrdt. St vlastné hodnoty naozaj redlne? St degenerované? Ak
ano, kolkokrat? Aké si im odpovedajuce vlastné funkcie?

(b) Ukazte, 7e Tubovolné dve vlastné funkcie operatora P st na seba ortogonalne, ak
odpovedaju jeho roznym vlastnym hodnotam.

(c) Ukazte tplnost vlastnych funkeii operatora P, t.j. dajte predpis, ako rozlozit
T'ubovolnt vlnova funkciu na superpoziciu jeho vlastnych funkeii. [2 body]

2. vlnowvd funkcia elektronu v atome vodika v zdkladnom stave

V minulosti sme bez vysvetlenia predviedli vlnova funkciu elektrénu v zakladnom
stave atomu H v tvare W(r) = Ae /%8, kde A je normovacia konstanta a ap =
h/(meca) je Bohrov polomer. Dokazte, Ze tato funkcia naozaj spliia bez¢asovii SchR
a je vlastnou funkciou H. Pre aku energiu? Pomdcka: PouZite laplasiin vo sférickyjch
premennijch. [2 body]

3. operdtor hybnosti a atom vodika
(a) Vysvetlite, & pre e~ v atome H komutuju operatory (zloziek) hybnosti a energie.

(b) O¢akavate na zaklade predchadzajiicej odpovede, Ze W(7) = Ae ™"/ bude aj
vlastnou funkciou operéatorov p,, p, a p,? Odpoved vysvetlite na zaklade Vasej od-
povede v ¢asti (a).

(c¢) Vypocitajte stredntt hodnotu hybnosti elektronu v zakladnom stave atomu vodika,
teda urcte p,, p, a D,.

(d) Overte, Ze pre tento elektron je splneny vztah neurditosti.

V skutocnosti si to tri vztahy neurcitosti Ax Ap, > h/2 a podobne pre y a z. Neurci-
tosti polohy ste uz pocitali v minulosti. Ak ste ich tam vypocitali, mozte ich odtial sem
prepisat. 'V opacnom pripade ich odporicam spocitat tu, aj so spravnym normovanim
vinovej funkcie.



Pre vy’pocvetitrﬁny’% hodnét p2, p2 a p2 mozno vyuZit sféricki symetriu, podobne ako
pri vipocte x2, y? a z2. Za laplasidan dosadte jeho vyjadrenie vo sférickijch premennijch.
Zvdzte, ¢i je mozno pouZit cast vipoctu z prikladu 2. [2 body]

4. L, vo sférickijch suradniciach

Dokéazte, ze vo sférickych suradniciach plati L, ="

9
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Ndavod: kedZe vieme vyjadrenie pre L, v kartézskych suradniciach, teda vieme, ¢o md
vyjist na lavej strane, mozZeme zacat pravou stranou posobiacou na funkciu V(z, y, z),
kde kartézske suradnice x, y, z chdpeme ako funkcie troch nezduvislyjch sférickyjch pre-

menngch. [2 body]

5. priklad na komutujice operdtory

Uvazujte elektron v atéme vodika. Napiste Hal,vo sférickych siradniciach a overte,
ze komutuju. (Mimochodom, je to jednoduchsie vo sférickgch alebo v kartézskych si-
radniciach?)

Co vyplyva pre ich vlastné funkcie z rovnosti HL,=L,H?

Co 7 toho vyplyva pre neurcitost AL, pri merani L, elektronu v zakladnom stave?
Zmeni meranie L, vlnovi funkciu, a teda stav elektronu (ktory je pred meranim L,
v zdkladnom stave)?

Overte na vlnovej funkeii zdkladného stavu, 7e je zaroven vlastnou funkciou L,. Aka
hodnotu orbitadlneho momentu hybnosti L, meriame elektréonu v tomto stave?

Pozndamka: Keby sme to chceli zovseobecnil aj na excitované stavy, museli by sme byl
opatrnejsi. Pre excitované stavy mdame degenerdciu hladin, a na zdklade predndsky tam
treba pre degenerovaniu energetickid hladinu FE, vyberat spravne linedrne kombindcie
odpovedajicich vlastnijch funkcz'z’]:], aby boli aj vlastnyms funkciami L,a aby tak mali
H a L, spolocné vlastné funkcie. Pre zdkladnyg stav to netreba robit, lebo zdkladnd
hladina pre elektron v atome vodika nie je degenerovand - ignorujuc spin elektronu.

[2 body]

6. Schwarzova nerovnost pre vinové funkcie

Ukazte, ze pre Tubovolné dve komplexné kvadraticky integrovatelné funkcie f(z) a
. , % 2

g(x), x € R plati nerovnost ([ [f(2)*) - ([ |g(@)|*) = |[ f(z)* g(2)| .

Pomécka: vyjdite z nerovnosti [ |f + Ag|> > 0, ktord zjavne plati pre kaZdé X € C.

Zistite, ¢i turdenie plati pre g(x) = 0, teda pre nulovi funkciu na celej redlnej osi.

Potom zolte \= ([ g* f) / ([19]*)- [2 body]

7. komutdtory [L;, L;]
Vypocitajte komutator [L,, L,] a vysledok vyjadrite pomocou L,. Analogicky, teraz
uz bez poéitania vyuzitim cyklickej zameny uréte, Comu st rovné [L,, L,] a [L,, L,].

[2 body]



8. komutdtory [L;, L?]
Na cviceni sa prejde / preslo cez vypocet pomocného komutatora [A, BC]. Vyuzite

tento maly trik na vypocet [ﬁx, ﬁZ], kde L2 je stdet kvadratov zloziek L.

Analogicky, teraz uz bez pocitania vyuzitim cyklickej zameny uréte, ¢omu st rovné

[L,, L?] a [L., L?. [2 body]

9. (bonus priklad) vztah neurcitosti pre hybnost a paritu

Na cviku ste ukazali, Ze v stave popisanom vlnovou funkciou ¥(z) = Ae™"/ xé, kde A
a x¢ st konstanty, plati trividlny vztah neurcitosti Ap AP > 0, lebo stredna hodnota
na pravej strane dala nulu v stave W. Odvodte tu teraz vztah neurcitosti Ap AP,
ktory bude netrivialny, pre éast2icu v jednom rozmere v inom stave U s vlnovou
funkciou VU(x) = A (\% + %)e’x /2q,

Overte, Ze ¥(z) je spravne normovani pre A = 1//\/7 2. 2¢ je kladna konstanta,
typicka dizka pre danu ststavu, ktorej hodnota nie je dolezita pre tento nas priklad.
Mne vysla pravd strana vztahu neurcitosts \/Li % a neurcitost hybnosti Ap = %.
Samostatne overte tieto vysledky a vypocitajte neurcitost parity AP v uvedenom stave.
Je tu splneny vztah neurcitosti pre Ap AP? [2 body]



