
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie

Sada £.5

rie²enia, prosím, odovzdajte do za£iatku predná²ky 7.11.2025

1. vlastnosti hermitovských operátorov
Na predná²ke sme vymenovali pä´ dôleºitých vlastností hermitovských operátorov,
prvé ²tyri sme aj dokázali. Pripome¬te si, ktoré vlastnosti to konkrétne boli. Na
viaceré z nich sme uº v minulosti upozor¬ovali, napr. v prípade funkcií Ψn(x) pre
£asticu na úse£ke alebo aj funkcií Ψp(x) pre vo©nú £asticu. Tu overíme tieto vlastnosti
na príklade operátora parity P̂Ψ(x) = Ψ(−x), o ktorom ste dokázali v minulej sade
dú, ºe je hermitovský. V kvantovej fyzike má ve©ké pouºitie, na rozdiel od klasickej
fyziky.

(a) Nájdite v²etky moºné vlastné hodnoty operátora parity. Pomôcka: Pôsobte s P̂
na vlastnú funkciu dvakrát. Sú vlastné hodnoty naozaj reálne? Sú degenerované? Ak
áno, ko©kokrát? Aké sú im odpovedajúce vlastné funkcie?

(b) Ukáºte, ºe ©ubovolné dve vlastné funkcie operátora P̂ sú na seba ortogonálne, ak
odpovedajú jeho rôznym vlastným hodnotám.

(c) Ukáºte úplnos´ vlastných funkcií operátora P̂ , t.j. dajte predpis, ako rozloºi´
©ubovolnú vlnovú funkciu na superpozíciu jeho vlastných funkcií. [2 body]

2. vlnová funkcia elektrónu v atóme vodíka v základnom stave
V minulosti sme bez vysvetlenia predviedli vlnovú funkciu elektrónu v základnom
stave atómu H v tvare Ψ(r⃗) = Ae−r/aB , kde A je normovacia kon²tanta a aB =
ℏ/(mecα) je Bohrov polomer. Dokáºte, ºe táto funkcia naozaj sp¨¬a bez£asovú SchR
a je vlastnou funkciou Ĥ. Pre akú energiu? Pomôcka: Pouºite laplasián vo sférických
premenných. [2 body]

3. operátor hybnosti a atóm vodíka
(a) Vysvetlite, £i pre e− v atóme H komutujú operátory (zloºiek) hybnosti a energie.

(b) O£akávate na základe predchádzajúcej odpovede, ºe Ψ(r⃗) = Ae−r/aB bude aj
vlastnou funkciou operátorov p̂x, p̂y a p̂z ? Odpove¤ vysvetlite na základe Va²ej od-
povede v £asti (a).

(c) Vypo£ítajte strednú hodnotu hybnosti elektrónu v základnom stave atómu vodíka,
teda ur£te px, py a pz.

(d) Overte, ºe pre tento elektrón je splnený vz´ah neur£itosti.
V skuto£nosti sú to tri vz´ahy neur£itosti ∆x∆px > ℏ/2 a podobne pre y a z. Neur£i-
tosti polohy ste uº po£ítali v minulosti. Ak ste ich tam vypo£ítali, môºte ich odtia© sem
prepísa´. V opa£nom prípade ich odporú£am spo£íta´ tu, aj so správnym normovaním
vlnovej funkcie.



Pre výpo£et stredných hodnôt p2x, p
2
y a p2z moºno vyuºi´ sférickú symetriu, podobne ako

pri výpo£te x2, y2 a z2. Za laplasián dosa¤te jeho vyjadrenie vo sférických premenných.
Zváºte, £i je moºno pouºi´ £as´ výpo£tu z príkladu 2. [2 body]

4. L̂z vo sférických súradniciach
Dokáºte, ºe vo sférických súradniciach platí L̂z =

ℏ
i

∂
∂φ
.

Návod: ke¤ºe vieme vyjadrenie pre L̂z v kartézskych súradniciach, teda vieme, £o má
výjs´ na ©avej strane, môºeme za£a´ pravou stranou pôsobiacou na funkciu Ψ(x, y, z) ,
kde kartézske súradnice x, y, z chápeme ako funkcie troch nezávislých sférických pre-
menných. [2 body]

5. príklad na komutujúce operátory
Uvaºujte elektrón v atóme vodíka. Napí²te Ĥ a L̂z vo sférických súradniciach a overte,
ºe komutujú. (Mimochodom, je to jednoduch²ie vo sférických alebo v kartézskych sú-
radniciach? )
�o vyplýva pre ich vlastné funkcie z rovnosti ĤL̂z = L̂zĤ ?
�o z toho vyplýva pre neur£itos´ ∆Lz pri meraní Lz elektrónu v základnom stave?
Zmení meranie Lz vlnovú funkciu, a teda stav elektrónu (ktorý je pred meraním Lz

v základnom stave)?
Overte na vlnovej funkcii základného stavu, ºe je zárove¬ vlastnou funkciou L̂z. Akú
hodnotu orbitálneho momentu hybnosti Lz meriame elektrónu v tomto stave?

Poznámka: Keby sme to chceli zov²eobecni´ aj na excitované stavy, museli by sme by´
opatrnej²í. Pre excitované stavy máme degeneráciu hladín, a na základe predná²ky tam
treba pre degenerovanú energetickú hladinu En vybera´ správne lineárne kombinácie
odpovedajúcich vlastných funkcií Ĥ, aby boli aj vlastnými funkciami L̂z a aby tak mali
Ĥ a L̂z spolo£né vlastné funkcie. Pre základný stav to netreba robi´, lebo základná
hladina pre elektrón v atóme vodíka nie je degenerovaná - ignorujúc spin elektrónu.

[2 body]

6. Schwarzova nerovnos´ pre vlnové funkcie
Ukáºte, ºe pre ©ubovolné dve komplexné kvadraticky integrovate©né funkcie f(x) a
g(x), x ∈ R platí nerovnos´

(∫
|f(x)|2

)
·
(∫

|g(x)|2
)
≥

∣∣∫ f(x)∗ g(x)
∣∣2.

Pomôcka: vyjdite z nerovnosti
∫
|f + λg|2 ≥ 0, ktorá zjavne platí pre kaºdé λ ∈ C.

Zistite, £i tvrdenie platí pre g(x) = 0, teda pre nulovú funkciu na celej reálnej osi.
Potom zvo©te λ =

(∫
g∗ f

)
/
(∫

|g|2
)
. [2 body]

7. komutátory [L̂i, L̂j]

Vypo£ítajte komutátor [L̂x, L̂y] a výsledok vyjadrite pomocou L̂z. Analogicky, teraz
uº bez po£ítania vyuºitím cyklickej zámeny ur£te, £omu sú rovné [L̂y, L̂z] a [L̂z, L̂x].

[2 body]



8. komutátory [L̂i, L̂2]
Na cvi£ení sa prejde / pre²lo cez výpo£et pomocného komutátora [Â, B̂Ĉ]. Vyuºite

tento malý trik na výpo£et [L̂x, L̂2], kde L̂2 je sú£et kvadrátov zloºiek ˆ⃗
L.

Analogicky, teraz uº bez po£ítania vyuºitím cyklickej zámeny ur£te, £omu sú rovné
[L̂y, L̂2] a [L̂z, L̂2]. [2 body]

9. (bonus príklad) vz´ah neur£itosti pre hybnos´ a paritu

Na cviku ste ukázali, ºe v stave popísanom vlnovou funkciou Ψ(x) = Ae−x2/x2
Q , kde A

a xQ sú kon²tanty, platí triviálny vz´ah neur£itosti ∆p∆P ≥ 0, lebo stredná hodnota
na pravej strane dala nulu v stave Ψ. Odvo¤te tu teraz vz´ah neur£itosti ∆p∆P ,
ktorý bude netriviálny, pre £asticu v jednom rozmere v inom stave Ψ̃ s vlnovou
funkciou Ψ̃(x) = Ã ( 1√

2
+ x

xQ
)e−x2/2x2

Q .

Overte, ºe Ψ̃(x) je správne normovaná pre Ã = 1/
√√

π xQ. xQ je kladná kon²tanta,
typická d¨ºka pre danú sústavu, ktorej hodnota nie je dôleºitá pre tento ná² príklad.
Mne vy²la pravá strana vz´ahu neur£itosti 1√

2
ℏ
xQ

a neur£itos´ hybnosti ∆p = ℏ
xQ

.

Samostatne overte tieto výsledky a vypo£ítajte neur£itos´ parity ∆P v uvedenom stave.
Je tu splnený vz´ah neur£itosti pre ∆p∆P? [2 body]


