
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie

Sada £.6

rie²enia, prosím, odovzdajte do za£iatku cvi£enia 14.11.2025

1. Ehrenfestove vety pre JHO
(a) Napí²te obe Ehrenfestove vety pre (potenciál) jednoduchého harmonického osci-
látora (JHO). Z jednej z nich vyjadrite p a dosa¤te do druhej, takºe dostanete jednu
diferenciálnu rovnicu druhého rádu pre x(t). Aké rie²enie má táto rovnica? Dáva
zmysel?

(b) Napí²te e²te raz obe Ehrenfestove vety pre (potenciál) JHO. Z jednej z nich
vyjadrite x a dosa¤te do druhej, takºe dostanete jednu diferenciálnu rovnicu pre
p(t). Aké rie²enie má táto rovnica? Dáva zmysel? Porovnajte rovnicu a jej rie²enie s
analógiou pre x(t) z £asti (a).

(c) Vlnové funkcie stacionárnych stavov JHO vychádzajú bu¤ párne alebo nepárne.
Vyplýva to podobne ako pre kon²tantnú potenciálovú jamu zo symetrie V (x), resp.
celého Ĥ, a následne [Ĥ, P̂ ] = 0. (A teda Ĥ a P̂ majú spolo£né vlastné funkcie.) �omu
je potom rovná stredná hodnota polohy a stredná hodnota hybnosti oscilátora v týchto
stavoch? Aký je ich £asový vývoj v stacionárnych stavoch? Ako pre stacionárny stav
zosúladi´ tieto va²e odpovede a rie²enia pre x(t) a p(t) v £asti (a) a v £asti (b)?

[2 body]

2. po £astiach kon²tantný potenciál
Ur£te, £i existujú viazané a/alebo rozptylové stavy pre sústavy s nasledovnými po-
tenciálmi. (Potenciály na£rtnite. V0 > 0 je po kaºdé kladný parameter.) Ak existujú,
ur£te z akého intervalu o£akávame energie týchto stavov. Odpovede zdôvodnite.
(i) V (x) = −V0, pre x ∈ ⟨−b, −a⟩ a tieº pre x ∈ ⟨a, b⟩, a < b sú reálne parametre.
Inde je V (x) = 0.
(ii) V (x) = +V0, pre x ∈ ⟨−a, a⟩ a ∈ R. Inde je V (x) = 0.
(iii) V (x) = V0, pre x ∈ ⟨−b, −a⟩ a tieº pre x ∈ ⟨a, b⟩. V (x) = 2V0, pre x ∈ ⟨−a, +a⟩,
a < b sú reálne parametre. Inde je V (x) = 0.
(iv) V (x) = +V0, pre x ∈ ⟨0, ∞⟩. Inde je V (x) = 0. [2 body]

3. po £astiach kon²tantný potenciál
Uvaºujte potenciál V (x) = 0 na intervale (−a, a) a pre |x| > b, kde 0 < a < b. Na
intervale (−b, −a) je V (x) = +V0 a na intervale (a, b) je V (x) = −V0, kde V0 > 0.
Bez toho, aby ste na²li presné rie²enie bez£asovej SchR odpovedzte na nasledujúce
otázky.

(a) Ur£te, z akého intervalu môºu by´ energie £astice v tomto potenciáli.

(b) Môºe ma´ £astica v tomto potenciáli viazaný stav? Z akého intervalu je vtedy jej
energia?
A môºe ma´ rozptylový stav? Ak áno, £o sa dá vtedy poveda´ o jej energii?



(c) Nech sú parametre jamy také, ºe existuje stacionárny stav s energiou
(i): E = V0/2,
(ii): E = −V0/2. Na£rtnite odpovedajúcu vlastnú funkciu hamiltoniánu, t.j. vlnovú
funkciu £astice s touto energiou (jej reálnu £as´) pre za�xovaný £as, napr. t = 0.

Dajte si záleºa´ na správnej vlnovej d¨ºke funkcií vo Vá²om ná£rtku a na správnej
amplitúde, ak budú vo Va²om obrázku viaceré harmonické funkcie. [2 body]

4. viazané stavy v kone£nej kon²tantnej potenciálovej jame
Ur£te, z akého intervalu je h¨bka jamy, ktorá bude ma´ presne ²tyri viazané stavy.
Ktoré z nich budú s párnou a ktoré s nepárnou vlnovou funkciou?
Na£rtnite priebeh v²etkých týchto ²tyroch vlnových funkcií.
Z gra�ckého rie²enia £o najpresnej²ie ²peci�kujte intervaly, v ktorých sa nachádzajú
energie odpovedajúce uvaºovným viazaným stavom.

�o sa dá odpoveda´ na otázku, £i sú tieto vlnové funkcie navzájom ortogonálne, ak
by ste mali svoju odpove¤ aj dokáza´? [2 body]

5. presné rie²enie pre kone£nú kon²tantnú jamu
Akej h¨bky je jama s viazaným stavom s E = −V0/2 ? Úloha má ve©a rie²ení.

Môºe to by´ stav odpovedajúci jedinému viazanému stavu sústavy?

Môºe to by´ stav odpovedajúci nepárnemu rie²eniu? [2 body]

6. viazané stavy v kone£nej jame v jednom rozmere
Uvaºujme elektrón v kone£nej jame ²írky 10−10m. Ko©ko viazaných stavov má tento
elektrón, ak je h¨bka jamy (i) 1 eV, (ii) 10 eV? [2 body]

7.= A2. Zbierka str.47, tla£. verzia a str.34 v pdf. JHO, kvantový vs. klasický popis
Jednoduchý harmonický oscilátor (JHO), v Zelenej u£ebnici ozna£ovaný ako �Line-
árny harmonický oscilátor�, je v základnom stave popísaný vlnovou funkciou Ψ(x) =

Ae−x2/2x2
Q , kde kon²tanta xQ =

√
ℏ/(mω) je typický rozmer tejto kvantovej sústavy

a A je normovacia kon²tanta. Jeho energia je ℏω/2.

Vypo£ítajte normovaciu kon²tantu A. Pomocný integrál:
∫ +∞
−∞ e−x2

dx =
√
π.

S akou pravdepodobnos´ou bude v tomto stave výchylka oscilátora z rovnováºnej
polohy vä£²ia ako amplitúda klasického oscilátora s rovnakou energiou?
Pri numerickom odhade vyuºite vz´ah

1√
π

∫ ∞

1

e−t2 dt = 0.0787 .

(V tla£enej Zbierke je tento pomocný integrál uvedený chybne. Na internete by uº
mal by´ správne.) [2 body]

8. (bonus príklad) operátor v exponente



Operátor Ô = eÂ de�nujeme cez Taylorov rozvoj exponenciály.

Ukáºte, ºe operátor T̂a = eip̂a/ℏ je operátorom posunutia (translácie), ktorý Ψ(x)
zobrazí na Ψ(x+ a) . [2 body]

9. (bonus príklad) operátor v exponente
Ur£te 2x2 maticu, ktorá odpovedá operátoru

R̂x(
π

2
) = e

−iπ
4

 0 1
1 0


. (1)

Neskôr sa dozvieme, ºe je to operátor rotácie spinu okolo osi x o uhol π
2
. Tu je to

zatia© iba úprava matíc a pou£enie, ºe má zmysel uvaºova´ v exponente aj maticu.
[2 body]


