
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie

Sada £.7

rie²enia, prosím, odovzdajte do za£iatku cvi£enia 21.11.2025

1. meranie v kvantovej mechanike
(a) Uvaºujme stav vo©nej £astice v jednom rozmere popísaný vlnovou funkciou nor-
movanou na kone£ný interval
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Overte, £i je táto vlnová funkcia správne normovaná a ak nie je, opravte ju tak, aby
bolo jej normovanie v poriadku a pravdepodobnosti mera´ prvé dve hybnosti boli
rovnaké, a zvy²ná pravdepodobnos´ dvakrát vä£²ia.
Aké energie a s akou pravdepodobnos´ou nameriame tejto £astici v stave Ψ ?
V akom stave je £astica, pôvodne v stave Ψ , po tom, £o jej odmeriame vä£²iu (naj-
vä£²iu) z moºných energií? Napí²te vlnovú funkciu tohto stavu.
V akom stave je £astica, pôvodne v stave Ψ , po tom, £o jej odmeriame men²iu (naj-
men²iu) z moºných energií? Napí²te vlnovú funkciu tohto stavu.

(b) Uvaºujme stav JHO popísaný vlnovou funkciou
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kde Ψn(x) sú vlnové funkcie stacionárnych stavov. Predstavme si pre ú£ely tohto prí-
kladu, ºe by existoval jednoduchý prístroj na meranie parity kvantového JHO. Akú
paritu a s akými pravdepodobnos´ami by prístroj nameral tomuto JHO?
V akom stave je JHO, pôvodne v stave Ψ̃ , po tom, £o mu odmeriame men²iu (naj-
men²iu) z moºných parít? Napí²te vlnovú funkciu tohto stavu.
V akom stave je JHO, pôvodne v stave Ψ̃ , po tom, £o mu odmeriame vä£²iu (najvä£-
²iu) z moºných parít? Napí²te vlnovú funkciu tohto stavu.

Svoje odpovede zdôvodnite, resp. okomentujte. [4 body]

2. Schwarzova nerovnos´ pre vlnové funkcie
Pri dôkaze vz´ahu neur£itosti sme vychádzali zo Schwarzovej nerovnosti, ktorej dôkaz
sme ponechali na neskôr, tak ho urobíme/urobíte tu. Tvrdenie je: pre kaºdé dve kvad-
raticky integrovate©né komplexné funkcie f(x) a g(x) na reálnej osi platí nerovnos´∫∞
−∞ |f(x)|2dx ·

∫∞
−∞ |g(x)|2dx ≥ |

∫∞
−∞ f(x)∗ g(x) dx|2.

Pomôcka k dôkazu: Výjde sa zo zjavne pravdivého tvrdenia, ºe pre kaºdé dve kvad-
raticky integrovate©né komplexné funkcie f(x) a g(x) na reálnej osi a pre kaºdé kom-
plexné £íslo λ platí nerovnos´

∫∞
−∞ |f(x) + λg(x)|2dx ≥ 0. Prvý krok je ukáza´, ºe pre

funkciu g(x) = 0 pre kaºdé x, Schwarzova nerovnos´ platí. Potom roznásobte |f+λg|2
a zvo©te λ = −

∫∞
−∞ g(x)∗ f(x) dx/

∫∞
−∞ |g(x)|2dx. [2 body]



3. dôvod na useknutie radu
Pri rie²ení ĤΨ = EΨ pre JHO sme sa dostali k parametrizácii Ψ(ξ) =
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s rekurentným vz´ahom ak+2 =
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ak pre koe�cienty radu. Povedali sme, ºe rad treba

useknú´, lebo pre ve©ké k sa ide podoba´ na rad pre eξ
2
, takºe Ψ(ξ) by bola ako e+ξ2/2

a prestala by´ kvadraticky integrovate©ná. Ukáºte, ºe bez useknutia sa mocninný rad
vo vlnovej funkcii naozaj správa ako funkcia e+ξ2 .

Pomôcka: Uvaºujme rad v Ψ(ξ) a zoh©adnime, ºe kaºdý druhý £len je nula, nako©ko
bu¤ a0 = 0 alebo a1 = 0. Potom pri rozpísaní radu dostávame dva susedné nenulové
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rovnanie e²te nemôºeme urobi´, lebo tu sú iné mocniny ξ. Aby boli rovnaké, uvaºujme
párne k a substitúciu kNEW = 2k. Teraz uº môºeme porovna´ pomery koe�cientov
pri susedných mocninách ξk+2 a ξk v limite ve©kého k. Naozaj Vám vychádzajú tieto
pomery rovnaké? [2 body]

4. stacionárne stavy JHO
(a) Na cviku ste mali moºnos´ odvodi´ vlnové funkcie nieko©kých stacionárnych sta-
vov. Ak ste nestihli odvodi´ Ψ4(x), odvo¤te ju tu.

(b) Porovnajte, £i Vám vychádza rovnaký polynóm (aº na kon²tantu) ako Hermitov
polynóm H4(x) v Zelenej u£ebnici v Dodatku A2.

(c) Na£rtnite Ψ4(x) a hustotu pravdepodobnosti výskytu |Ψ4(x)|2.
(d) Ur£te, £i je stredný hrb v |Ψ4(x)|2 vä£²í alebo men²í ako krajné hrby.

(e) Zistenie o hrbe zov²eobecnite pre ná£rtky |Ψ6(x)|2 a |Ψ8(x)|2, vlnové funkcie
nemusíte odvodzova´.

(f) Nakoniec zistenie o hrbe zov²eobecnite pre ná£rtok |ΨN(x)|2, kde N ≫ 1.
[2 body]

5. ortogonalita vlnových funkcií stacionárnych stavov JHO
Na cviku ste mali moºnos´ odvodi´ vlnové funkcie nieko©kých stacionárnych stavov. Ak
ste nestihli odvodi´ Ψn(x) potrebné pre tento príklad, odvo¤te ich tu.

Pomocou známych Ψn(x) ukáºte priamym výpo£tom ortogonalitu dvojice Ψ3(x) a
Ψ1(x), ako aj dvojice Ψ4(x) a Ψ0(x).
Poznámka: zjavne pre párny a nepárny stacionárny stav sú vlnové funkcie ortogonálne,
tento dôkaz by bol triviálny: potrebný integrál je rovný nule, lebo v tomto prípade sa
integruje nepárna funkcia na celej reálnej osi.

Pomocné integrály:
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6. vz´ah neur£itosti pre základný stav JHO
Uvaºujme JHO v základnom stave. Vypo£ítajte stredné kvadratické odchýlky ∆x a



∆p v tomto stave a overte, ºe je splnený vz´ah neur£itosti. [2 body]

7. predpove¤ pre meranie hybnosti v základnom stave JHO
(a) Uvaºujme JHO v základnom stave. Vypo£ítajte hustotu pravdepodobnosti name-
ra´ oscilátoru v tomto stave hybnos´ p. Overte, ºe je správne normovaná.

(b) Ur£te (a zdôvodnite) z hustoty pravdepodobnosti merania p získanej v £asti (a)
strednú kvadratickú odchýlku ∆p a okomentjte, £i dostávate zhodu s ∆p z rie²enia
príkladu 6. [2 body]

8. rádový odhad energie základného stavu JHO
Ak by sme nemali SchR a jej rie²enie, minimálnu energiu JHO by sme odhadovali
rádovo podobne, ako sme celkom na za£iatku odhadovali rádovo energiu elektrónu v
atóme vodíka. Zopakujte toto odvodenie, tentokrát sme v jednom rozmere. T.j. mini-
malizujte energiu £astice s potenciálnou energiou JHO a za predpokladu, ºe moºno z
princípu neur£itosti odhadnú´ p ≈ ℏ/x. Porovnajte rádový odhad, £iºe Vá² výsledok,
s energiou E0 z presného rie²enia SchR. [2 body]

9. bonus príklad: predpove¤ pre meranie hybnosti v prvom excitovanom stave JHO
Ako v príklade 7. (a), len pre prvý excitovaný stav.
Uvaºujme JHO v prvom excitovanom stave. Vypo£ítajte hustotu pravdepodobnosti
namera´ oscilátoru v tomto stave hybnos´ p. Overte, ºe je správne normovaná.

[2 body]


