Priklady na domacu tlohu z kvantovej teérie

Sada ¢.7

riesenta, prosim, odovzdajte do zaciatku cvicenia 21.11.2025

1. meranie v kvantovej mechanike
(a) Uvazujme stav volnej ¢astice v jednom rozmere popisany vlnovou funkciou nor-
movanou na konec¢ny interval
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Overte, ¢i je tato vlnova funkcia spravne normovand a ak nie je, opravte ju tak, aby
bolo jej normovanie v poriadku a pravdepodobnosti merat prvé dve hybnosti boli
rovnaké, a zvy$na pravdepodobnost dvakrat vicsia.

Aké energie a s akou pravdepodobnostou nameriame tejto ¢astici v stave W7

V akom stave je Castica, povodne v stave U, po tom, ¢o jej odmeriame vicsiu (naj-
vicsiu) z moznych energii? NapiSte vlnova funkciu tohto stavu.

V akom stave je ¢astica, povodne v stave U, po tom, ¢o jej odmeriame mensiu (naj-
mensiu) z moznych energii? NapiSte vlnova funkciu tohto stavu.

(b) Uvazujme stav JHO popisany vinovou funkciou

B(a) = £ o(z) + % U, () + = (),
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kde U, (z) st vlnové funkcie stacionarnych stavov. Predstavme si pre ucely tohto pri-
kladu, Ze by existoval jednoduchy pristroj na meranie parity kvantového JHO. Aku
paritu a s akymi pravdepodobnostami by pristroj nameral tomuto JHO?
V akom stave je JHO, povodne v stave ¥, po tom, ¢o mu odmeriame mensiu (naj-
mensiu) z moznych parit? Napiste vinovt funkciu tohto stavu.
V akom stave je JHO, povodne v stave U, po tom, ¢o mu odmeriame vacsiu (najvac-
§iu) z moznych parit? NapiSte vlnova funkciu tohto stavu.

Svoje odpovede zdovodnite, resp. okomentujte. [4 body]

2. Schwarzova nerovnost pre vinové funkcie

Pri dokaze vztahu neurcitosti sme vychadzali zo Schwarzovej nerovnosti, ktorej dokaz
sme ponechali na neskor, tak ho urobime/urobite tu. Tvrdenie je: pre kazdé dve kvad-
raticky integrovatelné komplexné funkcie f(x) a g(x) na realnej osi plati nerovnost
ol f@)Pde - [ [g()Pda > | [T ()" (@) dx|*.

Pomécka k dokazu: Vyjde sa zo zjavne pravdivého tvrdenia, ze pre kazdé dve kvad-
raticky integrovatelné komplexné funkcie f(z) a g(z) na reélnej osi a pre kazdé kom-
plexné ¢islo A plati nerovnost [ |f(z) + Ag(z)|*dz > 0. Prvy krok je ukazat, ze pre
funkciu g(x) = 0 pre kazdé x, Schwarzova nerovnost plati. Potom roznasobte |f + Ag|?
azvolte X = — 7 g(x)* f(x)dx/ [T |g(x)|*dz. [2 body]



3. dévod na useknutie radu

PririeSeni HU = E¥ pre JHO sme sa dostali k parametrizacii ¥(§) = ool arck e87/2,
s rekurentnym vztahom a9 = = a; pre koeficienty radu. Povedali sme, Ze rad treba
useknit, lebo pre velké k sa ide podobat na rad pre e¢”, takze W(€) by bola ako et¢*/2
a prestala byt kvadraticky integrovatelna. Ukazte, ze bez useknutia sa mocninny rad
vo vlnovej funkeii naozaj sprava ako funkeia et¢” .

Pomécka: Uvazujme rad v U(§) a zohladnime, Ze kazdy druhy ¢len je nula, nakolko
bud ay = 0 alebo a; = 0. Potom pri rozpisani radu dostavame dva susedné nenulové
cleny ...+ apft 4 ap o ...

Pre funkciu e analogicky dostavame ...+ HE2 4 (k+12)!€2k+2 +. ... Pozadované po-
rovnanie eSte nemoézeme urobit, lebo tu st iné mocniny €. Aby boli rovnaké, uvazujme
parne k a substiticiu kygw = 2k. Teraz uz moézeme porovnat pomery koeficientov
pri susednych mocninach £¥+2 a &% v limite velkého k. Naozaj VAm vychadzaju tieto
pomery rovnaké? [2 body]

4. staciondrne stavy JHO
(a) Na cviku ste mali moznost odvodit vinové funkcie niekol'kych stacionarnych sta-
vov. Ak ste nestihli odvodit ¥, (x), odvodte ju tu.

(b) Porovnajte, & Vam vychadza rovnaky polyném (az na konstantu) ako Hermitov
polynom Hy(z) v Zelenej ucebnici v Dodatku A2.

(c) Nacrtnite W () a hustotu pravdepodobnosti vyskytu |¥,(z)|>.

(d) Urcte, ¢i je stredny hrb v |Wy(z)|? viicsi alebo mensi ako krajné hrhby.

(e) Zistenie o hrbe zoveobecnite pre nacrtky |Us(z)|> a |Ug(z)|?, vlnové funkcie
nemusite odvodzovat.

(f) Nakoniec zistenie o hrbe zovSeobecnite pre nacrtok |¥y(z)[?, kde N > 1.
[2 body]

5. ortogonalita vinovyjch funkcii staciondrnych stavov JHO
Na cviku ste mali moznost odvodit vinové funkcie niekolkijch staciondrnych stavov. Ak
ste nestihli odvodit U, (x) potrebné pre tento priklad, odvodte ich tu.

Pomocou znamych W, (z) ukdzte priamym vypoctom ortogonalitu dvojice ¥3(x) a
U, (z), ako aj dvojice Wy(x) a Uy(x).

Pozndmka: zjavne pre pdrny a nepdrny staciondrny stav su vinové funkcie ortogondlne,
tento dokaz by bol trividlny: potrebnyg integrdl je rovny nule, lebo v tomto pripade sa
integruje nepdrna funkcia na celej redlnej osi.

Pomocné integraly: [~ e dx = /7, s e dy = svm, [ at e dy =
sivm, [T af e dx = 231 /m, atd. [2 body]

6. vztah neurcitosti pre zdkladny stav JHO
Uvazujme JHO v zédkladnom stave. Vypocitajte stredné kvadratické odchylky Az a



Ap v tomto stave a overte, Ze je splneny vztah neurcitosti. [2 body]

7. predpoved pre meranie hybnosti v zdkladnom stave JHO
(a) Uvazujme JHO v zakladnom stave. Vypocitajte hustotu pravdepodobnosti name-
rat oscilatoru v tomto stave hybnost p. Overte, 7e je spravne normované.

(b) Ur¢te (a zdovodnite) z hustoty pravdepodobnosti merania p ziskanej v Casti (a)
strednt kvadraticka odchylku Ap a okomentjte, ¢i dostédvate zhodu s Ap z rieSenia
prikladu 6. [2 body]

8. radovy odhad energie zdkladného stavu JHO

Ak by sme nemali SchR a jej rieSenie, minimalnu energiu JHO by sme odhadovali
rddovo podobne, ako sme celkom na zaciatku odhadovali rddovo energiu elektronu v
atome vodika. Zopakujte toto odvodenie, tentokrat sme v jednom rozmere. T.j. mini-
malizujte energiu Castice s potencialnou energiou JHO a za predpokladu, ze mozno z
principu neuréitosti odhadnat p ~ h/z. Porovnajte radovy odhad, ¢ize Vas vysledok,
s energiou Fj z presného rieSenia SchR. [2 body]

9. bonus priklad: predpoved pre meranie hybnosti v prvom excitovanom stave JHO
Ako v priklade 7. (a), len pre pruy excitovany stav.

Uvazujme JHO v prvom excitovanom stave. Vypocitajte hustotu pravdepodobnosti
namerat oscilatoru v tomto stave hybnost p. Overte, Ze je spravne normované.

[2 body]



