
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie

Sada £.8

rie²enia, prosím, odovzdajte do za£iatku predná²ky 2.12.2025

1. kmity JHO v nestacionárnom stave
V tomto príklade uvaºujme len reprezentáciu vlnovými funkciami. Príklad má dlhé
zadanie, ale krátke rie²enie (odpovede).

(a) Napí²te správne normovanú vlnovú funkciu základného stavu Ψ0(x) a prvého
excitovaného stavu Ψ1(x).
Môºete ich opísa´ z minulosti, ale potrebujeme ich teraz aj so správnym normovaním.

(b) Gra�cky na£rtnite, ako tieto vlnové funkcie vyzerajú a tieº hustotu pravdepodob-
nosti výskytu oscilátora na reálnej osi v spomínaných dvoch stavoch.

(c) Aká je pod©a ná£rtku stredná hodnota merania polohy oscilátora v stave Ψ0 a
aká v stave Ψ1 ? Odpove¤ zdôvodnite.
Tieto stredné hodnoty ozna£me ako maticové elementy x00 a x11 .

(d) Ψ0 , Ψ1 , x00 a x11 z odpovedí na otázky (a) a (c) môºeme chápa´ ako Ψ0(x, t) ,
Ψ1(x, t) , x00(t) a x11(t) v £ase t = 0.
Aký je ich £asový vývoj pre t > 0 ?
Na£rtnite hustotu pravdepodobnosti výskytu oscilátora na reálnej osi v spomínaných
dvoch stavoch v nejakom zvolenom neskor²om £ase.
Dochádza v stavoch Ψ0 a Ψ1 ku kmitom strednej polohy oscilátora? Dá sa va²e po-
zorovanie zov²eobecni´ na v²etky stacionárne stavy?

(e) Nech je JHO v £ase t = 0 v stave, ktorý je superpozíciou vlastných stavov Ψ0 a
Ψ1 , s rovnakou pravdepodobnos´ou P (E0) = P (E1) pri meraní energie, a s nulovou
relatívnou fázou v superpozícii. Napí²te správne normovanú vlnovú funkciu oscilátora
v £ase t = 0 . Pre vä£²iu preh©adnos´ a vyniknutie pointy, ktorú sledujeme v tomto
príklade, nedosadzujte konkrétne výrazy za Ψ0 a Ψ1 z £asti (a).
Gra�cky na£rtnite, ako pribliºne táto vlnová funkcia vyzerá a tieº hustotu pravdepo-
dobnosti výskytu oscilátora na reálnej osi v tomto stave.
Je x vychýlená mimo po£iatku? Na ktorú stranu?

(f) Napí²te, ako sa vlnová funkcia oscilátora z £asti (e) vyvíja v £ase t > 0 (na¤alej
nedosadzujte za Ψ0 a Ψ1 , za energie v²ak dosa¤te príslu²ný násobok ℏω ), a . . .

(g) . . . na£rtnite hustotu pravdepodobnosti výskytu oscilátora na reálnej osi v £asoch
t = π/ω a t = 2π/ω .
Je pre tieto £asy x vychýlená mimo po£iatku? Na ktorú stranu?

(h) Vypo£ítajte strednú polohu x(t) oscilátora z £asti (f) pomocou nenulového mati-
cového elementu x01 ako funkciu £asu. Explicitne dokáºte, ºe x(t) koná harmonické
kmity okolo po£iatku s kruhovou frekvenciou ω.
Nakoniec ur£te x01 a z neho ur£te amplitúdu kmitov JHO v tomto stave.



(i) Dostávate zhodu s Ehrenfestovými vetami pre JHO?
Dostávate ekvivalentnú informáciu alebo ste tu odvodili aj nie£o navy²e, £o nemoºno
odvodi´ z Ehrenfestových viet?

(j) Ako kmitá stredná poloha x(t) oscilátora, ktorý je namiesto superpozície základ-
ného a prvého excitovaného stavu (vi¤ otázka (h) ) v stave danom superpozíciou
základného a n-tého excitovaného stavu, n ≥ 2 ?
Svoju odpove¤ zdôvodnite. Naozaj po£íta´ tu v²ak netreba ni£. [4 body]

2. JHO v energetickej reprezentácii
(a) Odvo¤te alebo iba napí²te matice x a p.

(b) Vychádzajúc z týchto matíc odvo¤te tvar matice p2/2m+mω2x2/2 a okomentujte
výsledok. Pozrite pritom na tvrdenie v bonusovom príklade 8. [2 body]

3. JHO v energetickej reprezentácii
Vychádzajúc zo známych matíc x a p vypo£ítajte maticu [x, p], ktorá je komutátorom
týchto dvoch matíc. Viete vopred, £o má výjs´? [2 body]

4. JHO: zniºovací operátor v reprezentácii vlnovými funkciami
(a) V reprezentácii vlnovými funkciami ukáºte, ºe zniºovací operátor naozaj anihi-
luje základný stav JHO do nuly (ni£oty). T.j. vypo£ítajte âΨ0(x), kde Ψ0(x) =
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(b) Napí²te, ako je zniºovanie v £asti (a) reprezentované v energetickej reprezentácii.
[2 body]

5. JHO: zvy²ovací operátor v reprezentácii vlnovými funkciami
(a) Podobne ako v príklade 4. v reprezentácii vlnovými funkciami ukáºte, ºe zvy-
²ovací operátor pôsobiaci na základný stav JHO naozaj dáva prvý excitovaný stav.
T.j. vypo£ítajte â†Ψ0(x). Mala by vyjs´ vlnová funkcia prvého excitovaného stavu aj
so správnym normovaním. Overte.

(b) Napí²te, ako je zvy²ovanie v £asti (a) reprezentované v energetickej reprezentácii.
[2 body]

6. JHO: £asový vývoj v energetickej reprezentácii
V £ase t ≥ 0 uvaºujme stav Ψ(t) reprezentovaný stojacim vektorom s komponentami
cn(t), kde n = 0, 1, 2, . . . . Aká diferenciálna rovnica platí pre koe�cienty cn(t) , ak
pre Ψ(t) platí £asová SchR?
Aké je jej rie²enie pre cn(t) s po£iato£nou podmienkou cn(0) = bn ?
Konkretizujme to: v energetickej reprezentácii ur£te Φ(t), ak v £ase nula je tento stav
rovný |Φ⟩ = 1
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V energetickej reprezentácii vypo£ítajte x(t), t.j. kmity strednej polohy oscilátora,



ktorý je v stave Φ(t). Sú tieto kmity harmonické, v zhode s Ehrenfestovými vetami?
[2 body]

7. kmity x(t) pre JHO v stave danom nekone£nou superpozíciou
Uvaºujme JHO, ktorý je v £ase t = 0 v stave |Ψ⟩ = 1√

e
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(a) Overte, ºe stav |Ψ⟩ je správne normovaný.

(b) Ur£te |Ψ(t)⟩ v £ase t > 0.

(c) Vypo£ítajte x(t).
Pomôcka: Zamyslite sa, £i pri výpo£te bude vhodná niektorá z reprezentácií JHO alebo
postup vo v²eobecnom formalizme. Mohlo by by´ uºito£né vyjadri´ operátor x̂ pomocou
â a â†, pri£om â |n⟩ = C−|n − 1⟩ a ⟨n| â† = (â |n⟩)† = C∗

− ⟨n − 1|. �omu je rovné
C− ? �asový vývoj nekone£nej superpozície je ako pre kone£nú v príklade 6.

(d) Dostali ste nenulové harmonické kmity x(t) ?
Aké sú ich perióda, frekvencia a amplitúda?
�omu je rovné x(t) v £asoch 0, T/4, T/2, 3T/4 a T , kde T je perióda?
Ak vy²lo x(t = 0) mimo po£iatku, ako zada´ taký stav JHO, pre ktorý bude x(t = 0)
s opa£ným znamienkom?

(e) Táto podotázka mi príde najzaujímavej²ia. Dostali sme informáciu o kmitoch
strednej polohy JHO. Nevieme v²ak, £o sa s ním deje v priestore, ak ho vnímame ako
balík. Rozplýva sa v £ase, ako to bolo u vo©nej £astice? Odpove¤ získame, ke¤ pre
uvedený stav JHO vypo£ítame strednú kvadratickú odchýlku ∆x(t). Urobte tento
výpo£et. Porovnajte výsledok s ∆x pre JHO v základnom stave. [4 body]

8. (bonus príklad) energetická reprezentácia a násobenie operátorov
Dokáºte pomocné tvrdenie: sú£inu operátorov ÂB̂ odpovedá v energetickej reprezen-
tácii sú£in matíc AB.
Nie je to samozrejmé. My sme to uº bez dôkazu pouºili, napr. pri výpo£te matice H z
rovnosti operátorov Ĥ = ℏω(ââ† + 1

2
).

Pomôcka: Za£neme zo správneho, dobre známeho násobenia matíc (AB)ij =
∑
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k |k⟩ ⟨k|) B̂|j⟩, kde stavy |i⟩ sú stacionárne stavy, t.j.

vlastné stavy hermitovského Ĥ. Ony tvoria bázu v energetickej reprezentácii.
Zo vz´ahu úplnosti potom dokáºte, ºe suma

∑
k dáva jednotku, resp. jednotkový ope-

rátor. Ke¤ºe jednotkový operátor netreba písa´, dostávame dokazované tvrdenie.
[2 body]


