Priklady na domacu tlohu z kvantovej teérie

Sada ¢.8

riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku predndsky 2.12.2025

1. kmaty JHO v nestaciondrnom stave
V tomto priklade uvazujme len reprezentaciu vlnovymi funkciami. Priklad mé& dlhé
zadanie, ale kratke rieSenie (odpovede).

(a) Napiste spravne normovani vinovii funkciu zékladného stavu Wo(x) a prvého
excitovaného stavu Wy (x).
Mozete ich opisat z minulosti, ale potrebujeme ich teraz aj so sprdvnym normovanim.

(b) Graficky nacrtnite, ako tieto vlnové funkcie vyzeraju a tiez hustotu pravdepodob-
nosti vyskytu oscilatora na realnej osi v spominanych dvoch stavoch.

(c) Aka je podla nacrtku strednd hodnota merania polohy oscilatora v stave W, a
aka v stave WUy 7 Odpoved zddvodnite.
Tieto stredné hodnoty oznacme ako maticové elementy xoy a 11 .

(d) Vo, Uy, zo0 a z1; z odpovedi na otazky (a) a (¢) moézeme chépat ako Wo(z,t),
Uy (z,t), xeo(t) a x11(t) v Case t = 0.

AKky je ich ¢asovy vyvoj pret > 07

Nacrtnite hustotu pravdepodobnosti vyskytu oscildtora na realnej osi v spominanych
dvoch stavoch v nejakom zvolenom neskorsom case.

Dochadza v stavoch Wy a ¥y ku kmitom strednej polohy oscilatora? D4 sa vase po-
zorovanie zovSeobecnit na vSetky stacionarne stavy?

(e) Nech je JHO v ¢ase t = 0 v stave, ktory je superpoziciou vlastnych stavov ¥, a
U, , s rovnakou pravdepodobnostou P(FEy) = P(E;) pri merani energie, a s nulovou
relativnou fazou v superpozicii. NapiSte spravne normovani vinovi funkciu oscilatora
v ¢ase t = 0. Pre vdcsiu prehladnost a vyniknutie pointy, ktorid sledujeme v tomto
priklade, nedosadzujte konkrétne vgrazy za Vo a ¥y z casti (a).

Graficky nacrtnite, ako priblizne tato vlnova funkcia vyzera a tiez hustotu pravdepo-
dobnosti vyskytu oscilatora na realnej osi v tomto stave.

Je T vychylend mimo pociatku? Na ktoru stranu?

(f) Napiste, ako sa vlnova funkcia oscilatora z Casti (e) vyvija v ¢ase t > 0 (nadalej
nedosadzujte za Wy a W;, za energie vSak dosadte prislusny nasobok hw), a ...

(g) ... nacrtnite hustotu pravdepodobnosti vyskytu oscilatora na reélnej osi v ¢asoch
t=m/w at=21/w.
Je pre tieto Casy T vychylend mimo pociatku? Na ktord stranu?

(h) Vypocitajte stredna polohu x(t) oscilatora z ¢asti (f) pomocou nenulového mati-
cového elementu zg; ako funkciu ¢asu. Explicitne dokazte, ze w konda harmonické
kmity okolo pociatku s kruhovou frekvenciou w.

Nakoniec urc¢te zg; a z neho uréte amplitidu kmitov JHO v tomto stave.



(1) Dostavate zhodu s Ehrenfestovymi vetami pre JHO?
Dostavate ekvivalentnd informéaciu alebo ste tu odvodili aj nie¢o navyse, ¢o nemozno
odvodit z Ehrenfestovych viet?

(j) Ako kmita strednéa poloha x(t) oscilatora, ktory je namiesto superpozicie zaklad-
ného a prvého excitovaného stavu (vid otézka (h) ) v stave danom superpoziciou
zakladného a n-tého excitovaného stavu, n > 27

Svoju odpoved zddvodnite. Naozaj pocital tu vSak netreba nic. [4 body]

2. JHO v energetickej reprezentdcii
(a) Odvodte alebo iba napiSte matice = a p.

(b) Vychédzajic z tychto matic odvod'te tvar matice p*/2m-+mw?x?/2 a okomentujte
vysledok. Pozrite pritom na tvrdenie v bonusovom priklade 8. [2 body]

3. JHO v energetickej reprezentdcii
Vychadzajic zo znamych matic x a p vypoéitajte maticu [z, p], ktord je komutatorom
tychto dvoch matic. Viete vopred, ¢o mé vyjst? [2 body]

4. JHO: zniZovaci operdtor v reprezentdcit vinovymi funkciami

(a) V reprezentacii vinovymi funkciami ukazte, 7e znizovaci operator naozaj anihi-
luje zékladny stav JHO do nuly (nifoty). T.j. vypocitajte aWo(x), kde Wo(z) =
1/\/V/mxg e“”2/2”%, aa= (% + i%)/\/ﬁ, s operatorom p = %j—x. Typicka hybnost

je pg = Vhmw.

(b) Napiste, ako je zniZovanie v Casti (a) reprezentované v energetickej reprezentacii.
[2 body]

5. JHO: zvySovaci operdtor v reprezentdcii vinovymi funkciami

(a) Podobne ako v priklade 4. v reprezentécii vlnovymi funkciami ukazte, ze zvy-
Sovaci operator posobiaci na zdkladny stav JHO naozaj dava prvy excitovany stav.
T.j. vypocitajte a' Uo(z). Mala by vyjst vinova funkcia prvého excitovaného stava aj
so spravnym normovanim. Overte.

(b) Napiste, ako je zvySovanie v Casti (a) reprezentované v energetickej reprezentacii.
[2 body]

6. JHO: casovy vijvoj v energetickej reprezentdcii

V case t > 0 uvazujme stav W(¢) reprezentovany stojacim vektorom s komponentami
cn(t), kde n =0, 1, 2, .... Ak4 diferencidlna rovnica plati pre koeficienty c,(t), ak
pre U(t) plati ¢asova SchR?

AKké je jej riesenie pre c,(t) s poc¢iatotnou podmienkou ¢,(0) = b, ?

Konkretizujme to: v energetickej reprezentacii uréte ®(t), ak v ¢ase nula je tento stav
rovny |®) =1|2) +316) + \/LE 7).

V energetickej reprezentacii vypocitajte T(t), t.j. kmity strednej polohy oscilatora,



ktory je v stave ®(¢). St tieto kmity harmonické, v zhode s Ehrenfestovymi vetami?
[2 body]

7. kmity T(t) pre JHO v stave danom nekonecnou superpoziciou
Uvazujme JHO, ktory je v ¢ase t = 0 v stave |¥) = \/LE Yoo \/%7 In).

(a) Overte, ze stav |U) je spravne normovany.
(b) Uréte |W(t)) v Case t > 0.

(c) Vypocitajte Z(t).

Pomécka: Zamyslite sa, ¢i pri vipocte bude vhodnd niektord z reprezentdcii JHO alebo
postup vo vseobecnom formalizme. Mohlo by byt uZitoéné vyjadrit operdtor & pomocou
a aal, pricom aln) = C_|n —1) a (n|at = (a|n))! = C* (n — 1|. Comu je rovné
C_¥? éasovy’ vijvoj nekonecnej superpozicie je ako pre konecéni v priklade 6.

(d) Dostali ste nenulové harmonické kmity Z(¢) ?

Aké st ich perioda, frekvencia a amplitida?

Comu je rovné Z(t) v ¢asoch 0, T'/4, T/2,3T/4 a T, kde T je perioda?

Ak vyslo Z(t = 0) mimo pociatku, ako zadat taky stav JHO, pre ktory bude Z(t = 0)
s opa¢nym znamienkom?

(e) Tato podotazka mi pride najzaujimavejsia. Dostali sme informaciu o kmitoch
strednej polohy JHO. Nevieme vsak, ¢o sa s nim deje v priestore, ak ho vnimame ako
balik. Rozplyva sa v ¢ase, ako to bolo u volnej ¢astice? Odpoved ziskame, ked pre
uvedeny stav JHO vypocitame strednu kvadraticki odchylku Az(t). Urobte tento
vypocet. Porovnajte vysledok s Az pre JHO v zakladnom stave. [4 body]

8. (bonus priklad) energetickd reprezentdcia a ndsobenie operdtorov
Dokazte pomocné tvrdenie: si¢inu operatorov AB odpovedé v energetickej reprezen-
tacii sucin matic AB.
Nie je to samozreymé. My sme to uz bez dokazu pouzili, napr. pri vijpocte matice H z
rovnosti operdtorov H = hw(aal + 3.
Pomécka: Zacneme zo spravneho, dobre znameho ndsobenia matic (AB);; = >, AikBr;
S (AR (K|Blj) = (A (X, k) (k|) Blj), kde stavy |i) st staciondrne stavy, t.j.
vlastné stavy hermitovského H. Ony tvoria bdzu v energetickej reprezentdcii.
Zo vztahu dplnosti potom dokdzte, Ze suma ), ddva jednotku, resp. jednotkovy ope-
rdator. KedZe jednotkovy operdtor netreba pisat, dostdvame dokazované tvrdenie.

[2 body]



