Priklady na domacu tlohu z kvantovej teérie

Sada ¢.9
rieSenia, prosim, odovzdajte do poludnia (12:00hod) v pondelok 8.12.2025

1. Legendrove polynomy
(a) Odkial vieme, Ze Legendrove polynomy si bud péarne alebo neparne?

(b) Na zaklade (a) a vlastnosti P,(1) = 1 pre kazdé ¢, ¢o mozno bez pocitania vo
v8eobecnosti povedat o hodnotach FPy(0) a o hodnotach Py(—1)?

(c) Na prednéaske sme odvodili prvé tri Legendrove polynomy. Ktoré gulové funkcie
nam priamo (az na konstantu) udéavaja tieto tri polynémy? Doplitte spravne normo-
vanie u napisanych gulovych funkcii. Aky moment hybnosti L? a L, m4 ¢astica v
stave s jednou z tychto gulovych funkcii? [2 body]

2. Legendrove pridruzené funkcie a gulové funkcie

Zo znameho Py(t) uréte pridruZent Legendrovu funkciu P} (t) a z nej Y51(0, ¢) a
Yo _1(0, ), az na normovaciu konstantu. Podobne ur¢te Ys.o(0, ¢). Pomdcka: vo
vSeobecnosti plati Yy, (6, ) = (=1)" Y} (0, ¢).

Vyznacte na povrchu jednotkovej gule oblasti, kde st najpravdepodobnejSie smery
vyskytu castice v stave, ktorého vlnova funkcia ma zavislost na uhloch
(7’) }/20(07 @)7

(ii) J5[Yar (0, ©) + Ya_1(0. 9)],

(iii) \1/[5/21(9 ©) —Ya2_1(0, )],

(iv) f[Ym(@ p) + Yo o(0, 9)],

(v) Z5[Ya2(0, ©) — Ya_o(0, )] [3 body]
3. vyssie Legendrove polynomy a gulové funkcie

(a) Z rekurentného vztahu odvodeného na prednaske uréte Ps(t) a Py(t).

(b) Overte, ze Py(t) je ortogonalny na FPy(t) aj na Py(t).

(c¢) Ktoré z funkeii Yy, (0, ¢) pripustaja vyskyt ¢astice na osi z 7 Ak by bolo zname,
7e celkovy moment hybnosti ¢astice je L? = 20h? a potom je poloha castice zistena
niekde na osi z, aké bolo kvantové ¢islo m pred meranim polohy? [3 body]

4. meranie momentu hybnosti
Uvazujme ¢asticu v stave popisanom separabilnou vlnovou funkciou W (7) = R(r) f(0, ¢).
S akou pravdepodobnostou aké hodnoty L? a L, nameriame ¢astici, pre ktort

(0, ) = 5 Y0, @) + 22 Yas (6, ) — 2 Va6, ) + = Via (6, ) ?
Ak by 8lo o viazany stav elektronu v atome vodika a v experimente by sa iSla merat

energia tohto elektronu (predpokladajic, Ze mame taky meraci pristroj a ze méame
velky pocet takto pripravenych elektronov), ¢o mozeme predpovedat pre hodnotu




najmensej nameranej energie elektronu? Mozeme analogicky predpovedat aj aka bude
najvicsia namerana energia? [3 body]

5. meranie momentu hybnosti
Co mozno predpovedat o vysledku merania L? a L, ¢astice popisanej vinovou funkciou
s uhlovou zévislostou

(a) f(O, )= \/Li (\/%COSQ—F \/g> ,

(b) f(0, @) =+3cos0+1,

(¢c) f(O,¢)=cosO+1,

(d) f(0, ¢) =3cosl+47

Pokazdé uved'te nielen merané hodnoty, ale aj pravdepodobnost, s akou budi merané.
[2 body]

6. moment hybnosti

Vypocitajte, s akou pravdepodobnostou nameriame nulovy moment hybnosti ¢astici,
ktorej uhlova ¢ast vlnovej funkcie je imerna sin6 (a Ziadna zdvislost na ¢).
Pomoécka: Visledok je 3n%/32 = 0.925, zardZajico velkd hodnota, kedZe funkcia sinf
sa intuitivne nepodobd na konstantu. Avsak dostaneme ho len vtedy, ak na zaciatku
spravne normujeme zadani funkciu sin6 v celom priestorovom uhle. [2 body]

7. Legendrove polyndmy a gulové funkcie

Gulové funkcie odpovedajice roznym kvantovym ¢islam st na seba ortogonalne. To,
ze su priamo tmerné Legendrovym polynémom, resp. pridruzenym funkcidm, je ndm
teraz uz dobre zname. Je pridruzen& Legendrova funkcia P}(cosf) ortogonalna na
Legendrov polynoém Py(cos )7 Ak Vam vyslo, Ze nie je, ako to, 7e od Yj; a Ya ocaka-
vame, Ze st ortogonédlne? Ak Vdm vyslo, Ze P} (cos) a Legendrov polyndm Ps(cos0)
st ortogondlne, tak ste sa, Zial pomgjlili. [2 body]

8. degenerdcia staciondrnych stavov elektronu v atome vodika

Stacionarne stavy elektronu v atome vodika su popisané vinovou funkciou W, (7) =
Ruo(r)Yem (0, ¢). Kazdy elektron ma navyse spin, ktorému odpovedaju dve moznosti
priemetu na os z: s, = :t%‘.

(a) Aké hodnoty nadobudaja kvantové ¢isla n, £, m?

(b) Kolkokrat je degenerované zékladna hladina pre elektron v atéme vodika so za-
ratanim spinu?

(c¢) Kol'kokrét je degenerovana prva excitovana hladina?

(d) KoTkokrat je degenerovana druha excitovana hladina?

(e) Odpovede zovseobecnite pre degeneraciu n-tej excitovanej hladiny so zaratanim
spinu. Sedi vasa odpoved s vysledkami vy$§ie pren=1,n=2 a n=37 [2 body]

9. BONUS priklad - moment hybnosti
Co mozno predpovedat o vysledku merania L? a L, ¢astice popisanej vinovou funkciou
s uhlovou zavislostou f(6, p) = cos?*# + cosh + 17 [2 body]



