
Príklady na cvi£enie z kvantovej teórie

1. vo©ná £astica
(a) Napí²te (pokúste sa spamäti), aká vlnová funkcia popisuje v jednom rozmere
vo©nú £asticu v stave s ostrou hodnotou hybnosti. Normovaciu kon²tantu ponechajte
predbeºne ako neur£ené A.
Ostrá hodnota hybnosti znamená, ºe keby sme merali hybnos´ na ve©kom po£te takýchto
identicky pripravených £asticiach, po kaºdé by sme ur£ite namerali tú istú hybnos´.

(b) Moºno tento stav nazva´ stacionárnym? Na základe £oho?

(c) Na predná²ke sme odvodili de Broglieho vlnovú d¨ºku λ tejto £astice. Vlnová
funkcia je v²ak periodická nielen v priestore, ale aj v £ase. Odvo¤te, £omu je rovná
perióda T tejto vlnovej funkcie, a to podobným spôsobom, ako bola odvodená λ.

2. vo©ná £astica
Na predná²ke sme povedali, ºe normovanie vy²²ie diskutovanej vlnovej funkcie je
netriviálne a rie²ime ho bu¤ normovaním na delta funkciu alebo normovaním na
kone£ný interval (v 1-d svete) alebo kone£ný objem (v 3-d svete). V tomto príklade
ur£íte, £omu je rovná normovacia kon²tanta A v týchto prípadoch.

(a) Pre normovanie na Diracovu delta funkciu si spome¬te na normovaciu podmienku
uvedenú na predná²ke a na vz´ah pre delta funkciu δ(x) = 1

2π

∫∞
−∞ eikx dk . �omu je

potom rovná normovacia kon²tanta A?

(b) Ako dodatok k predchádzajúcej otázke: dostávame rovnakú A, ak namiesto nor-
movacej podmienky

∫
Ψ∗

p(x)Ψp′(x) = δ(p − p′) pouºijeme (tieº moºnú) podmienku∫
Ψ∗

k(x)Ψk′(x) = δ(k − k′), kde k = p/ℏ ?
Odkia© sa berie rozdiel? Pomôcka: spome¬te si, £omu je rovná δ(ax) pomocou δ(x),
pre reálne a > 0 .

(c) Ur£te teraz normovaciu kon²tantu A v trojrozmernom svete, ak vlnovú funkciu
Ψk⃗(r⃗) normujeme na delta funkciu.

(d) �omu je rovná normovacia kon²tanta A, ak normujeme vlnovú funkciu Ψk(x) na
kone£ný interval L ?

(e) Ur£te teraz normovaciu kon²tantu A v trojrozmernom svete, ak vlnovú funkciu
Ψk⃗(r⃗) normujeme na kone£ný objem V = L3 .

3. £astica na úse£ke
V nasledujúcich príkladoch uvaºujeme £asticu na úse£ke d¨ºky L. Pripome¬me, ºe
v £ase t = 0 sú vlnové funkcie jej stavov s energiou En = E1 n

2 rovné Ψn(x) =√
2/L sin(nπx/L) .

(a) Uvaºujme £asticu v základnom stave a prístroj, ktorým meriame jej polohu. Za-
myslite sa nad pravdepodobnos´ami, s akými nameriame, ºe £astica sa nachádza v
prvej polovici úse£ky, resp. v druhej polovici úse£ky. Ktorá je vä£²ia?
Zora¤te pod©a ve©kosti pravdepodobnosti, s akými nameriame, ºe £astica sa nachádza
(i) v prvej ²tvrtine úse£ky, (ii) v druhej ²tvrtine úse£ky, (iii) v tretej ²tvrtine úse£ky.
Poznámka: Netreba tu ni£ po£íta´. Iba v prípade, ºe máte naozaj dostatok £asu vy-
po£ítajte výsledok 1

4
−X pre prípad (i) a ukáºte, ºe X = 1

2π
.



(b) Ako sa zmenia tieto predpovede, ak je £astica v prvom excitovanom stave? �omu
je vtedy rovné X ?

4. £astica na úse£ke
Uvaºujme £asticu na úse£ke d¨ºky L v £asovom okamihu t = 0. �astica je v stave
popísanom vlnovou funkciou Ψ(x) = 1√

5
Ψ2(x) +

2√
5
Ψ3(x).

(a) Akú predpove¤ vieme da´ o výsledku jedného merania energie £astice?
(b) Akú predpove¤ vieme da´ o výsledku druhého merania energie na tej istej £astici?
(c) Akú predpove¤ vieme da´ o výsledku mnohých meraní energie nasledujúcich po
sebe na tej istej £astici?
(d) Uvaºujme ve©a identických sústav, kaºdá s £asticou na úse£ke pripravenou v stave
Ψ(x) zo zadania vy²²ie. Akú predpove¤ vieme da´ o výsledku meraní energie na týchto
sústavách, pri£om na kaºdej sústave meriame energiu £astice iba jeden raz?
(e) Ur£te strednú hodnotu meraní z £asti (d).
(f) Ak ste túto strednú hodnotu meraní z £asti (d) vypo£ítali dosadzovaním do vzorca
E =

∑
n=2, 3EnP (En) , tak sa teraz zamyslite, ako dosta´ výsledok bez po£ítania.

(g) Ur£te bez po£ítania strednú kvadratickú odchýlku meraní energie z £asti (d).

5. Navrhnite vlnovú funkciu £astice na úse£ke, ktorá bude popisova´ £asticu, ktorej
moºno namera´ iba ²tyri rôzne hodnoty energie E1, E2, E3 a E4 a to s pravdepodob-
nos´ami, ktoré budú v pomere 4:3:2:1.

6.= A10. Zbierka, str.17 tla£ená verzia a str.15 pdf. �astica na úse£ke.
Aproximujte π elektróny v molekule hexatriénu ²iestimi neinteragujúcimi elektrónmi
viazanými na úse£ku d¨ºky L a ur£te rozdiel medzi energiou základného a prvého
excitovaného stavu takejto sústavy. (L = N × ∆ℓ , kde N = 6 je po£et elektrónov
a ∆ℓ = 0.289/2 = 0.1445 nm je stredná vzdialenos´ medzi atómami uhlíka. Zarátané
tu je vy£nievanie elektrónového oblaku z uhlíkového re´azca o d¨ºku ∆ℓ/2 na kaºdú
stranu.)

V akej £asti el-mag spektra sú fotóny z takýchto prechodov? Porovnajte s experimen-
tálnym údajom uvedeným v texte v Zbierke.
Je hexatrién vhodný ako farbivo? (T.j. odpovedá prechod pohlcovaniu elmag ºiarenia
z vidite©ného spektra?)
Aká podobná lineárna molekula: dlh²ia (viac atómov C) £i krat²ia (menej atómov C),
by mohla by´ vhodná ako farbivo v¤aka ²tudovanému prechodu?

7. Uvaºujme £asticu na úse£ke < 0, L > v stave popísanom vlnovou funciou Ψ(x) =
Ax(L− x). Na£rtnite vlnovú funkciu £astice.

Ako prvé vypo£ítajte najskôr A. Odporú£ame pritom poloºi´ L = 1 a vyuºi´
∫ 1

0
=

tM(1− t)Ndt = M !N !
(M+N+1)!

. Do výsledku dodajte správnu mocninu L.

Ur£te, ako by sa po£ítala pravdepodobnos´ P (E1) namera´ v tomto stave £astici ener-



giu základného stavu E1. Vyhodno´te P (E1) £íselne iba v prípade ve©kého dostatku
£asu.

�o sa dá bez po£ítania poveda´ o P (E2) ?

�o sa dá bez po£ítania poveda´ o v²etkých ostatných P (En) , n > 2 ?

Vychádzajúc z ná£rtku Ψ(x) okomentujte, pre£o pre P (E1) vychádza najvä£²ia. Bez
po£ítania, len na základe výsledku P (E1) odhadnite P (E3). Myslíme naozaj P (E3) a
nie P (E2).

8. = A11 v Zbierke, str.16 (tla£ená verzia) a str.19 (pdf).
Elektrón je viazaný na úse£ke a nachádza sa v základnom stave. Vyjadrite silu, ktorou
treba zvonka pôsobi´ na krajné body úse£ky. Má úse£ka s elektrónom tendenciu sa
rozopnú´ alebo sa stiahnu´?

Návod: Ako závisí energia na d¨ºke úse£ky L?
Ak sa d¨ºka zvä£²í na L+ dL, ako sa zmení energia do prvého rádu v dL?
Kto koná prácu pri roztiahnutí úse£ky z L na L + dL : elektrón na vonkaj²í svet,
alebo vonkaj²í svet na elektrón? Ako pomocou sily vyjadri´ túto prácu?

9. Porovnajte silu F1 z výsledku príkladu 8. s Coulombovou silou F2 na elektrón vo
vzdialenosti L od kladne nabitého jadra v atóme vodíka.

Zamyslite sa nad tým, £i je dôvod o£akáva´, ºe niektorá z týchto dvoch síl je zjavne
vä£²ia neº druhá.

Numericky vypo£ítajte pomer F2/F1 pre L = a1 = 0.5× 10−10m (Bohrov polomer).
Pri výpo£te nechceme pouºíva´ kalkula£ku, ak netreba. Preto dopl¬te výraz s e2/4πϵ0
na bezrozmernú hodnotu α = 1/137, a vyuºite známu hodnotu sú£inu ℏc a mec

2.


