Priklady na cvic¢enie z kvantovej teorie

1. volnd castica

(a) Napiste (pokuste sa spaméti), akd vinova funkcia popisuje v jednom rozmere
volnu Casticu v stave s ostrou hodnotou hybnosti. Normovaciu kon§tantu ponechajte
predbezne ako neurcené A.

Ostrd hodnota hybnosti znamend, Ze keby sme merali hybnost na velkom pocte takijchto
wdenticky pripravengch casticiach, po kazZdé by sme urcite namerali ti st hybnost.

(b) Mozno tento stav nazvat stacionarnym? Na zéaklade ¢oho?

(c) Na prednaske sme odvodili de Broglieho vlnovi dizku M tejto Gastice. VInova
funkcia je vsak periodicka nielen v priestore, ale aj v ¢ase. Odvodte, ¢omu je rovna
peridda T' tejto vinovej funkcie, a to podobnym spésobom, ako bola odvodena .

2. volnd castica

Na prednaske sme povedali, Ze normovanie vyS$Sie diskutovanej vlnovej funkcie je
netrividlne a rieSime ho bud normovanim na delta funkciu alebo normovanim na
kone¢ny interval (v 1-d svete) alebo kone¢ny objem (v 3-d svete). V tomto priklade
urcite, comu je rovnd normovacia konstanta A v tychto pripadoch.

(a) Pre normovanie na Diracovu delta funkciu si spomeiite na normovaciu podmienku
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uvedent na prednaske a na vztah pre delta funkciu d(z) = % f_oo e’** dk . Comu je

potom rovna normovacia konStanta A?

(b) Ako dodatok k predchadzajicej otédzke: dostavame rovnaki A, ak namiesto nor-
movacej podmienky f\IJ;(:U)\I/p/(x) = d(p — p') pouzijeme (tiez mozni) podmienku
[ Ui (2)Vy(x) = 6(k — k'), kde k = p/h?

Odkial sa berie rozdiel? Pomadcka: spomerite si, comu je rovnd d(ax) pomocou 6(x),
pre redlne a > 0.

(c¢) Uréte teraz normovaciu konstantu A v trojrozmernom svete, ak vinovi funkciu
V() normujeme na delta funkciu.

(d) Comu je rovné normovacia konstanta A, ak normujeme vinovt funkciu ¥y (z) na
kone¢ny interval L7

(e) Uréte teraz normovaciu konstantu A v trojrozmernom svete, ak vinova funkciu
W -(7) normujeme na koneény objem V = L?.

3. castica na usecke
V nasledujucich prikladoch uvazujeme casticu na tsecke dlzky L. Pripomenme, zZe
v ¢ase t = 0 st vlnové funkcie jej stavov s energiou E, = Ejn® rovné¢ ¥,(x) =

V2/L sin(nmx/L) .

(a) Uvazujme ¢asticu v zakladnom stave a pristroj, ktorym meriame jej polohu. Za-
myslite sa nad pravdepodobnostami, s akymi nameriame, ze ¢astica sa nachidza v
prvej polovici tsecky, resp. v druhej polovici tsecky. Ktora je vicsia?

Zorad'te podla vel'kosti pravdepodobnosti, s akymi nameriame, Ze ¢astica sa nachadza
(i) v prvej Stvrtine usecky, (i) v druhej Stvrtine tsecky, (iii) v tretej Stvrtine usecky.
Pozndmka: Netreba tu ni¢ pocitat. Iba v pripade, Ze mate naozaj dostatok ¢asu vy-
pocitajte vysledok % — X pre pripad (i) a ukazte, ze X = %



(b) Ako sa zmenia tieto predpovede, ak je ¢astica v prvom excitovanom stave? Comu
je vtedy rovné X 7

4. castica na tsecke

Uvazujme ¢asticu na tsecke dlzky L v ¢asovom okamihu ¢t = 0. Castica je v stave
popisanom vlnovou funkciou W(z) = o= Wa(x) + = Ws(x).

(a) Aku predpoved vieme dat o vysledku jedného merania energie castice?

(b) Ak predpoved vieme dat o vysledku druhého merania energie na tej istej ¢astici?
(c) Ak predpoved vieme dat o vysledku mnohych merani energie nasledujiicich po
sebe na tej istej Castici?

(d) Uvazujme vela identickych ststav, kazda s ¢asticou na tisecke pripravenou v stave
U(z) zo zadania vysSie. Aka predpoved vieme dat o vysledku merani energie na tychto
stustavach, pri¢om na kazdej stistave meriame energiu Castice iba jeden raz?

(e) Uréte stredni hodnotu merani z Casti (d).

(f) Ak ste tito strednit hodnotu merani z ¢asti (d) vypoéitali dosadzovanim do vzorca
E=% _,3E,P(E,), tak sa teraz zamyslite, ako dostat vysledok bez po¢itania.
(g9) Urcte bez poditania strednt kvadraticki odchylku merani energie z Casti (d).

5. Navrhnite vinova funkciu ¢astice na tsecke, ktora bude popisovat Casticu, ktorej
mozno namerat iba $tyri rozne hodnoty energie Ey, Es, F3 a E4 a to s pravdepodob-
nostami, ktoré buda v pomere 4:3:2:1.

6.= A10. Zbierka, str.17 tlacené verzia a str.15 pdf. Castica na usecke.
Aproximujte 7 elektrony v molekule hexatriénu Siestimi neinteragujucimi elektronmi
viazanymi na tsecku dizky L a uréte rozdiel medzi energiou zékladného a prvého
excitovaného stavu takejto stustavy. (L = N x Al, kde N = 6 je pocet elektronov
a Al =0.289/2 = 0.1445 nm je strednd vzdialenost medzi atomami uhlika. Zardtané
tu je vycnievanie elektrénového oblaku z uhlikového retazca o dizku AC/2 na kazdi
stranu.)

V akej casti el-mag spektra si fotony z takychto prechodov? Porovnajte s experimen-
talnym idajom uvedengm v texte v Zbierke.

Je hexatrién vhodny ako farbivo? (T.j. odpoveda prechod pohlcovaniu elmag Ziarenia
z viditeIného spektra?)

Aka podobna linearna molekula: dlhsia (viac atomov C) ¢i kratsia (menej atomov C),
by mohla byt vhodna ako farbivo vd'aka $tudovanému prechodu?

7. Uvazujme ¢asticu na usetke < 0, L > v stave popisanom vlnovou funciou ¥(z) =
Ax(L — x). Nad¢rtnite vlnovu funkciu Castice.

Ako prvé vypocitajte najskor A. Odporuc¢ame pritom polozit L = 1 a vyuzit fol =
M1 —t)Ndt = % . Do vysledku dodajte spravnu mocninu L.

Urcte, ako by sa pocitala pravdepodobnost P(F;) namerat v tomto stave ¢astici ener-



giu zékladného stavu E;. Vyhodnotte P(E)) ¢iselne iba v pripade velkého dostatku
casu.

Co sa da bez pocitania povedat o P(E,)?
Co sa d4 bez potitania povedat o vietkych ostatnych P(E,),n>27

Vychadzajic z na¢rtku W(z) okomentujte, preco pre P(FE;) vychadza najvicsia. Bez
poditania, len na zéklade vysledku P(F;) odhadnite P(FE3). Mysléime naozaj P(E3) a
nie P(E,).

8. = A11 v Zbierke, str.16 (tlacena verzia) a str.19 (pdf).

Elektrom je viazany na tsecke a nachadza sa v zédkladnom stave. Vyjadrite silu, ktorou
treba zvonka posobit na krajné body tsecky. Ma tsecka s elektronom tendenciu sa
rozopnut alebo sa stiahnut?

Ndvod: Ako zdvisi energia na dizke usecky L?

Ak sa dizka 2vicsi na L+ dL, ako sa zmend energia do prvého radu v dL?

Kto kond prdcu pri roztiahnuti usecky z L na L + dL : elektron na vonkajsi svet,
alebo vonkajsi svet na elektron? Ako pomocou sily vyjadrit tito prdcu?

9. Porovnajte silu F} z vysledku prikladu 8. s Coulombovou silou F, na elektron vo
vzdialenosti L od kladne nabitého jadra v atéme vodika.

Zamyslite sa nad tym, ¢i je dovod ocakavat, ze niektora z tychto dvoch sil je zjavne
vacsia nez druhé.

Numericky vypocitajte pomer Fy/F, pre L = a; = 0.5 x 107m (Bohrov polomer).

Pri vypocte nechceme pouzivaf kalkulacku, ak netreba. Preto doplitte vyraz s €2 /4me

na bezrozmernti hodnotu « = 1/137, a vyuZite znAimu hodnotu st¢inu hc a m.c?.



