Priklady na cvic¢enie z kvantovej teorie

1. volnd castica

(a) Uvazujme volnu Casticu v jednom rozmere v stave s ostrou hodnotou hybnosti
p > 0. Napiste (pokiste sa spaméti), aka vlnova funkcia popisuje tuto ¢asticu, vratane
casovej zavislosti. Uvazujte vlnovi funkciu normovant na delta funkciu.

(b) T4 ista uloha, len Castica je v stave s ostrou hodnotou hybnosti —p, kde p > 0.

(c) Aké st fazové rychlosti odvodené z tychto dvoch vinoveh funkeii?
Sa rovnaké?

(d) Aké si de Broglieho vinové dizky odvodené z tychto dvoch vlnovch funkeii?
St rovnaké?

2. volnd castica

Uvazujme vlnovy balik W(z) = [ ¢, Uy(z) dk , kde ¢, je centrované na hodnote ko
a mimo intervalu (kg — Ak, ko + Ak) je ¢, zanedbatelne malé, pricom 0 < Ak < k.
Vychadzajic z v, = Z_O;:’lmko ukazte, ze grupova rychlost vychadza rovna rychlosti v
klasickej limite fikq/m.

3. volnd castica

Uvazujme dva stavy volnej Castice v trojrozmernom priestore popisané vinovymi fun-
kciami U4 a U, kde Wu(z, y, 2, t) = a @B/ o Wp(x, 4y, 2, t) = Belr+EO/h,
Veli¢ina r je tu r = (22 + y> + 2212 a a B st blizsie negpecifikované normovacie
konstanty.

(a) Odpovedaju U4 a Vg rovinnym vinadm?
(b) Aky tvar majt vlnoplochy tychto dvoch vIn?
(c¢) Ktoré vlna odpoveda rozbiehavej vine a ktora zbiehavej vine? Odpoved vysvetlite.

(d) Popisuju tieto vlnové funkcie - ignorujic normovanie - kvantovy stav Castice s
hybnostou p? Ak ano, aky vektor p to je? Ak nie, preco nie?

4. volnd castica

(a) Co by ste povedali na otazku, akt hybnost nameriame ¢astici popisanej vinovou
funkciou V(7 t) = \%\I/ﬁl (7, t) + \/iéllfﬁz (7, t)?

Ndvod: spomente si na vysledok merania energie pre casticu na iusecke, kde castica

bola v superpozicii stavov s réznymi energiams.

(b) Comu st rovné stredné hodnoty P.» Py, a P, pre merania zloziek hybnosti na
vela identicky pripravenych ¢asticiach v stave z (a)?

(c) Comu je rovné Ap, , Ap, a Ap, pre neurcitosti merania zloziek hybnosti castice
z (a).

(d) Comu je rovné stredna hodnota E pre meranie energie na vela identicky pripra-
venych Casticiach v stave z (a)?

(e) Navrhnite vlnova funkciu stavu volnej ¢astice, ktorej pri merani hybnosti name-
riame hybnosti 7, a p» s pravdepodobnostami ; a 2.



5. volnd castica

Vol'na ¢astica s vlnovou funkciou normovanou na koneény (obrovsky) interval dlzky
L a periodickymi okrajovymi podmienkami je vo vSeobecnosti v ¢ase t = 0 popisana
vinovym balikom > ¢, V¥, , kde stav s ostrou hodnotou hybnosti W, = e®»#/"/\/T.
Hybnost je diskrétna (nie spojita), aby spliala periodické okrajové podmienky: p, =

thy n e Z .V tomto priklade uvazujme, Ze tento balik sa redukuje na

L
_ 1
U(r) = 7
kde hybnost ¢ > 0 je nejakym velkym celoc¢iselnym nésobkom 2%7’ (ide tu opat len
o splnenie periodickiyjch okr. podmienok, zdroven to zarucuje ortogondlnost rovinniych
vin, z ktorjch sa skladd nasa superpozicia).

2 _iqx/h —iqz/h
e +ce ),

(a) Uréte vSetky mozné hodnoty ¢ pre spravne normovani W(zx).
(b) Aka je pravdepodobnost, Zze pri merani hybnosti v stave W nameriame hybnost
q, hybnost —q, hybnost 2¢q, hybnost s absolitnou hodnotou
rovnou ¢q?
(c) Ak4 je stredna hodnota hybnosti ¢astice v stave W ?
(d) Aka je neurcitost hybnosti Ap Castice v stave W7
(e) Co by ste odpovedali na otazku, aka je hybnost ¢astice v stave W ?
(f) Aké energie mozno namerat v stave ¥ a s akou pravdepodobnostou?
Co by ste odpovedali na otazku, aka je energia Castice v stave U7
(9) Castici v stave U sme namerali hybnost g.
Na tejto istej ¢astici budeme potom merat hybnost aj druhykrat.
S akou pravdepodobnostou akt hybnost nameriame?
(h) Nech U(x) = W(z,t = 0). Napiste U(x,t) pre t > 0.
Zmenia sa v neskorSom ¢ase odpovede na niektoré z otazok (b)-(g)?
(1) Zavisi niektora z odpovedi na velkosti intervalu L ? Preco nie?

6. volnd castica, vinovy balik
(a) Na prednéske sme predviedli pat prikladov vinového balika. Z toho dva, konkrétne
cck) = 0(k — ko) a c(k) = konst. si trividlne. Nacrtnite teraz priebeh funkcie

ce(k) = konst. ———.
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Ak ¢¢(k) definuje vinovy balik, ako priblizne bude vyzerat W (z) opisujtica stav ¢astice,
na zaklade balikov prebratych na prednéske? Opit nacrtnite jej realnu c¢ast.

Pomécka k presnému urceniu tohto vinového balika: Aky integral treba spocitat pri
presnom urceni vinovej funkcie tohto Siesteho balika? Integral staci napisat. Ak to
viete a mate dostatok ¢asu, vypocitajte ho. Napr. prechodom do komplexnej roviny
v premennej k.

Pre Ak > 0 plati

/ — e dk = wAke 2kl
—00 1 + (Ak)z




Na zaklade znalosti tohto integralu zopakujte nacrtok z ivodnej ¢asti tohto prikladu.

Preco je cg(k) menej vhodné na opis ¢astice ako cy(k)?
Pripomenime, Ze c4(k) opisovala gaussovsky balik.

7. Pripomeiite si vlnova funkciu elektronu v atéme vodika v zdkladnom stave. Uva-
7ujme pravdepodobnost, s akou ndjdeme elektron v medzigulovej vrstvicke s polome-
rom 7 a hribkou dr. Vypocitajte, pre ktoré r ma tato funkcia maximum. Ak by ste
mali iba jeden pokus najst elektréon v experimente, kde by bola najvicsia Sanca najst
ho?



