
Príklady na cvi£enie z kvantovej teórie

1. vo©ná £astica
(a) Uvaºujme vo©nú £asticu v jednom rozmere v stave s ostrou hodnotou hybnosti
p > 0. Napí²te (pokúste sa spamäti), aká vlnová funkcia popisuje túto £asticu, vrátane
£asovej závislosti. Uvaºujte vlnovú funkciu normovanú na delta funkciu.

(b) Tá istá úloha, len £astica je v stave s ostrou hodnotou hybnosti −p, kde p > 0.

(c) Aké sú fázové rýchlosti odvodené z týchto dvoch vlnovch funkcií?
Sú rovnaké?

(d) Aké sú de Broglieho vlnové d¨ºky odvodené z týchto dvoch vlnovch funkcií?
Sú rovnaké?

2. vo©ná £astica
Uvaºujme vlnový balík Ψ(x) =

∫∞
−∞ ck Ψk(x) dk , kde ck je centrované na hodnote k0

a mimo intervalu (k0 −∆k, k0 +∆k) je ck zanedbate©ne malé, pri£om 0 < ∆k ≪ k0.
Vychádzajúc z vg = dω

dk
|k=k0 ukáºte, ºe grupová rýchlos´ vychádza rovná rýchlosti v

klasickej limite ℏk0/m.

3. vo©ná £astica
Uvaºujme dva stavy vo©nej £astice v trojrozmernom priestore popísané vlnovými fun-
kciami ΨA a ΨB, kde ΨA(x, y, z, t) = α ei(pr−Et)/ℏ a ΨB(x, y, z, t) = β ei(pr+Et)/ℏ .
Veli£ina r je tu r = (x2 + y2 + z2)1/2. α a β sú bliº²ie ne²peci�kované normovacie
kon²tanty.

(a) Odpovedajú ΨA a ΨB rovinným vlnám?

(b) Aký tvar majú vlnoplochy týchto dvoch v¨n?

(c) Ktorá vlna odpovedá rozbiehavej vlne a ktorá zbiehavej vlne? Odpove¤ vysvetlite.

(d) Popisujú tieto vlnové funkcie - ignorujúc normovanie - kvantový stav £astice s
hybnos´ou p ? Ak áno, aký vektor p⃗ to je? Ak nie, pre£o nie?

4. vo©ná £astica
(a) �o by ste povedali na otázku, akú hybnos´ nameriame £astici popísanej vlnovou
funkciou Ψ(r⃗, t) = 1√

2
Ψp⃗1(r⃗, t) +

1√
2
Ψp⃗2(r⃗, t) ?

Návod: spome¬te si na výsledok merania energie pre £asticu na úse£ke, kde £astica
bola v superpozícii stavov s rôznymi energiami.

(b) �omu sú rovné stredné hodnoty px , py a pz pre merania zloºiek hybností na
ve©a identicky pripravených £asticiach v stave z (a)?

(c) �omu je rovné ∆px , ∆py a ∆pz pre neur£itosti merania zloºiek hybnosti £astice
z (a).

(d) �omu je rovná stredná hodnota E pre meranie energie na ve©a identicky pripra-
vených £asticiach v stave z (a)?

(e) Navrhnite vlnovú funkciu stavu vo©nej £astice, ktorej pri meraní hybnosti name-
riame hybnosti p⃗1 a p⃗2 s pravdepodobnos´ami 1

4
a 3

4
.



5. vo©ná £astica
Vo©ná £astica s vlnovou funkciou normovanou na kone£ný (obrovský) interval d¨ºky
L a periodickými okrajovými podmienkami je vo v²eobecnosti v £ase t = 0 popísaná
vlnovým balíkom

∑
n cnΨpn , kde stav s ostrou hodnotou hybnosti Ψpn = eipnx/ℏ/

√
L .

Hybnos´ je diskrétna (nie spojitá), aby sp¨¬ala periodické okrajové podmienky: pn =
2πℏ
L
n, n ∈ Z . V tomto príklade uvaºujme, ºe tento balík sa redukuje na

Ψ(x) = 1√
L

(
2

2+i
ei qx/ℏ + c e−i qx/ℏ

)
,

kde hybnos´ q > 0 je nejakým ve©kým celo£íselným násobkom 2πℏ
L

(ide tu opä´ len
o splnenie periodických okr. podmienok, zárove¬ to zaru£uje ortogonálnos´ rovinných
v¨n, z ktorých sa skladá na²a superpozícia).

(a) Ur£te v²etky moºné hodnoty c pre správne normovanú Ψ(x) .
(b) Aká je pravdepodobnos´, ºe pri meraní hybnosti v stave Ψ nameriame hybnos´
q , hybnos´ −q , hybnos´ 2q , hybnos´ s absolútnou hodnotou

rovnou q ?
(c) Aká je stredná hodnota hybnosti £astice v stave Ψ ?
(d) Aká je neur£itos´ hybnosti ∆p £astice v stave Ψ ?
(e) �o by ste odpovedali na otázku, aká je hybnos´ £astice v stave Ψ ?
(f) Aké energie moºno namera´ v stave Ψ a s akou pravdepodobnos´ou?

�o by ste odpovedali na otázku, aká je energia £astice v stave Ψ ?
(g) �astici v stave Ψ sme namerali hybnos´ q.

Na tejto istej £astici budeme potom mera´ hybnos´ aj druhýkrát.
S akou pravdepodobnos´ou akú hybnos´ nameriame?

(h) Nech Ψ(x) = Ψ(x, t = 0). Napí²te Ψ(x, t) pre t > 0.
Zmenia sa v neskor²om £ase odpovede na niektoré z otázok (b)-(g)?
(i) Závisí niektorá z odpovedí na ve©kosti intervalu L ? Pre£o nie?

6. vo©ná £astica, vlnový balík
(a) Na predná²ke sme predviedli pä´ príkladov vlnového balíka. Z toho dva, konkrétne
c(k) = δ(k − k0) a c(k) = konst. sú triviálne. Na£rtnite teraz priebeh funkcie

c6(k) = konst.
1

1 + (k−k0)2

(∆k)2

.

Ak c6(k) de�nuje vlnový balík, ako pribliºne bude vyzera´ Ψ(x) opisujúca stav £astice,
na základe balíkov prebratých na predná²ke? Opä´ na£rtnite jej reálnu £as´.

Pomôcka k presnému ur£eniu tohto vlnového balíka: Aký integrál treba spo£íta´ pri
presnom ur£ení vlnovej funkcie tohto ²iesteho balíka? Integrál sta£í napísa´. Ak to
viete a máte dostatok £asu, vypo£ítajte ho. Napr. prechodom do komplexnej roviny
v premennej k.

Pre ∆k > 0 platí ∫ ∞

−∞

1

1 + k2

(∆k)2

eikx dk = π∆ke−∆k |x|



Na základe znalosti tohto integrálu zopakujte ná£rtok z úvodnej £asti tohto príkladu.

Pre£o je c6(k) menej vhodná na opis £astice ako c4(k) ?
Pripome¬me, ºe c4(k) opisovala gaussovský balík.

7. Pripome¬te si vlnovú funkciu elektrónu v atóme vodíka v základnom stave. Uva-
ºujme pravdepodobnos´, s akou nájdeme elektrón v medzigu©ovej vrstvi£ke s polome-
rom r a hrúbkou dr. Vypo£ítajte, pre ktoré r má táto funkcia maximum. Ak by ste
mali iba jeden pokus nájs´ elektrón v experimente, kde by bola najvä£²ia ²anca nájs´
ho?


