
Príklady na cvi£enie z kvantovej teórie

1. Schrödingerova rovnica (skrátene SchR)
(a) Samostatne napí²te £asovú SchR pre jednorozmerný prípad, pod©a moºnosti spa-
mäti. A pod©a moºnosti s rozpísanou pravou stranou, kde je £len s deriváciou a £len
s potenciálnou energiou, ako sme ju napísali na predná²ke.

(b) Platí pre v²etky vlnové funkcie?

(c) Napí²te bez£asovú SchR, pod©a moºnosti spamäti.

(d) Platí aj bez£asová SchR pre v²etky vlnové funkcie? Odpove¤ vysvetlite.
Ako sa volajú stavy, pre ktoré platí bez£asová SchR?

2. SchR
(a) Uvaºujme £asticu viazanú na úse£ke a jednorozmerný svet rovný celej reálnej osi.
�o je v tomto prípade potenciálom V (x) v SchR?
Pripome¬me, ºe potenciál v SchR v kvantovej mechanike znamená potenciálnu ener-
giu, a nie potenciál nejakého po©a, napr. elektrického.

(b) Uvaºujme elektrón viazaný v atóme vodíka v trojrozmernom priestore. �o je v
tomto prípade potenciálom V (r⃗) v SchR?

(c) Uvaºujme jednoduchý harmonický oscilátor v jednom rozmere. �o je v tomto
prípade potenciálom V (x) v SchR?

(d) Uvaºujme dvojrozmerný svet a £asticu viazanú na ²tvorec o strane L.
Ako vyzerá hamiltonián v tomto prípade? �o je tu potenciálom V (x, y) v SchR?

3. detaily bez£asovej SchR pre £asticu na úse£ke
Uvaºujme £asticu viazanú na úse£ke < 0, L > v stave popísanom vlnovou funkciou
Ψn(x) (na úse£ke) a jednorozmerný svet rovný celej reálnej osi. �omu je rovná vlnová
funkcia mimo úse£ky? �o by ste povedali na otázku, £i bez£asová SchR platí mimo
úse£ky?
Na predná²ke sme povedali, ºe bez£asovú SchR nesp¨¬a kaºdá vlnová funkcia, ale len
taká, ktorá je separovate©ná na sú£in Ψ(x)Θ(t), a ak to je moºné a taká funkcia exis-
tuje, potom jej £asová závislos´ Θ(t) musí by´ rovná e−iEt/ℏ, kde E je zatia© neur£ená
kon²tanta. E je ur£ená aº rovnicou pre priestorovú £as´ Ψ(x), t.j. bez£asovou SchR.

V krajných bodoch úse£ky je zjavne potenciál nespojitý. Nemení sa v²ak o kone£ný
skok, ale o nekone£ne ve©kú hodnotu. Je tento nekone£ný skok vykompenzovaný v
bez£asovej SchR nekone£nom s opa£ným znamienkom z nejakého iného £lena?
Sústre¤me sa na £len s druhou deriváciou a poloºme si otázky: Je vlnová funkcia v
krajných bodoch úse£ky spojitá? Je tam aj jej prvá derivácia spojitá? A ak je prvá
derivácia nespojitá s kone£ným skokom, £o moºno poveda´ o (ne)spojitosti druhej
derivácie v týchto bodoch?
Pre (ne)spojitos´ napr. v nule uvaºujme rozdiel funk£ných hodnôt v bode x = 0− = −ε
a v bode x = 0+ = +ε. Podobne na druhom konci úse£ky v bodoch x = L− = L− ε a
x = L+ = L+ ε.

Dôkaz, ºe bez£asová SchR platí vo vnútri úse£ky, bol na dú.
Sú£as´ou dôkazu je to, ºe ona neplatí pre ©ubovolnú kon²tantu E. Na to, aby platila,
musí by´ kon²tanta E nastavená na jednu konkrétnu hodnotu. Akú?



4. bez£asová Schr v dvoch rozmeroch a £astica viazaná vo ²tvorci o strane L
Na predná²ke bolo poºi£ané z budúcnosti, ºe vlnová funkcia stacionárneho stavu pre
body vo vnútri ²tvorca x ∈ (0, L) a y ∈ (0, L) je rovná Ψm,n(x, y) = A sin mπx
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kde A je normovacia kon²tanta a m, n sú celé kladné £ísla. Dokáºte teraz, ºe naozaj
takýto sú£in sínusov vo ²tvorci vyhovuje bez£asovej SchR. Poznamenajme, ºe zárove¬
tie sínusy urobia nulu na krajoch ²tvorca, a preto Ψm,n(x, y) je naozaj h©adaným
rie²ením s okrajovou podmienkou "nula na kraji".
Je kon²tanta E v tu uvaºovanej bez£asovej SchR ©ubovolné £íslo, alebo musí by´
nastavená na nejakú konkrétnu hodnotu, aby bola bez£asová SchR splnená?

5. hermitovský operátor
Napí²te spamäti de�níciu hermitovského operátora.

6. hermitovský operátor
Preverte, £i sú hermitovské nasledujúce operátory:
(a) operátor Â = 5 (násobenie reálnym £íslom 5),
(b) operátor B̂ = i (násobenie rýdzom imaginárnym £íslom i),
(c) operátor Ĉ = 1 + i (násobenie komplexným £íslom 1 + i),
(d) operátor D̂ = ∂x (operátor derivácie),
(e) operátor K̂ (operátor komplexného zdruºenia),
(f) operátor Ŝ ( vlnovej funkcii Ψ(x) priradí |Ψ(x)|2).

7. hermitovský operátor
Preverte, £i sú hermitovské nasledujúce operátory:
(a) operátor x̂ (operátor násobenia súradnicou x),
(b) operátor x̂2 (operátor násobenia kvadrátom súradnice x2),
(c) operátor hybnosti p̂x = ℏ

i
∂x (operátor derivácie násobený s ℏ/i = −iℏ),

(d) operátor momentu hybnosti L̂z (jeho z-ová zloºka): L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x,
(e) operátor P̂ (operátor parity): P̂Ψ(x) = Ψ(−x).

8. základné vlastnosti hermitovského operátora
Nech Â a B̂ sú hermitovské operátory.
Rozhodnite, £i sú hermitovské aj nasledujúce operátory:
(a) operátor Ĉ = Â+ B̂ (sú£et operátorov)
(b) operátor Ĉ = Â B̂ (sú£in operátorov)
(c) operátor Ĉ = Â B̂ + B̂ Â (antikomutátor herm. operátorov)
(d) operátor Ĉ = Â B̂ − B̂ Â (komutátor herm. operátorov)
(e) operátor Ĉ = Â2 (druhá mocnina hermitovského operátora)
(f) operátor Ĉ = Ân (n-tá mocnina hermitovského operátora)


