Priklady na cvic¢enie z kvantovej teorie

1. Schrédingerova rovnica (skrdatene SchR)

(a) Samostatne napiste ¢asovi SchR pre jednorozmerny pripad, podla moZnosti spa-
méti. A podla moznosti s rozpisanou pravou stranou, kde je c¢len s derivdciou a élen
s potencidlnou energiou, ako sme ju napisali na prednaske.

(b) Plati pre vSetky vlinové funkcie?
(c) Napiste bez¢asovii SchR, podla moznosti spaméti.

(d) Plati aj bez¢asova SchR pre vSetky vinové funkcie? Odpoved vysvetlite.
Ako sa volaju stavy, pre ktoré plati bez¢asova SchR?

2. SchR

(a) Uvazujme ¢asticu viazani na tsecke a jednorozmerny svet rovny celej reélnej osi.
Co je v tomto pripade potencidlom V(x) v SchR?

Pripomernime, Ze potencidl v SchR v kvantovej mechanike znamend potencidlnu ener-
giu, a nie potencidal nejakého pola, napr. elektrického.

(b) Uvazujme elektron viazany v atome vodika v trojrozmernom priestore. Co je v
tomto pripade potencidlom V(7) v SchR?

(¢) Uvazujme jednoduchy harmonicky oscilator v jednom rozmere. Co je v tomto
pripade potencidlom V(z) v SchR?

(d) Uvazujme dvojrozmerny svet a Casticu viazand na $tvorec o strane L.
Ako vyzera hamiltonian v tomto pripade? Co je tu potencidlom V(z, y) v SchR?

3. detaily bezcasovej SchR pre casticu na usecke

Uvazujme casticu viazanu na tsecke < 0, L > v stave popisanom vlnovou funkciou
U, () (na tsecke) a jednorozmerny svet rovny celej realnej osi. Comu je rovna vlnova
funkcia mimo tsecky? Co by ste povedali na otazku, ¢i bez¢asova SchR plati mimo
usecky?

Na predndske sme povedali, Ze bezcasovi SchR nespliia kazdd vinovd funkecia, ale len
takd, ktord je separovatelnd na sucin W(x)O(t), a ak to je mozné a takd funkcia exis-
tuje, potom jej casovd zdvislost O(t) musi byt rovnd e *F1/" kde E je zatial neurcend
konstanta. E je urcéend aZ rovnicou pre priestorovi cast W(x), t.j. bezéasovou SchR.

V krajnych bodoch tisecky je zjavne potencial nespojity. Nemeni sa vSak o kone¢ny
skok, ale o nekone¢ne velka hodnotu. Je tento nekonecény skok vykompenzovany v
bezc¢asovej SchR nekone¢nom s opa¢nym znamienkom z nejakého iného c¢lena?
Siustredme sa na ¢len s druhou derivdciou a poloime si otdzky: Je vlnovd funkcia v
kragnijch bodoch isecky spojitd? Je tam aj jej prvd derivdcia spojitd? A ak je prvd
derivdcia nespojitd s konecnym skokom, ¢o mozno povedat o (ne)spojitosti druhej
derivdcie v tijchto bodoch?

Pre (ne)spojitost napr. v nule uvazujme rozdiel funkéngch hodnoét v bode v = 0— = —¢
a v bode v = 0+ = +¢. Podobne na druhom konci usecky v bodoch vt = L— =L —c¢c a
r=L+=L+e.

Dokaz, ze bezcasova SchR plati vo vnitri tsecky, bol na da.
Sucastou dokazu je to, Ze ona neplati pre lubovolnu konstantu E. Na to, aby platila,
musi byt konStanta E nastavena na jednu konkrétnu hodnotu. Aka?



4. bezcasovd Schr v dvoch rozmeroch a castica viazand vo Stvorci o strane L

Na prednaske bolo pozi¢ané z budicnosti, ze vinova funkcia stacionarneho stavu pre
body vo vnitri Stvorca z € (0,L) ay € (0, L) jerovnd W, (v, y) = Asin ™ sin %,
kde A je normovacia konstanta a m, n su celé kladné ¢isla. Dokazte teraz, ze naozaj
takyto st¢in sinusov vo §tvorci vyhovuje bezcasovej SchR. Poznamenajme, Ze zdroven
tie sinusy urobia nulu na krajoch Stvorca, a preto U, ,(x,y) je naozaj hladangm
riesenim s okrajovou podmienkou "nula na kraji".

Je konStanta E v tu uvaZovanej bezcasovej SchR Tubovolné é&islo, alebo musi byt

nastavena na nejakd konkrétnu hodnotu, aby bola bezc¢asova SchR splnena?

5. hermitovsky operdtor
Napiste spaméti definiciu hermitovského operétora.

6. hermitovsky operdtor

Preverte, ¢i si hermitovské nasledujice operatory:

(a) operdator A =5 (nasobenie realnym &slom 5),

(b) operator B = i (nasobenie rydzom imaginarnym &slom i),
(¢) operator C' = 1 + i (nasobenie komplexnym ¢slom 1+ i),
(d) operator D = 9, (operator derivacie),

(e) operator K (operator komplexného zdruzenia),

(f) operator S ( vinovej funkcii W(z) priradi |¥(xz)[?).

7. hermitovsky operdtor

Preverte, ¢i si hermitovské nasledujiice operatory:

(a) operator & (operator nasobenia suradnicou ),

(b) operator 22 (operator nasobenia kvadratom stradnice z2),

(c) operator hybnosti p, = %?(993 (operétor derivacie nasobeny s h/i = —ih),
(d) operator momentu hybnosti [:ZA (jeho z-ova zlozka): L, = ip, — §pe,
(e) operator P (operéator parity): PW(x) = ¥(—x).

8. zdkladné vlastnosti hermitovského operdtora

Nech A a B st hermitovskeé operatory.

Rozhodnite, ¢i s hermitovské aj nasledujtice operatory:

(a) operator C' = A + B (sucet operatorov)

(b) operator C' = A B (stéin operatorov)

(¢) operator C' = AB+ B A (antikomutator herm. operatorov)
(d) operdtor C'= AB — BA (komutator herm. operétorov)

(e) operator C' = A? (druh4 mocnina hermitovského operatora)
(f) operator C'= A" (n-t4 mocnina hermitovského operatora)



