Priklady na cvicenie z kvantovej teorie

1. nenulové komutdtory
(a) Odvodte, ¢omu je rovny komutéator [Z, p,]. Vyjdite z posobenia zp, —
P2 mna lubovolni vlnova funkciu W (x).

(b) Aky vztah neurcitosti plati pre AAAB, ak pre operdtory A a B plati
[A, B] =iC?

(c) Aky vztah neurcitosti dostavame v (b) pre polohu a hybnost?

(d) Nech je kvantovy stav elektronu ¥ popisany vlnovou funkciou W(x).
Uvazujme, ¢ existuje takd W(x), ktora je zarovenr vlastnou funkciou p, aj
#. Kolko roznych poloh elektronu by sme merali v stave W? Comu by bolo
potom rovné Az v tomto stave?

Kol'ko réznych hodnot hybnosti p, elektronu by sme merali v stave W7 A
¢omu by bolo rovné Ap, ?

Bol by splneny vztah neurcitosti z ¢asti (¢)? Je teda mozné, aby existoval
stav U, ktory navrhujeme v tejto ¢asti ilohy?

A je teda mozny stav W, na ktorom by sme striedavo merali jeho polohu
a hybnost, opakovane, (v Case tesne za sebou), pri¢om stav by sa po me-
rani nemenil, takze aj po opakovanych meraniach polohy a hybnosti by sme
dostavali stale rovnaké vysledky pre polohu aj pre hybnost?

2. komutdtory o
(a) Zjednoduste komutéator [A, BC] na vyraz, v ktorom budu uZ len jedno-
duché komutatory.

(b) Pouzite vysledok z Casti (a) na vypocet komutatora [22, p| pomocou
znameho vysledku pre komutator [z, p).

3. Nadvizujic na priklad 2.(b) urcte [23, p|, pripadne aj pre vy$sie mocniny
operatora &, aby ste mohli uhadnut, ¢omu sa rovna [#V, p] pre Tubovolné
prirodzené ¢islo N. Svoj tip potom dokazte matematickou indukciou.

Doékaz matematickou indukciou obsahuje dva kroky. Prvym je overenie, Ze
hypotéza (tip) plati pre N = 1 a druhgm, zvycéajne tazsim krokom je overenie,
Ze ak hypotéza plati pre N, tak z toho vyplyjva, Ze plati aj pre N + 1.

Nakoniec overte vysledok pre [2V, p] priamym vypoctom.

4. komutdtory a spolocné vlastné funkcie

V tomto priklade mozno opdt pekne vidiet, ako spolocné vlastné funkcie dvoch
operdtorov uzko suvisia s nulovym komutdtorom tijchto operdtorov a naopak,
Ze dva nekomutujice operdtory nemaji spolocné vlastné funkcie.



(a) Na prednaske sme dokazali, Ze komutujice operatory s nedegenerova-
nym spektrom maji spolo¢né vlastné funkcie. Uvazovali sme volnua Casticu
a poukazali na to, Ze operator hybnosti tu komutuje s hamiltonidnom. Av-
Sak hamiltonian méa 2x degenerované vlastné hodnoty, a preto nie kazda jeho
vlastna funkcia je aj vlastnou funkciou p. Napiste (v jednom rozmere), ktoré
funkcie st spolo¢né vlastné funkcie H aj p.

St tieto funkcie zaroveit vlastnymi funkciami operatora parity P?

(b) Ukazte, ze operator parity komutuje s hamiltonidnom Vpl’nej Castice a na-
piste, ktoré funkcie st zaroven vlastnymi funkciami H aj P. Sa tieto funkcie
zaroven vlastnymi funkciami operatora hybnosti p?

(¢) Vypocitajte komutator [p, ]5], resp. ukézte, 7e je rovny —2Pp. Podstatné
je, ze sa nerovna nule. A teda operatory p a P nekomutuji. Buda mat tieto
operatory spolo¢né vlastné funkcie? Preco nie?

5. Na zéklade predchadzajuceho prikladu napiste vztah neurcitosti pre sacin
Ap AP v Tubovolnom stave .

Vyskusajte, ¢i je splneny pre U(z) = Ae_IQ/”CZ?, kde A je normovacia kon-
Stanta a ¢ je konStanta s rozmerom dlzky. Pomécka: za¢nite pravou stranou
vztahu neur¢itosti. Ak vysla nula, vztah neurcitosti je splneny bez ohladu na
konkrétnu velkost Ap a AP, lebo stredné kvadraticka odchylka je z definicie
iba kladna alebo rovna nule.

Ak je systém v uvaZovanom stave W v poli potencidlu V(x) = az?, kde kon-
Stanta o = mw?/2, pricom xg = \/h/(mw), tak tento systém je jednoduchy
harmonicky oscildtor v zdkladnom stave. Vijznam konstant m a w bude zreymyj
neskor. Bonusovy priklad di sady 5 nadvizuje na tento priklad. Navrhujeme
tam stav, ktory je superpoziciou zdkladného stavu a excitovaného stavu, pre
ktory vychddza netrividlny vztah neurcitosti pre Ap a AP.

6. Uvazujme systém, ktorého energetickd hladina £ je dvakrat degenerovani
s odpovedajicimi vlastnymi funkciami W, (z) a Wy(z), ktoré st spravne nor-
mované a st na seba ortogondlne: [°°_ Wy (x)* Uy(z) dz = 0.

(a) Dokazte, ze Tubovolna superpozicia ®(z) = 1 Wi(x) + c2Ws(z), kde ¢y
a ¢y st komplexné ¢isla, je tiez vlastnou funkciou hamiltonianu s vlastnou
hodnotou E.

Pozndmka: Tvrdenie je netrividlne uZ pre linedrne nezdvislé Vq(z) a Vo(x).



Ortogonalitu tychto dvoch funkcii uvazujeme azZ kvoli nasledujicej casti ilohy.

(b) Dokazte, ze pre Tubovolné dve komplexné ¢isla c; a cy, ktoréNSpfﬁajﬁ
lc1]? + |e2)* = 1 su superpozicie Uy(x) = c;Vi(z) + c2Us(z) a Wy(z) =
—c3Wq(z) + i Wa(x) na seba ortogonalne a kazda je spravne normovana.

Zaver plynici z tohto prikladu je velmi délezity: lubovolné vinovkové vinové
funkcie su rovnako dobré ako nevinovkové. Vsetky takéto vinovkové dvojice
vlnovijch funkcii su si plne ekvivaleniné pre lubovolnyg vijber ¢i a co, pre ktoré
le1]? + |eo]® = 1.

Typicky vyberdme také c1 a cy, aby sme v dalSom postupe pouZivali i’l(x) a
Wy (x), ktoré si viastné funkcie nejakého dal3ieho operdtora, ktory komutuje
s hamiltonidnom.

V priklade 4. vyssie ukazujeme, Ze pre volni casticu to mozZe byt bud ope-
rator hybnosti, alebo operdtor parity. Pre operdtor hybnosti to su \ifl(x) =
/M /\2rh, cize W, (x), a Uy(z) = e~#*/"/\/21h, cize U_,(x). Pre operdtor
parity U, (x) = cos(px/h) /v/7h a Uy(x) = sin(pz/h)/vV/7h. Od nediarkovanej

dvojice funkcii mozZno v tomto pripade prejst k ciarkovanej dvojici pomocou
S |
Cl = Cy = 75

7. Uvazujme kvantovy systém v stave W. Aky vztah neurcitosti bude platit
pre stcin Az? a Ap v stave ¥ na zaklade Véasho vysledku v priklade 2.(b)?
Je v pricipe mozné, aby pre rozne stavy ¥ toho istého systému platili roézne
vztahy neurcitosti? Odpoved zdovodnite.



