
Príklady na cvi£enie z kvantovej teórie

0. JHO vo v²eobecnom formalizme
Napí²te (skúste si spomenú´ spamäti), akým vz´ahom sme na predná²ke zaviedli zni-
ºovací operátor â a zvy²ovací operátor â†. Z týchto dvoch vz´ahov odvo¤te, £omu sú
rovné operátory x̂ a p̂ ako lineárna kombinácia â a â†.

1. JHO: od v²eobecného formalizmu k energetickej reprezentácii
(a) Na predná²ke sme detailne odvodili tvar matice aij vychádzajúc zo vz´ahu pre
zniºovanie stacionárnych stavov. Tento vz´ah teraz napí²eme v tvare â|n⟩ =

√
n |n−1⟩,

kde |n⟩ je n-tý stacionárny stav. (Pôvodne sme ho mohli na predná²ke písa´ ako |Ψn⟩.)
�omu sa potom rovnala matica aij ?

(b) Zopakujte rovnaký postup pre odvodenie tvaru matice a†ij. Vyjdite zo vz´ahu
â†|n⟩ =

√
n+ 1 |n+1⟩. Naozaj Vám vychádza matica, ktorá je hermitovsky zdruºená

k matici aij ?

(c) �omu teraz vychádza rovná matica pre hamiltonián Hij = ℏω(a†a + 1
2
)ij , kde 1

2

je e²te násobená jednotkovou maticou, ktorá sa nepí²e.

2. JHO v energetickej reprezentácii
Vypo£ítajte komutátor matíc [a, a†]. Viete vopred, £o má výjs´?

3. JHO v energetickej reprezentácii
V energetickej reprezentácii ukáºte, ºe hamiltonián (jemu odpovedajúca matica) a
parita (matica P bola odvodená v závere predná²ky) naozaj komutujú.

4. JHO v energetickej reprezentácii
Pouºijúc vz´ah z úvodu tohto cvi£enia ur£te maticu xij.
Je hermitovská?
Má komutova´ s hamiltoniánom? Komutuje?

5. JHO v energetickej reprezentácii
(a) Uvaºujme stav JHO v tvare |Ψ⟩ = 1√

6
|0⟩ + 1√

3
|1⟩ + 1√

2
|2⟩. �ím reprezentujeme

tento stav v energetickej reprezentácii?

(b) Ur£te strednú hodnotu merania polohy JHO v tomto stave. V ktorej reprezentácii
je to najpohodlnej²ie?

(c) Ur£te strednú hodnotu merania polohy JHO v stave |Ψ⟩ = 1
2
|2⟩+ 1

2
|6⟩+ 1√

2
|7⟩.

V ktorej reprezentácii je to najpohodlnej²ie?

6. JHO: zniºovací a zvy²ovací operátor
(a) V reprezentácii vlnovými funkciami ukáºte, ºe zniºovací operátor naozaj anihi-
luje základný stav JHO do nuly (ni£oty). T.j. vypo£ítajte âΨ0(x), kde Ψ0(x) =



1/
√√

π xQ e−x2/2x2
Q , a â = ( x

xQ
+ i p̂

pQ
)/
√
2, s operátorom p̂ = ℏ

i
d
dx

a typickou hybnos-

´ou pQ =
√
ℏmω.

(b) Podobne v reprezentácii vlnovými funkciami ukáºte, ºe zvy²ovací operátor na-
ozaj dáva prvý excitovaný stav pri pôsobení na základný stav JHO. T.j. vypo£ítajte
â†Ψ0(x). Mala by vyjs´ vlnová funkcia prvého excitovaného stavu aj so správnym
normovaním. Overte.

(c) Ako sú zniºovanie v £asti (a) a zvy²ovanie v £asti (b) reprezentované v energetickej
reprezentácii?

7. JHO: £asový vývoj v energetickej reprezentácii
V £ase t ≥ 0 uvaºujme stav Ψ(t) reprezentovaný stojacim vektorom s komponentami
cn(t), kde n = 0, 1, 2, . . . . Aká diferenciálna rovnica platí koe�cienty cn , ak pre Ψ(t)
platí £asová SchR?
Aké je jej rie²enie pre cn(t) s po£iato£nou podmienkou cn(0) = bn ?
V energetickej reprezentácii ur£te Φ(t) ak v £ase nula je tento stav rovný |Φ⟩ =
1
2
|2⟩+ 1

2
|6⟩+ 1√

2
|7⟩.

V energetickej reprezentácii vypo£ítajte x(t), t.j. kmity strednej polohy oscilátora,
ktorý je v stave Φ(t). Sú tieto kmity harmonické, v zhode s Ehrenfestovými vetami?

8. JHO: zloºitej²í komutátor
Vypo£ítajte komutátor hybnosti a parity v reprezentácii vlnovými funkciami. Výsle-
dok vyjadrite pomocou týchto operátorov.
Zopakujte výpo£et tohto komutátora v energetickej reprezentácii. Ukáºte, ºe Vám
vy²la matica, ktorá odpovedá výsledku v reprezentácii vlnovými funkciami.


