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1. gulové funkcie Yy, (0, ©) (spherical harmonics)

(a) V akom separovanom tvare piSeme vlnovu funkciu W(7) stacionarneho stavu sys-
tému so sféricky symetrickym potencidlom?

Od akych kvantovych ¢isel zavisi uhlova ¢ast tejto vinovej funkcie? Aké hodnoty mozu
nadobudat tieto kvantové ¢isla?

(b) Aky je celkovy moment hybnosti ¢astice v stacionarnom stave s vinovou funkciou,
ktorej uhlova ¢ast je Yy, (0, ¢)?
Akt predpoved vieme dat pre vysledok merania zloziek L,, L, a L. tejto Castice?

2. gulové funkcie Y, (0, @)

(a) V akom separovanom tvare piSeme vo vSeobecnosti gulova funkciu Yz, (0, ¢)?
Zvazte pri tom jeden detail, ktory nebol zdoérazneny na prednéske, Ze normovanie
Legendrovych polynémov, resp. pridruzenych Legendrovych funkcii si vyzaduje pri-
tomnost normovacej konstanty A vo vyraze pre Yy, (0, ¢).

(b) Na ¢o sa zredukuje gulova funkcia Yy (0, ¢) 7

(c¢) Ortogonalita: V triede bolo dokazané, Ze dva rozne Legendrove polyndémy si na
seba ortogonalne. Ako konkrétne vyzerala tato podmienka vyjadrend cez integrél z
ich stac¢inu?

Aky dosledok to méa pre integral f Yo Yoo dQ), kde integrujeme cez cely priestorovy
uhol 4 a £ £ 07

Pozndmka: Pripomenme, Ze dS) = sinfdfdyp, kde 0 a ¢ su nezdvislé sférické pre-
menné, pricom cely priestorovy uhol 47 je pokryty tym, Ze 6 ide od nuly to ™ a ¢ od
nuly do 2.

(d) Normovanie: Na prednéaske sme povedali, ze pre Legendrove polynomy plati
f_+11 [Py(cos 0)]? d(cos §) = 525. (Napisali sme to pre cos6 = t.)
Comu je rovna normovacia konstanta (jej absolitna hodnota |A|) v Yo(6, o), ak ma

platit pre integral cez cely priestorovy uhol [ [Vy?dQ2 =17

(e) Zaveretné zovseobecnenie (netreba tu nic pocital, iba si to pamdtat): Pre normo-
vanie gulovych funkeif plati [ V5, (0, ¢) Yo (6, ©) dQ = 60w O

3. gulové funkcie Y, (0, @)

(a) Na prednéske sme odvodili Legendrove polynomy Py(t), Pi(t), Py(t), kde t = cos .

Pripomente si, comu st rovné tieto funkcie. Presvedcte sa, ze kazdé z nich je spréavne
2

normovana na faktor TAR

Overte tiez ich ortogonalitu.

(b) Odvodte, comu st rovné Yyo(6, ), Y11(0, ¢), Yi0(0, @), Y1-1(0, ¢) aj s ich sprav-
nym normovanim, pri¢om treba zobrat do tvahy, ze normovacia konstanta A € R a
A < 0 pre m = 1, v ostatnych pripadoch je kladna.

Znamienko sivist s paritou, o ktorej bude rec neskor.

Pripomerime z predndsky, Ze pridruZeni Legendrovu funkciu Pl dostaneme zo sticinu
sinf a prvej derivdcie Legendrovho polynomu Py(t), kde t = cos@.

(c) Presvedéte sa o ortogonalite gulovych funkcii napisanych v ¢asti (b). Kedy OG
pochadza z integracie cez uhol ¢ a kedy z integracie cez uhol 67

4. gulové funkcie Yo (6, ¢)



(a) Pre ktoré gulové funkcie je celkova vinova funkcia nezavisla na uhloch? Kolko je
takych gulovych funkcii? Suvisi tato odpoved s tym, aky je moment hybnosti ¢astice
v takomto stave?

Je v takomto pripade pritomny nejoky viinimocny smer?

(b) Aky moment hybnosti ma ¢astica v stave s kvantovymi ¢islami / =1am =07
Co moZeme povedat o vyskyte takejto Castice - dokonca bez toho, aby sme poznali
radidlnu cast jej vlnovej funkcie? Kde sa urcite nenachddza? V ktorom smere je naj-
vic8ia Sanca najst ju pri merani polohy?

(c) Co ak pripravime ¢asticu v stacionarnom stave, ktorého uhlova ¢ast vlnovej funkcie
bude v tvare \%YH(Q, )+ \%Yl _1(8, ¢) ? Co mozeme povedat o vysledkoch merania
L? a L, ¢astice?

Co mozeme povedat o vyskyte takejto castice? Kde sa urcite nenachddza? V ktorom
smere je najvac¢sia Sanca najst ju pri merani polohy?

(d) Navrhnite uhlovi ¢ast vinovej funkcie ako superpoziciu funkcii Y7,,(0, ¢) (teda
pre £ = 1) tak, aby bola istota, Ze ¢asticu v tomto stave nendjdeme na osi y .

5. menej trividlne Legendrove polynomy a gulové funkcie Yo, (0, ©)

(a) Na prednaske sme odvodili tvar Legendrovho polynomu P,(t). Pomocou neho
napiste tvar Yo0(6, ) aj so spravnym normovanim. Nacrtnite gulu v troch rozmeroch
a na nej smery, v ktorych mé pravdepodobnost vyskytu ¢astice maximum (moze byt
aj lokalne), v pripade, Ze sme jej namerali L? = 6h% a L, = 0.

(b) Vdaka znamemu P,(t) uréte pridruzeni Legendrovu funkciu P; (t) az nej Ya1 (6, ),
az na normovaciu konstantu. Kde su teraz najpravdepodobnejsie smery vyskytu c¢as-
tice?

(c) Pri dostatku ¢asu to isté aj pre Yoo (6, ¢)).

6. vyssie Legendrove polynomy
(a) Vyuzitim rekurentného vztahu uréte Legendrove polynomy Ps a Py aj s ich sprav-
nym normovanim.

(b) Ktoré gulové funkcie uz vieme teraz l'ahko napisat vychadzajic zo znamych Pj a
Py?

7. meranie momentu hybnosti
Uvazujme ¢asticu v stave popisanom separabilnou vlnovou funkciou W(7) = R(r) f(6, ¢).
S akou pravdepodobnostou aké hodnoty L? a L, nameriame ¢astici, pre ktort

(a) (O, )= \/Li (\/%COSQ—F \/%),



