
Príklady na cvi£enie z kvantovej teórie

1. gu©ové funkcie Yℓm(θ, φ) (spherical harmonics)
(a) V akom separovanom tvare pí²eme vlnovú funkciu Ψ(r⃗) stacionárneho stavu sys-
tému so sféricky symetrickým potenciálom?
Od akých kvantových £ísel závisí uhlová £as´ tejto vlnovej funkcie? Aké hodnoty môºu
nadobúda´ tieto kvantové £ísla?

(b) Aký je celkový moment hybnosti £astice v stacionárnom stave s vlnovou funkciou,
ktorej uhlová £as´ je Yℓm(θ, φ) ?
Akú predpove¤ vieme da´ pre výsledok merania zloºiek Lx, Ly a Lz tejto £astice?

2. gu©ové funkcie Yℓm(θ, φ)
(a) V akom separovanom tvare pí²eme vo v²eobecnosti gu©ovú funkciu Yℓm(θ, φ) ?
Zváºte pri tom jeden detail, ktorý nebol zdôraznený na predná²ke, ºe normovanie
Legendrových polynómov, resp. pridruºených Legendrových funkcií si vyºaduje prí-
tomnos´ normovacej kon²tanty A vo výraze pre Yℓm(θ, φ) .

(b) Na £o sa zredukuje gu©ová funkcia Yℓ0(θ, φ) ?

(c) Ortogonalita: V triede bolo dokázané, ºe dva rôzne Legendrove polynómy sú na
seba ortogonálne. Ako konkrétne vyzerala táto podmienka vyjadrená cez integrál z
ich sú£inu?
Aký dôsledok to má pre integrál

∫
Y ∗
ℓ0 Yℓ′0 dΩ, kde integrujeme cez celý priestorový

uhol 4π a ℓ ̸= ℓ′ ?
Poznámka: Pripome¬me, ºe dΩ = sinθ dθ dφ, kde θ a φ sú nezávislé sférické pre-
menné, pri£om celý priestorový uhol 4π je pokrytý tým, ºe θ ide od nuly to π a φ od
nuly do 2π.

(d) Normovanie: Na predná²ke sme povedali, ºe pre Legendrove polynómy platí∫ +1

−1
[Pℓ(cos θ)]

2 d(cos θ) = 2
2ℓ+1

. (Napísali sme to pre cos θ = t.)
�omu je rovná normovacia kon²tanta (jej absolútna hodnota |A|) v Yℓ0(θ, φ) , ak má
plati´ pre integrál cez celý priestorový uhol

∫
|Yℓ0|2 dΩ = 1 ?

(e) Závere£né zov²eobecnenie (netreba tu ni£ po£íta´, iba si to pamäta´): Pre normo-
vanie gu©ových funkcií platí

∫
Y ∗
ℓm(θ, φ)Yℓ′m′(θ, φ) dΩ = δℓℓ′δmm′ .

3. gu©ové funkcie Yℓm(θ, φ)
(a) Na predná²ke sme odvodili Legendrove polynómy P0(t), P1(t), P2(t), kde t = cos θ.
Pripome¬te si, £omu sú rovné tieto funkcie. Presved£te sa, ºe kaºdá z nich je správne
normovaná na faktor 2

2ℓ+1
.

Overte tieº ich ortogonalitu.

(b) Odvo¤te, £omu sú rovné Y00(θ, φ), Y11(θ, φ), Y10(θ, φ), Y1−1(θ, φ) aj s ich správ-
nym normovaním, pri£om treba zobra´ do úvahy, ºe normovacia kon²tanta A ∈ R a
A < 0 pre m = 1, v ostatných prípadoch je kladná.
Znamienko súvisí s paritou, o ktorej bude re£ neskôr.
Pripome¬me z predná²ky, ºe pridruºenú Legendrovu funkciu P 1

1 dostaneme zo sú£inu
sin θ a prvej derivácie Legendrovho polynómu P1(t), kde t = cos θ.

(c) Presved£te sa o ortogonalite gu©ových funkcií napísaných v £asti (b). Kedy OG
pochádza z integrácie cez uhol φ a kedy z integrácie cez uhol θ ?

4. gu©ové funkcie Yℓm(θ, φ)



(a) Pre ktoré gu©ové funkcie je celková vlnová funkcia nezávislá na uhloch? Ko©ko je
takých gu©ových funkcií? Súvisí táto odpove¤ s tým, aký je moment hybnosti £astice
v takomto stave?
Je v takomto prípade prítomný nejaký výnimo£ný smer?

(b) Aký moment hybnosti má £astica v stave s kvantovými £íslami ℓ = 1 a m = 0 ?
�o môºeme poveda´ o výskyte takejto £astice - dokonca bez toho, aby sme poznali
radiálnu £as´ jej vlnovej funkcie? Kde sa ur£ite nenachádza? V ktorom smere je naj-
vä£²ia ²anca nájs´ ju pri meraní polohy?

(c) �o ak pripravíme £asticu v stacionárnom stave, ktorého uhlová £as´ vlnovej funkcie
bude v tvare 1√

2
Y11(θ, φ)+

1√
2
Y1−1(θ, φ) ? �o môºeme poveda´ o výsledkoch merania

L2 a Lz £astice?
�o môºeme poveda´ o výskyte takejto £astice? Kde sa ur£ite nenachádza? V ktorom
smere je najvä£²ia ²anca nájs´ ju pri meraní polohy?

(d) Navrhnite uhlovú £as´ vlnovej funkcie ako superpozíciu funkcií Y1m(θ, φ) (teda
pre ℓ = 1) tak, aby bola istota, ºe £asticu v tomto stave nenájdeme na osi y .

5. menej triviálne Legendrove polynómy a gu©ové funkcie Yℓm(θ, φ)
(a) Na predná²ke sme odvodili tvar Legendrovho polynómu P2(t). Pomocou neho
napí²te tvar Y20(θ, φ) aj so správnym normovaním. Na£rtnite gu©u v troch rozmeroch
a na nej smery, v ktorých má pravdepodobnos´ výskytu £astice maximum (môºe by´
aj lokálne), v prípade, ºe sme jej namerali L2 = 6ℏ2 a Lz = 0.

(b) V¤aka známemu P2(t) ur£te pridruºenú Legendrovu funkciu P 1
2 (t) a z nej Y21(θ, φ),

aº na normovaciu kon²tantu. Kde sú teraz najpravdepodobnej²ie smery výskytu £as-
tice?

(c) Pri dostatku £asu to isté aj pre Y22(θ, φ)).

6. vy²²ie Legendrove polynómy
(a) Vyuºitím rekurentného vz´ahu ur£te Legendrove polynómy P3 a P4 aj s ich správ-
nym normovaním.

(b) Ktoré gu©ové funkcie uº vieme teraz ©ahko napísa´ vychádzajúc zo známych P3 a
P4?

7. meranie momentu hybnosti
Uvaºujme £asticu v stave popísanom separabilnou vlnovou funkciouΨ(r⃗) = R(r)f(θ, φ).
S akou pravdepodobnos´ou aké hodnoty L2 a Lz nameriame £astici, pre ktorú

(a) f(θ, φ) = 1√
2

(√
3
4π

cos θ +
√

1
4π

)
,

(b) f(θ, φ) =
√
3 cos θ + 1 ,

(c) f(θ, φ) = cos θ + 1 ,
(d) f(θ, φ) = 3 cos θ + 4,
(e) f(θ, φ) = cos2 θ + cos θ + 1?


