Priklady na cvicenie z kvantovej tedrie - 23.9.2025

Relativistickyj alebo nerelativistickyj opis?

Tento semester sa budeme spolu ucit kvantovi mechaniku. Je dolezité mat
cely ¢as na pamiti, Ze to je nerelativisticka teéria. Niekedy v letnom semes-
tri sa ukaze potrebné pridat aj relativistické korekcie. Treba teda zakladné
porozumenie, kedy je Castica relativistickid a kedy nie. Pom6zu k tomu tieto
priklady.

1. relativita z trojuholnika

(a) Nacrtnite si pravouhly trojuholnik s odvesnami v horizontalnom a verti-
kalnom smere rddovo rovnakej dlzky. Uvazujme volnd ¢asticu s hmotnostou
m a hybnostou p. Nech odteraz jedna odvesna vasho trojuholnika, povedzme
horizontalna, odpoved4 veli¢ine mc? a druha odvesna (vertikalna) odpovedé
veli¢ine pc. Napiste Pytagorovu vetu pre tento trojuholnik. Akej fyzikalnej
veli¢ine je rovna prepona trojuholnika na zaklade Pytagorovej vety?

(b) Nalrtnite teraz opiaf pravouhly trojuholnik, s povodnou horizontélnou
odvesnou nezmenenou mc? a s vertikdlnou odvesnou pc scvrknutou skoro az
na nulu. Akej fyzikilnej situacii to odpoveda? Je ¢astica s takouto hybnostou
nerelativisticka alebo ultrarelativisticka?

Co tu mozno z obrazka tvrdif pre energiu? Inymi slovami, ¢omu sa priblizne
rovna energia takejto ¢astice v porovnani s mc? a pc?

Ked7e hybnost ¢astice je stale nenulova, hoci malicka vo&i mec?, ako zavisi
energia (E — mc?) od hybnosti v uvazovanom pripade pc < mc*? Tdto
zavislost sa nedd vycital z obrdzka. Je to o nieco taZsia otdzka ako tie pred-
chddzajice, zvldst, ak by ste mali odpoved odvodit. Viete ju odvodit?

Ako bezne volame veli¢inu (E — mc?) ?

(¢) Opacné limita ako v (b): v trojuholniku teraz zvicsite povodnu vertikalnu
odvesnu pc > mc?, ponechajic horizontalnu odvesnu mc? povodnej dlzky.
Akej fyzikélnej situacii to odpoveda? Je takato ¢astica nerelativistickd alebo
ultrarelativisticka?

Co tu mo#no z obrazka tvrdit pre energiu?

Ako je eSte vyznamné, ¢i je ¢astica hmotna alebo nehmotna? Ak md hmotnd
castica tak velki energiu, Ze jej hmotnost sa stala bezvijznamnou a mozno ju
zanedbat, casticu voldme ultrarelativistickou. Jej kinematika (opis pohybu) sa
stdva rovnakd ako kinematika fotonu, castice svetla s nulovou hmotnostou.
Napriklad rijchlost ultrarelativisticke; castice je uz prakticky rovnd c.

2. elektron, proton, neutron, alfa castica - kedy su relativistické
(a) Kolko je mc? pre elektron? (s presnostou na 8 plainé cifry)
Kolko je mc? pre protén? (s presnostou na 5 platnijch cifier)
Kolko je mc? pre neutron? s presnostou na 5 platnijch cifier)
Kolko je mc? pre « ¢asticu? Co je « castica?
Ako by vyzerali tieto odpovede, ak by stacila presnost do 10%%



(b) Je alebo nie je relativisticka « ¢astica z Rutherfordovho experimentu, pri
ktorom Rutherford objavil/odvodil, ze v atome je tvrdé jadro? V odpovedi
zvdzte, Ze Ruherford mal ako zdroj o castic len nejoku prirodzene rddioak-
tivnu horninu, napr. mozno smolinec z Jachymowa.

(¢) Je energeticky mozné, aby pri rozpade neutrénu na proton vznikal aj
elektron?

Je alebo nie je takyto elektron relativisticky?

Odpovede zdovodnite.

(d) LHC urychluje protény na maximalnu energiu 7 TeV. “T” je skratka pre
“tera” a rovn4 sa tisic Giga, resp. TeV= 10'2eV. St tieto protény nerelativis-
tické, relativistické alebo ultrarelativistické?

Svoje odpovede zddvodnite.

Délezita poznamka: V minulosti ste sa naucili, Ze ¢i je castica relativis-
tickd, urcime porovnanim jej riychlosti s rychlostou svetla. To je spravne, ale
v kvantovom svete mdme problém hovoril o rijchlosti castice, kedze princip
neurcitostt nedovoli merat presne polohu a hybnost. V kvantovom svete sa
velmi zide to, ¢o sme sa prdve naucili: urcovat, ¢i je castica relativistickd z

jej energie, pripadne z jej hybnosti porovnanim s mc?.

3. nabita castica urychlend potencidlovym rozdielom

(a) Elektron urychlime z pokoja potencidlovym rozdielom

(i) 1V (Volt),

(i) 1kV= 1000V,

(111) 1 MV= 1000kV,

(iv) 10 MV.

Bez velkého pocitania rozhodnite, ¢i je elektron po prechode cez zadany
potencialovy rozdiel relativisticky, pripadne ultrarelativisticky.

(b) Aké je v kazdom z tychto pripadov jeho kinetickd energia po urychleni
zadanym potencidlom?

(¢) Ak je v kazdom z tychto pripadov jeho celkova energia?

Vréatte sa k prvému prikladu s pravouhlymi trojuholnikmi a rozhodnite, ktory
z nac¢rtnutych trojuholnikov odpoveda elektrénu po prechode cez jednotlivé
potencialové rozdiely.

4. Relativita - pokracovanie



(a) Stojaci nehybny proton urychlime rovnakym potencidlovym rozdielom
ako predtym elektron:

(1) 1V (Volt),

(i1) 1kV= 1000V,

(11i) 1MV= 1000 kV,

(iv) 10 MV.

Bez velkého pocitania rozhodnite, ¢i je protén po prechode cez zadany po-
tenciadlovy rozdiel relativisticky, pripadne ultrarelativisticky.

(b) Od zhruba akého potencialového rozdielu bude potrebné povazovat urych-
leny proton za relativisticku Casticu? Asi aky dlhy tunel na to treba, ak sa
proton pohybuje po priamke a prierazné napétie vzduchu ¢i vo vikuu je cca
IMV/m?

Poznamenajme, Ze urijchlujice elektrické pole generované ako maximum pulz-
nej elmag viny dosahuge dnes hodnoty 60 MV /m. Sofistikované linedrne urijch-
lovace teda nie su limitované vysSie uvedenou hodnotou statického prierazné-
ho napdtia a si / mohli by byt kratsie, ako by sme si mohli naivne mysliet.

5. Schrodingerova rovnica

(a) S tvarom Schrodingerovej rovnice ste sa zoznamili uz v Uvode do mo-
dernej fyziky. NapiSte casovi Schrodingerovu rovnicu pre jednu c¢asticu v
potencidlovom poli, v ktorej vyjadrite, comu je rovny hamiltonian.

(b) Ur¢te na zaklade ¢oho mozno Tahko tvrdit, Ze je to nerelativisticka rov-
nica.

6. castica na usecke a relativita

(a) Pre asticu na tsecke ste sa v Uvode do modernej fyziky stretli s tym,
7e jej energetické hladiny boli kvantované. Aky vztah pre ne platil pri zna-
mej hmotnosti ¢astice a dlzke usecky? Ako zavisela energia n-tej hladiny od
kvantového ¢isla n?

(b) Uvazujme elektron viazany na usecke atomovych rozmerov. Je takyto
elektron v zadkladnom stave relativistickou alebo nerelativistickou ¢asticou?

(¢) Priblizne pre aké velké n, teda v akom vysokom excitovanom stave je uz
elektron relativisticky? Mozno od tohto n verit velkosti energetickych hladin?
Preco nie?



7. elektron v atdme vodika a relativita
(a) Ako zavisia od n energetické hladiny viazanych stavov elektronu v atome
vodika?

(b) Stéava sa elektron viazany v atome vodika od nejakého n relativistickou
¢asticou? Ak &no, priblizne aka hodnota n to je? Ak nie, preco nie?

(¢) Uvazujme elektron v elektrostatickom potencidlovom poli od proténu,
ktory aproximujeme ako nekone¢ne tazky. Moze mat elektron kladna energiu
v tejto sustave?

Moze sa stat, Ze takuto sustavu treba opisovat ako relativisticka?

Nemdme tu na mysli drobné relativistické korekcie uzitoéné pri velmi presnijch
meraniach tzv. jemnej struktiry energie elektronu v najniZsich viazanyjch sta-
voch.

8. kontrakcia dizky v relativite
(a) Akym faktorom sa skracuje dlzka objektu, ktory sa pohybuje voéi pozo-
rovatelovi rychlostou blizkou rychlosti svetla?

(b) Akym faktorom sa zvicsi energia Castice vo€i jej pokojovej energii mc?, ak
sa Castica pohybuje vo& pozorovatelovi rychlostou blizkou rychlosti svetla?

(¢) Uvazujme protony urychlené na LHC na max energiu 7 TeV. My meriame,
ze tunel LHC je dlhy 27km. Pre proton (resp. pre trpaslika sediaceho na
protone) je proton v pokoji a v pohybe je tunel. Ako dlhy je tunel LHC pre
spominaného trpaslika?

(d) Rychlost, s akou sa pohybuje tunel pre uvazovaného trpaslika je uz prak-
ticky rovné rychlosti svetla. Lebo aj pre laboratinu ststavu ida protony uz
prakticky rychlostou svetla. Aky ¢as nameria trpaslik pre dobu jedného obehu
na LHC? Je to ten isty ¢as, ako my meriame pre dobu obehu v laboratornej
ststave?



