Priklady na domacu tlohu z kvantovej teorie 2

Sada ¢.2

riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku predndsky 24.03.2026

1. Zeemanov jav: dopocitanie H' pre elektrén v zdikladnom stave atému vodika

Na prednaske o jemnej $truktire sme sa venovali (aj) zdkladnému stavu elektronu
v atome vodika, ale diskusiu tejto hladiny sme preskocili pri pocitani prispevkov od
vonkajsieho magnetického pola. Dopocitajte tieto prispevky v rovnakej béze, v akej
sme pocitali jemnua Struktiru a rozhodnite, ¢i hladina zostava dvakrat degenerovana
alebo nie. Ak nie, aké st rozostupy rozstiepenych hladin?

Nacrtnite, ako su tieto hladiny posunuté vo¢i hodnote ¢y = —13.6eV ? [2 body]

2. Zeemanov jav: dopocitanie H' pre prvi excitovani hladinu

Na prednéaske sme pre hladinu s n = 2 detailne pocitali 88 maticu H’, do ktorej
prispievala jemné $truktura (len na diagonéle) a vonkajSie magnetické pole (aj s
¢lenmi mimo diagonaly). Vynechali sme vypocet prispevkov magnetického pola do
elementov Hig, Hi,, H7s a H7,.

(a) Predvedte vypocet tychto vynechanych elementov a napiste kompletnt H' maticu
v prvom rade poruchovej teodrie.

(b) Vysvetlite, akt bazu treba pouzit pre teoreticki predpoved Zeemanovho javu
poruchovou metodou. Je to baza {[jj.¢s)}? Alebo baza {|{mss.)}? [2 body]

3. Zeemanov jav - jednoduché otdzky

(a) Uvazujme jemnu Struktiaru hladiny s n = 2 spolu s vplyvom magnetického pola
takej vel'kosti, ze pésobi porovnatelne s prispevkami od jemnej Struktary. Predpokla-
dajme bazové stavy pre 8x8 maticu H' ako na prednaske. Vysvetlite, preco je element
His rovny nule.

(b) Graficky odpovedzte na otazku, ako sa teda $tiepi hladina s n = 27 Nadcrtnite
rozostupy rozstiepenych hladin a ich degeneraciu pre 5 = % v porovnani s rozostupmi
pre # = 1. Ide tu len o toto porovnanie, netreba pocitat ¢omu si presne rovné
jednotlivé hladiny. K rozstiepenym hladindm dopiste, ak sa to da, kvantové ¢isla 7, j,

a /.

(c) Je mozné, aby - podla vysledkov prvého radu poruchovej teorie - bola niektora z
rozstiepenych hladin dvakrat degenerovana? Urcte najmensie magnetické pole (staci
najmensie ), pre ktoré sa to udeje.

(d) Vieme z nasich doterajsich prednasok, ak by sme sa "hecli", uréit Stiepenie hla-
diny s n = 37 Ak to eSte nevieme, aku dodato¢ni informaciu k tomu potrebujeme?

Pomécka: ide o podobnii dodatocni informdciu, aki sme potrebovali pre Stiepenie hla-
diny s n = 2. [4 body]



4. Zeemanov jav: povolené prechody

Na prednaske sme preskocili takt doleziti vec, akou st povolené prechody medzi roz-
Stiepenymi hladinami. Vyberové pravidla v prvom rade poruchovej teorie st:

(i) prechody nastant iba medzi hladinami s rozdielom Al = +1,

(71) aj spomedzi tychto prechodov st povolené iba tie, pre ktoré Aj, = 0 alebo +1.
Odvodit sa to dd v rdmeci kvantovej tedrie pola, podla ktorej prechody v prvom rdde
poruchovej tedrie odpovedaji jednofotonovej vgmene, pricom rozhoduji vlastnosti fo-
tonu voci diskrétnym symetriam (parita a ndbojovd konjugdcia), ktoré sa zachovdvaji
pri elektromagnetickijch interakcidch.

Znameni to, ze prechod medzi dvomi hladinami je zakdzany v prvom rade poruchove]
teorie, ak maju tieto hladiny rovnaké kvantové c¢islo £. Takisto je zakdzany, ak maju
hladiny rozdiel |Aj,| vacsi ako 1.

Vychadzajic z Vasej odpovede v priklade 3. (b) uréte vietky povolené prechody medzi

rozstiepenymi hladinami s n = 2 vo vonkajSom magnetickom poli. Mate vsetkych

desat?

Ktory povoleny prechod ma najmensiu a ktory najvicsiu vinova dlzku pre f < 17
[2 body]

5. Zeemanov jav pre velmi silné vonkajsie magnetické pole

Uvazujme elektron v atéme vodika v prvom excitovanom stave. V priestore je zapnuté
silné vonkajSie homogénne statické magnetické pole éezt, ktoré definuje smer osi z.
Slovom "silné" tu chceme povedat, ze jeho prispevky do poruchového hamiltonianu si
ovela (radovo) vicsie ako prispevky jemnej Struktiry, takze jemna Struktiru mozno
zanedbat.

(a) Na prednaske plus v priklade 2. sme kompletne odvodili 8x8 maticu H' =

H]’- + H,’nag, ¢o je podblok poruchového hamiltonidnu pre hladinu n = 2 v prvom
rade poruchovej tedrie. H} je za jemnt Struktiru a H,, . od magnetického pola. Pri-
pomenme, Ze magnetické pole prispelo ¢lenmi linedrnymi v parametri § = | E‘;ff;ﬁ(;

V limite, ktoru tu predpokladame, je zjavne [ > 1. Diagonalizaciou tejto 8x8 ma-
tice urcte, aké Stiepenie, aké hladiny a s akou degeneraciou dostavame z hladiny €5 v
silnom magnetickom poli pri zanedbani jemnej Struktiry.

(b) Ak je vonkajSie magnetické pole tak silné, 7e mozno zanedbat jemnu Struktiru,
mozno celtt poruchu H} poloZit rovnt nule. Jedinou poruchou je Hy,,. = jip Bet (% + 2%)
Téato porucha je zjavne diagonéalna v baze { [{mss,) }. Pripomenme, Ze 8x8 matica
H’ spominana ako vychodzi bod v ¢asti (a) bola vypocitana na prednaske v baze
{|77.2s)}. Bolo to preto, lebo tato baza diagonalizovala prispevok jemnej Strukttry.
Teraz v8ak jemnu Struktiru neuvazujeme, a preto priamo mozeme vypocitat maticu
H! v baze {|{mss.)}. Urobte tu tento vypocet a porovnajte vysledok s tym, ¢o

mag

ste dostali v ¢asti (a). Dostavate zhodu? [4 body]

6. variacnd metdda
Varia¢nou metoédou mozno preskimat, ktora z funkcii (a) - (d) (pozri nizsie) najlep-



Sie minimalizuje energiu elektronu v atome vodika. V triede sme predviedli rieSenie
v Casti (a). Dostali sme zakladny stav: zndmu vlnova funkciu i energiu, a to pre
Bmin = 1. Vy preskiimajte varia¢nou metédou jednu z moznosti (b)-(d) a porovnajte
vysledok pre E,.;, s energiou z Casti (a). Zhruba o kolko percent sa s nespravnymi
odhadmi (b)-(d) trafime mimo hodnoty —13.6eV ?

(a) U(r)=A(B)e 7/,

(b) U(r)= A(B)re P/ akd predstava atomu H motivuje tento odhad?

(¢) W(r)= A(B)e /% akd predstava atomu H motivuje tento odhad?

(d) U(r) = A(B)r sinfe /. Tu je motivdciou Bohrov model: vijskyt elektrénu v
rovine xy v oblasti pripominajicej kruznicu (zichranné koleso) o polomere rddovo a.
A(f) je normovacia konstanta a [ je variaény parameter.

Pomocné vzorce: A®(r) = " + 28, a = h/(mca) je Bohrov polomer,
h?/(ma?*) = ahc/a = mc*a? = 2|E| = 2 x 13.66V.

Pomocné integraly: [ tNe_tdt =N! pre N=0,1,2,...
[PtePdt =1, [Xedt=L", [F2eCdt=1YT f tle dt =3

2

[2 body za Jedno z rieSeni (b), (c) alebo (d)]
[ + 2 body ako bonus za kazdé d’alsie riefenie]

7. variaénd metida

Jeden z najdolezitejsich a najuzitocnejsich prikladov minulého semestra je priklad
s Casticou na usecke v stave popisanom vlnovou funkciou V(x) = Az(L — z). Za
alohu bolo néjst pravdepodobnosti namerat v tomto stave energie FE, . (Zbierka,
str. 46 v tlacenej verzii, éast (d).) Ukaze sa, ze s viac ako 99%-nou pravdepodobnostou
nameriame energiu zakladného stavu.

7Z hladiska variac¢nej metody ide o provokativny vysledok. Stav W(x) sme navrhli z
pohodlnosti, nakol'ko zjavne spliia okrajové podmienky a umoziiuje Tahké integrova-
nie. Ako to, zZe sa s nim trafime tak blizko k skuto¢nému zakladnému stavu? Co ak
sa s trochou snahy jeho vhodnou parametriziciou dopracujeme varia¢nou metdédou
k energii eSte nizsej ako je zakladna hladina vypocitana zo SchR? V tomto priklade
ukédzeme, Ze pre jednu takdato parametrizaciu, nech sa ¢o ako snazime, energiu nizsiu
ako zékladni nedostaneme.

(a) Vypocitajte strednit hodnotu energie v stave W(z). Vyjadrite ju v tvare E|g=; =
;’TX, kde X bude vami vypocitana redlna hodnota.
Pozndmka: Ind¢ povedané, energiu tu budeme uddvat v jednotkdch h*/(2mL?).

(b) Porovnajte X s vlastnou energiou odpovedajticou vlastnému stavu hamiltonianu
Uy (x) = \/%sin(mc), ktory sme nasli rieSenim bezcasovej SchR pre ¢asticu na tsecke.
Ktora ja nizsia? O kolko percent sa lisia?

(c¢) Varia¢nou metodou néjdite priblizenie pre energiu zakladného stavu vychédzajuc

z parametrizovanej vinovej funkcie U (z, 8) = A(8) 2°(L—2)? , kde 8 > § je variatny
parameter a A(f) je normovacia konstanta. Vysledok porovnajte s vlastnou energiou



stavu Uy (z).

Pomécky: Namiesto prechodu od x k bezrozmernej integracnej premennej t = x/L
2vazte moznost priamo poloZil L = 1 pri vsetkom pocitani. Kde potom treba vo vysledku
dopisat L ?

PouZite pomocnyj integrdl fol t*(1—t)dt = T(a+1)L(b+1)/T(a+b+2), kde T'(z+1) =
zl'(x) je gamma funkcia.

Pre vasu kontrolu: mne vyslo, Ze E(B) je tdmernd (8 + gﬂ—;lﬂ + C), kde C je
konstanta nezdvisld na f3.

Nakoniec minimalizujte E(B) vzhladom na variacny parameter a numericky vycislite
X,in 00 vztahu E, ., = %Xmm )

Dostali ste vysledok mensi ako energia stavu V,(z) ?

O kolko percent sa liSia Ey a Epn ¢

O kolko percent sme sa zlepdili voci energii stavu V(x) = Ax(L — x) vdaka pouZitiu
variacénej metody? [4 body]

8. wviriglovy teorém
Aky viridlovy teorém plati pre stacionarne stavy elektronu v atome vodika?
Urcte z neho strednd hodnotu % v kazdom staciondrnom stave. [2 body]

9. klasicky rozptyl

Na prednaske sme prediskutovali klasicky rozptyl projektilu na tvrdej guli, pricom sme
odvodili, ze dopadajiice Castice (projektily) budi rozptylované rovnako do vsetkych
smerov. Uvazujme teraz klasicky rozptyl na dlhom valci o polomere R (s osou v smere
7), kde Castice dopadajt zo smeru kolmého na os valca, nech je to zo smeru x. Ulohu
mozno zredukovat na rozptyl v rovine zy na tvrdej kruznici. A vlastne stac¢i na hornej
polkruznici, kedZe na dolnej bude rovnaky vysledok. A aj z tej polkruZnice staci uva-
zovat len prednu Stvrtkruznicu, na ktorej naozaj dochadza k rozptylu. Diferencidlny

ucéinny prierez bude teraz namiesto (d—") veli¢ina (%) pre valec v troch rozmeroch,

A dQ
resp. iba (fl—‘;) pre rozptyl v rovine na pol ¢ §tvrtkruznici. V tomto drl}hom pripade
dé uz nie je plocha (priemetu silového centra do prie¢nej roviny), ale dizka jednoroz-
merného priemetu silového centra do smeru y, ¢ize do smeru kolmého na smer Sirenia
projektilu, ale stéle v rovine zy. Konkrétne dlzka priemetu kuska kruznice, odkial sa
castica rozptyluje do uhla . Integréal cez rozptylovy uhol 6 z veli¢iny (fl—‘;) tu potom
da celkovu dlzku priemetu terca do smeru y.

i (dE
(a) Urcte (42).
Z toho urcte, do ktorého smeru sa odraza najviac Castic.

(b) Integraciou vysledku z casti (a) uréte celkovy uéinny prierez 5. Okomentujte, ¢i
vysledok dava sihlas so zdravym rozumom. [2 body]

10. bonus priklad: Starkov jav v 1.rdde poruch. teorie pre hladinu s n=3

Aké je degeneracia hladiny s n = 37

Na zaklade rieseného prikladu A.1 kapitoly 12 v Zbierke (autori: Pisut, Cerny, Pre-
$najder) vysvetlite slovne, k akému Stiepeniu tejto hladiny dochadza vo vonkajSom



elektrickom poli, a odkial to §tiepenie pochadza (¢ize ktoré elementy poruchy st tu ne-

nulové). Vo svojej odpovedi nemusite ni¢ pocitat, aj ked iniciative sa medze nekladu.
[2 body]

11. bonus priklad: klasicky rozptyl v troch rozmeroch

Vychadzajic z prednasky odvodte diferencidlny ac¢inny prierez pre klasicky rozptyl
na elipsoide, pricom castice dopadaji v smere hlavnej osi elipsoidu.

Vysledok zintegrujte cez priestorovy uhol a okomentujte, ¢i VA celkovy iéinny prierez
déava sahlas so zdravym rozumom. [2 body]



