Priklady na domacu tlohu z kvantovej teorie 2

Sada ¢.5

riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku predndsky dna 12.05.2026

1. casovo zdwvisld poruchovd tedria

Uvazujme nabity JHO v homogénnom elektrickom poli v smere kmitov (strednej
hodnoty) JHO, teda ako na prednaske s rozdielnym ¢asovym priebehom f(t) =0 pre
t<0a f(t) =e /7 pret > 0. JHO je pred zapnutim tejto poruchy v zakladnom
stave.

(a) Podobne ako na prednéske urcte do prvého radu poruchovej teorie v akych exci-
tovanych stavoch sa moze nachadzat JHO po odzneni poruchy. Vypocitajte pravde-
podobnost tejto excitacie pri fixovanom 7.

(b) Prediskutujte Vas vysledok v limite malého a velkého 7. Podobne ako na pred-
naske preskimajte, ¢i existuje konec¢né nenulové 7,/,., pre ktoré je pravdepodobnost
excitacie maximéalna. Pre maximalnu pravdepodobnost okomentujte, ¢i moze byt v
pripade silného pola tato pravdepodobnost vicSia nez 1. [2 body |

2. casovo zdvisld poruchovd tedria
Tento priklad nadvézuje na predchadzajici priklad. Ak ste s jeho rieSenim hotovi,
ziskali ste vysledok v prvom rade poruchovej teorie.

(a) Je mozna excitacia JHO do druhého excitovaného stavu vo vyssom rade porucho-
vej teorie? Odpoved vysvetlite.

(b) Je mozna excitacia zo zakladného stavu na tretiu excitovana hladinu? Priblizne
radovo, pre T = Trqz, ako st pravdepodobnosti excitacie na druhu a treliu excitovani
hladinu potlacené voci excitacii na prod excitovanu hladinu?

(c¢) Poruchova tedria v rozvoji do prvého radu nam umoziuje pocitat aj amplitiadu
pravdepodobnosti JHO zotrvat na zakladnej hladine po odzneni poruchy. Ukazte,
7e tato pravdepodobnost je rovna 1. Na prvy pohlad dostavame rozpor s tym, Ze
suma vSetkych pravdepodobnosti (zotrvat, aj preskakovat) ma byt rovné jednej a
nam vychadza hodnota vicsia nez 1. Ako vysvetlite tento paradox? [3 body |

3. matematicky formalizmus

Uvazujme casticu na tsecke a testujme Hilbertov priestor dany vSetkymi moznymi
kvadraticky integrovatelnymi komplexnymi funkciami na usecke, ktoré si nulové na
krajoch. Vysvetlite, preco to nie je Hilbertov priestor. Pomocka bola dana na pred-
naske. [2 body]

4. matematicky formalizmus
(a) Vysvetlite na zaklade prednasky, preco nie je na tisecke jeden hermitovsky operator
hybnosti.



(b) Vysvetlite na zaklade prednasky, preco je jeden hermitovsky operator hybnosti
pre Casticu na celej redlnej osi.

Pomocka: jeho definiény obor st vSetky diferencovatelné funkcie z Hilbertovho pries-
toru. Hilbertov priestor tvoria vSetky kvadraticky integrovatelné komplexné funkcie.
Nevadi, Ze tento operator hybnosti nemé vlastné funkcie z uvedeného Hilbertovho
priestoru.

(¢) Nadvézujuc na (b), mame na uvedenom Hilbertovom priestore hermitovsky ha-
miltonian pre volnua ¢asticu?

(d) Nadvéizujtc na (b) a (c), okomentujte, ¢i mozno pre volnt Casticu na reédlnej osi
napisat rovnost H = p?/2m. [4 body]

5. projektory

(a) Na prednéske sme pre Hilbertov priestor H troj-komponentnych komplexnych
vektorov predstavili projektor P, rovny 3x3 matici so samymi jednotkami nasobene;j
¢islom % Uvazovali sme dalsie dva projektory projektujice na ortogonélne podpries-
tory H, vSetky tri projektory dali v sucte jednotkovi maticu - vyplyva to z ich vza-
jomnej ortogonality a iplnosti. Navrhli sme P s riadkami (10 —1), (000) a (—101),
nasobeny c¢islom % Dopotitajte P3 (bol na prednaske).

(b) Navrhnite int dvojicu projektorov P, a P; k povodnému P;. VSetky tri by mali
dat v sucte jednotkovi maticu a mali by projektovat na vzajomne ortogonélne pod-
priestory H. [2 body]

6. casovy vyjvoj v réznych obrazoch
Pripomente si z prednasky tri obrazy ¢asového vyvoja v kvantovej mechanike. Napiste,
ako sa v Schrodingerovom obraze vyvijaji stavy a ako operatory.

Napiste, ako sa v Heisenbergovom obraze vyvijaji stavy a ako operatory.
Napiste, ako sa v interakénom obraze vyvijaju stavy a ako operatory.

Napiste, ¢o sa stane s interakénym obrazom pri vypnuti poruchy H’. [2 body]

7. k tretiemu motiwacnému prikladu, na ¢o je dobrd matica hustoty

Uvazujme zvizok elektronov, ktoré pochadzaji z rozpadov bezspinovych castic na
elektron a pozitron. Pripomefime, Ze po rozpade je ststava v stave |V) = \% D4
Y— 1)y | 1) ], kde prvy spinovy stav je elektronovy a druhy pozitronovy. Pozitrony ne-

detekujeme. Na prednaske sme predviedli (zrychleny) vypocet S, =0 pre elektrony.

Dopocitajte S, a S, pre elektrony. Po kazdé by opaf mala vyjst nula. [2 body]

8. matica hustoty

Ak& matica hustoty popisuje spinovy stav elektrénu vo zvizku v predchadzajicom

priklade? Odpoved vysvetlite. Je tento spinovy stav ¢istym stavom alebo je zmesou?
[2 body]



9. matica hustoty

Uvazujme zdroj elektréonov emitujici zvizok ciasto¢ne polarizovanych elektronov,
kazdy treti so spinom v smere "dolu" voéi osi z zatial ¢o prvé dva si so spinom
"hore" voci osi z. Aka matica hustoty p popisuje spinovy stav elektronu vo zvizku?
Odpoved vysvetlite.

Pre ¢isty stav, na rozdiel od zmesi, plati p?> = p. Pomocou tohto kritéria rozhodnite,
¢i je spinovy stav elektronu v uvedenom zvizku cistym stavom alebo ¢i je zmesou.

[2 body]



