
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie 2

Sada £.6

rie²enia, prosím, odovzdajte do 15:00 hod d¬a 01.06.2026

1. matica hustoty
Uvaºujme zväzok elektrónov prechádajúci cez Sternov-Gerlachov prístroj SGn⃗. Zame-
rajme sa na elektróny, ktoré vychádzajú z prístroja so spinom hore vo£i osi n⃗ .

(a) Odvo¤te maticu hustoty pre spinový stav týchto elektrónov. Pomôcka: ide o
maticové elementy operátora hustoty ρ̂ = |Ψ⟩⟨Ψ| v báze stavov "hore" a "dolu" vo£i
osi z (to je "spinorová reprezentácia"), kde |Ψ⟩ je spinový stav elektrónu. Spinor

odpovedajúci stavu |Ψ⟩ poznáme z minulého semestra a je to Ψ =

(
cos θ

2
e−iφ/2

sin θ
2
e+iφ/2

)
. Vá²

výsledok vyjadrite pomocou vektora n⃗ = (nx, ny, nz) a nie uhlov θ a φ.
Uve¤te tvar matice ρ v ²peciálnych prípadoch, ke¤ je SG prístroj nato£ený tak, ºe
výnimo£ný smer jeho magnetického po©a je v smere (i) osi z, (ii) proti smeru osi z,
(iii) v smere osi x.

(b) Aká matica hustoty odpovedá nepolarizovanému zväzku elektrónov? Metódou po-
zriem a vidím okomentujte, pre£o vidíte, ºe neexistuje smer n⃗ (z £asti (a) ), ktorý by
dal túto maticu hustoty.
�istý stav, ktorý dostávame z SG prístroja, je teda nie£o kvalitatívne iné ako nepola-
rizovaný zväzok, napr. zo ºeravenej katódy, ke¤ je spinový stav zmesou.

(c) Ukáºte, ºe pre v²eobecný smer n⃗ z £asti (a) matica hustoty sp¨¬a vlastnosti (i)
je hermitovská, (ii) jej stopa je 1, (iii) platí ρ2 = ρ.

(d) Ktoré z vlastností menovaných v £asti (c) sp¨¬a / nesp¨¬a matica hustoty pre
nepolarizovaný zväzok? [5 bodov ]

2. matica hustoty
(a) Ako sa vypo£íta stredná hodnota (spinovej) veli£iny A pri známej matici hustoty?

(b) Uvaºujme zväzok elektrónov, ktorý opú²´a prístroj SGn⃗1 so spinom hore vo£i smeru
n⃗1 a vzápätí prechádza prístrojom SGn⃗2 . Aká je predpove¤ pre výsledok merania
strednej hodnoty Sn⃗2 týmto druhým SG prístrojom, vychádzajúc z odpovede v £asti
(a)?

(c) Pokra£ovanie £asti (b): V zimnom semestri ste odvodzovali vz´ah P (↑n⃗2) =
1
2
(1 + n⃗1 · n⃗2). Výsledok (b) znamená, ºe poznáme hodnotu ℏ

2
P (↑n⃗2) +

−ℏ
2
P (↓n⃗2) .

Zárove¬ platí P (↑n⃗2) + P (↓n⃗2) = 1 . Overte z toho výsledok pre P (↑n⃗2) zo zimného
semestra. [3 body ]

3. rotácie
Uvaºujme operátor T̂α = e−α ∂

∂φ . Vychádzajúc z Taylorovho rozvoja exponenciály,
£omu je rovné T̂αΨ(r, θ, φ) ?



A £omu je potom rovné e−iαL̂z/ℏΨ(r, θ, φ) ? Je tento operátor operátorom rotácie v
priestore vlnových funkcií? Pomôcka: pouºite vyjadrenie L̂z vo sférických premenných.

[2 body]

4. elementárne vlastnosti hermitovských operátorov
(a) Dokáºte, ºe pre ©ubovolný hermitovský operátor Â je operátor Û = eiÂ unitárny.

(b) Tvrdenie (a) zjavne platí aj pre NxN matice A a U . Uvaºujme teraz ©ubovolnú
NxN hermitovskú maticu A s nulovou stopou. Dokáºte, ºe determinant unitárnej ma-
tice U = eiA je rovný 1.
Poznámka: pre Tr{A}̸= 0 by mohol by´ rovný komplexnému £íslu s absolútnou hod-
notou rovnou 1, £iºe nejakej komplexnej fáze. Pre Tr{A}= 0 je táto fáza rovná nule.

Návod: po rozvinutí eiA do radu vyuºite vz´ah A = V AdiagV † pre kaºdú A v roz-
voji, kde Adiag je diagonálna. Unitárne matice V sa skoro v²etky vzájomne vykrá-
tia, ostane len jedna V vy¬atá na©avo a jedna V † vy¬atá napravo. Rad medzi nimi
moºno s£íta´, s£itujú sa len diagonálne elementy, sú£et n-tých diagonálnych elemen-
tov dá eiλn, kde λn je n-tá vlastná hodnota matice A, resp. λn = Adiag

nn . Potom uº
det U = det V det eiA

diag
det V †, ke¤ºe determinant sú£inu matíc je rovný sú£inu ich

determinantov. Zrejme je potom det V † = det V −1 = 1/det V a to uº je takmer tvr-
denie dokázané, lebo (dokáºte!) det eiA

diag
je rovné ei

∑
λn a tá suma v exponente je

nula, lebo stopa matice sa zachováva pri unitárnych transformáciách. [3 body]

5. rotácia
V tomto príklade uvaºujme pre jednoduchos´ iba rotáciu okolo osi z.

(a) Vychádzajme z príkladu 3. a operátora rotácie Ûz(α) = e−iαL̂z/ℏ , kde α > 0.
Hodnota vlnovej funkcie Ψ′ po rotácii, sledujúc konkrétny vybraný uhol φ0, je pod©a
príkladu 3. rovná Ψ′(r, θ, φ0) = Ψ(r, θ, φ0 − α). Znamienko mínus v tomto vz´ahu
môºe by´ klamlivé. Akým smerom sme zarotovali nejakú prominentú £rtu, napr. ma-
ximum, vlnovej funkcie?
Pomôc´ si moºno rotáciou vlnovej funkcie Ψ = R(r)Θ(θ) cos(φ − φ0). Kam sa po
rotácii dostane maximum? Znamená znamienko mínus vo vyjadrení Ψ′ pomocou Ψ
rotáciu "dozadu"?

(b) Uvaºujme teraz vektorový operátor ˆ⃗r, resp. iba jeho komponentu x̂ = r sin θ cosφ.
Na predná²ke sme povedali, ºe rotáciou sa operátor Â mení na Â′ = Ûz(α) Â (Ûz(α))

†,
a to je (metódou pozriem a vidím) preto, ºe stredná hodnota A

′
má by´ po rotácii

rovnaká ako pred rotáciou A. Predstavme si teraz namiesto Â operátor x̂. Ukáºte, ºe
rotáciou sa zmení na x̂′ zarotovaný v zhode s rotáciou vlnovej funkcie v £asti (a).
Pomôcka: uvaºujte pôsobenie uº zarotovaného x̂′ na ©ubovolnú vlnovú funkciu χ(r, θ, φ)
a túto vlnovú funkciu v závere "zakryte". Tak ur£íte x̂′ vo v²eobecnosti pomocou kom-
ponent operátora ˆ⃗r pred rotáciou. [2 body]

6. rota£ný operátor v spinorovej reprezentácii
Je pozoruhodné, ºe v spinorovej reprezentácii vieme presne vypo£íta´ maticu repre-



zentujúcu rota£ný operátor Ûn⃗(α), a to v¤aka vlastnosti Pauliho matíc σ2
i = 1 (jed-

notková 2x2 matica) pre i = x, y, z, resp. σiσj = δij + iεijkσk. Tento druhý vz´ah sa
odvodí s£ítaním komutátora a antikomutátora dvoch Pauliho matíc. Pri δij sa auto-
maticky predpokladá násobenie jednotkovou 2x2 maticou.

(a) V spinorovej reprezentácii rozvi¬te maticu Un⃗(α) do Taylorovho radu. Ukáºte, ºe
ho moºno s£íta´ a výsledok je Un⃗(α) = cos α

2
− in⃗ · σ⃗ sin α

2
, kde prvý £len automaticky

predpokladáme násobený s jednotkovou 2x2 maticou.

(b) �omu sa rovná matica Uz(α) ?

(c) �omu sa rovná matica Uz(
π
2
) ?

(d) Do akého spinoru zarotuje spinor "hore" vo£i osi x , ak rotujeme okolo osi z o
uhol 90o? Dáva výsledok zmysel?

(e) Do akého spinoru zarotuje spinor "hore" vo£i osi x , ak rotujeme okolo osi z o
uhol 180o? Dáva výsledok zmysel?

(f) Do akého spinoru zarotuje spinor "hore" vo£i osi z , ak rotujeme okolo osi z o
©ubovolný uhol? Dáva výsledok zmysel?

(g) Do akého spinoru zarotuje spinor "hore" vo£i osi y , ak rotujeme okolo osi x o
uhol 90o? Dáva výsledok zmysel?

(h) Do akého spinoru zarotuje spinor "hore" vo£i osi x , ak rotujeme okolo osi z o
uhol 360o ? Dáva výsledok zmysel? Pomôcka: Nie, tu na²ej intuícii opa£né znamienko
zmysel nedáva, v beºnom ºivote o£akávame zhodu po rotácii o 360o . Extra mínus do-
stávame pri kaºdej rotácii fermiónu o 360o . Pri bozónoch je plus znamienko. Anyway,
ide o nefyzikálnu celkovú fázu. [8 bodov]

7. matice Jx, Jy, Jz pre spin 1
Na predná²ke sme v rýchlosti vysvetlili, ako odvodi´ matice reprezentujúce Ĵx, Ĵy a Ĵz
v ©ubovolnej ireducibilnej reprezentácii (irrep). Odvo¤te tieto matice pre irrep j = 1.
Ukáºte, ºe sp¨¬ajú komuta£ný vz´ah [Jx, Jy] = iJz, prípadne na základe osobného
nad²enia dobrovo©ne overte aj ¤al²ie komuta£né vz´ahy.
Vypo£ítajte maticu J2 a okomentujte, £i vychádza to, £o má výjs´ a £i naozaj táto
matica komutuje s kaºdým Ji, i = x, y, z. [2 body]

8. skladanie momentov hybnosti
Na predná²ke sme predviedli skladanie dvoch spinov 1

2
a potom dvoch spinov 1. Tu

teraz predve¤te skladanie j1 = 1 a j2 =
1
2
. Ur£te najprv aké irreps sa nachádzajú v

tenzorovom sú£ine 1⊗ 1
2
a £i sa Vám pritom zachováva po£et stup¬ov vo©nosti. Po-

tom za£nite stavom s "najvy²²ou váhou" |3
2

3
2
⟩ = |1 1⟩ |1

2
1
2
⟩ a pokra£ujte zniºovaním

pomocou operátora Ĵ− = Ĵ1− + Ĵ2−.
Okomentujte, £i dostávate zhodu so vz´ahmi pouºitými pri analýze Zeemanovho javu
v prvej polovici tohto semestra. Kúzelne sme vtedy bez odvodenia vy£arovali netri-
viálne rozklady stavov |3

2
1
2
⟩, |1

2
1
2
⟩, |3

2
−1
2
⟩ a |1

2
−1
2
⟩. [3 body]



9. skladanie dvoch momentov hybnosti, význam CG koe�cientov
Na predná²ke sme pri skladaní dvoch spinov j1 = 1 a j2 = 1 odvodili

|2 0⟩ = 1√
6
|1 − 1⟩ |1 1⟩+ 2√

6
|1 0⟩ |1 0⟩+ 1√

6
|1 1⟩ |1 − 1⟩.

Uvaºujme skuto£ne existujúcu £asticu K∗−, tzv. K-star mezón, viazanú k atómovému
jadru so spinom nula, napr. jadru hélia. K∗− je nestabilný a vystupuje tu len preto,
ºe má spin 1. V¤aka zápornému náboju sa môºe naviaza´ na kladne nabité jadro. Je
to síce iba na chví©u, kým sa K∗− nerozpadne, ale povedzme, ºe je to pre experiment
dostato£ne dlho, aby boli takéto atómy premerané podobne, ako bol premeraný atóm
vodíka.
V uvaºovanom atóme má K∗− mezón podobné viazané stavy, ako elektrón vo vodíku,
vlastne v héliu. Tu je podstatné len to, ºe môºe by´ v stave s orbitálnym momentom
hybnosti daným kvantovým £íslom ℓ = 1.
Uvaºovaný (mimochodom ionizovaný) héliový atóm s K∗− mezónom namiesto elek-
trónu potom predstavuje realistický model skladania dvoch momentov hybnosti, kaºdý
rovný 1. Jeden od spinu a jeden od orbitálneho pohybu K∗− mezónu.

(a) Ak sme atómu odmerali celkový moment hybnosti J = 2 a jeho z-ový priemet
M = 0, s akou pravdepodobnos´ou nameriame následne priemet spinu K∗− na os z
rovný nule? A s akou pravdepodobnos´ou dá toto meranie hodnoty +ℏ a −ℏ ?

(b) Ak sme atómu odmerali celkový moment hybnosti J = 1 (a nie 2 ako v predchádza-
júcej otázke) a jeho z-ový priemet opä´ meriame M = 0, s akou pravdepodobnos´ou
teraz nameriame priemet spinu K∗− na os z rovný nule? A s akou pravdepodobnos´ou
dá teraz toto meranie hodnoty +ℏ a −ℏ ? [3 body]

10. bonus príklad: vektorový sú£in
V tenzorovom sú£ine j1 ⊗ j2 , kde bolo j1 = 1 a j2 = 1, sme na predná²ke na²li
ireducibilné reprezentácie s J = 2, J = 1 a J = 0. Ukázali sme, ºe pre J = 0
naozaj dostávame superpozíciu stavov, ktorá má v prípade dvoch vektorových polí
rovnakú ²truktúru (aº na celkovú kon²tantu) ako skalárny sú£in x1x2 + y1y2 + z1z2.
Táto ²truktúra sa zjavne nemení pri rotáciách, ako sa nemení ani stav |J M⟩ = |0 0⟩.
Na po£udovanie je to v zhode s tým, ºe jeden z Clebsch-Gordanových koe�cientov v
rozklade |0 0⟩ je záporný a dva sú kladné.
Analogicky ukáºte, ºe pre J = 1 máme naozaj superpozície stavov, ktoré sa pri
rotáciách transformujú rovnako ako komponenty vektorového sú£inu, teda úmerne
(y1z2 − z1y2, z1x2 − x1z2, x1y2 − y1x2). [2 body]

11. bonus príklad: skladanie dvoch spinov
Ukáºte, ºe vo v²eobecnosti je pri rozklade tenzorového sú£inu j1 ⊗ j2 = j1 + j2 ⊕
j1 + j2 − 1 ⊕ . . . ⊕ |j1 − j2| zachovaný po£et stup¬ov vo©nosti. [2 body]


