Priklady na domacu tlohu z kvantovej teorie 2

Sada ¢.6
riesenta, prosim, odovzdajte do 15:00 hod dria 01.06.2026

1. matica hustoly
Uvazujme zvizok elektronov prechadajuci cez Sternov-Gerlachov pristroj SGji;. Zame-
rajme sa na elektrony, ktoré vychadzaji z pristroja so spinom hore voci osi 7.

(a) Odvod'te maticu hustoty pre spinovy stav tychto elektronov. Pomdcka: ide o
maticové elementy operdtora hustoty p = |U)(V| v bdze stavov "hore" a "dolu" voci
0si z (to je "spinorovd reprezentdcia"), kde |¥) je spinovy stav elektrénu. Spinor

cos & e=i#/2
odpovedajici stavu |V) pozndme z minulého semestra a je to W = ( 2 ) . Vas

sin & etie/?
vysledok vyjadrite pomocou vektora 7 = (n,, ny,, n,) a nie uhlov 6 a .
Uvedte tvar matice p v Specidlnych pripadoch, ked je SG pristroj natoc¢eny tak, ze
vynimo¢ny smer jeho magnetického pola je v smere (i) osi z, (ii) proti smeru osi z,

(7ii) v smere osi .

(b) Aka matica hustoty odpoveda nepolarizovanému zvézku elektronov? Metodou po-
zriem a vidim okomentujte, preco vidite, Ze neexistuje smer 7i (z Casti (a) ), ktory by
dal tato maticu hustoty.

C’isty’ stav, ktory dostavame z SG pristroja, je teda nieco kvalitativne iné ako nepola-
rizovany zvdzok, napr. zo Zeravenej katddy, ked je spinovy stav zmesou.

(¢) Ukaite, Ze pre vSeobecny smer 7i z ¢asti (a) matica hustoty splia vlastnosti (i)
je hermitovska, (i) jej stopa je 1, (i) plati p* = p.

(d) Ktoré z vlastnosti menovanych v ¢asti (¢) spliia / nespliia matica hustoty pre
nepolarizovany zvizok? [5 bodov |

2. matica hustoty
(a) Ako sa vypocita stredna hodnota (spinovej) veli¢iny A pri znamej matici hustoty?

(b) Uvazujme zvizok elektronov, ktory opusta pristroj SGyz, so spinom hore voéi smeru
1y a vzapiti prechddza pristrojom SGg,. Aka je predpoved pre vysledok merania
strednej hodnoty Sz, tymto druhym SG pristrojom, vychadzajic z odpovede v ¢asti
(a)?

(c) Pokracovanie ¢asti (b): V zimnom semestri ste odvodzovali vztah P(1z,) =
L (147 - 7iy). Vysledok (b) znamena, Ze pozname hodnotu 2P(17,) + 2P (l4,) .
Zaroven plati P(1s,) + P(la,) = 1. Overte z toho vysledok pre P(17,) zo zimného
semestra. [3 body |

3. rotdcie

~

Uvazujme operator 7, =

. 9
e 2

¢. Vychadzajuc z Taylorovho rozvoja exponencialy,



A ¢omu je potom rovné eialz/h U(r, 0, ¢)? Je tento operator operatorom rotacie v
priestore vlnovych funkcii? Pomaédcka: pouzite vyjadrenie L. vo sférickiyjch premennijch.
[2 body]

4. elementarne vlastnosti hermitovskiyjch operdtorov

(a) Dokazte, ze pre Tubovolny hermitovsky operator A je operator U = eih

unitarny.
(b) Tvrdenie (a) zjavne plati aj pre NxN matice A a U. Uvazujme teraz I'ubovolnu
NxN hermitovski maticu A s nulovou stopou. Dokazte, ze determinant unitarnej ma-
tice U = ¢ je rovny 1.

Pozndmka: pre Tr{A}# 0 by mohol byt rovny komplexnému c¢islu s absolitnou hod-
notou rovnou 1, ¢ize nejakej komplexnej faze. Pre Tr{A}= 0 je tdto fiza rovnd nule.

Ndvod: po rozvinuti e do radu vyuzite vetah A = VA9V pre kazdi A v roz-
voji, kde A% je diagondlna. Unitdrne matice V sa skoro vsetky vzdjomne vykrd-
tia, ostane len jedna V wynatd nalavo a jedna V1 wvyniatd napravo. Rad medzi nimi
mozno scitat, scituju sa len diagondlne elementy, sucet n-tijch diagondlnych elemen-
tov dd e, kde X\, je n-td vlastnd hodnota matice A, resp. N\, = A% Potom uz
det U = detV det A" det V1, ked%e determinant siucinu matic je rovny sucinu ich
determinantov. Zrejme je potom det V1 = det V=l =1/detV a to uz je takmer tur-
denie dokdzané, lebo (dokdzte!) det ™™™ je rovné ¢iX* a td suma v exponente je
nula, lebo stopa matice sa zachovdva pri unitdrnych transformdcidch. [3 body]

5. rotdcia
V tomto priklade uvazujme pre jednoduchost iba rotaciu okolo osi z.

(a) Vychadzajme z prikladu 3. a operatora rotacie U.(a) = e~ *L=/" kde a > 0.
Hodnota vlnovej funkcie ¥’ po rotécii, sledujtic konkrétny vybrany uhol g, je podla
prikladu 3. rovna W'(r, 0, ¢o) = ¥(r, 0, po — ). Znamienko minus v tomto vztahu
moze byt klamlivé. Akym smerom sme zarotovali nejakti prominentd ¢rtu, napr. ma-
ximum, vlnovej funkcie?

Pomoct si mozno rotaciou vlnovej funkcie ¥ = R(r) ©(0) cos(¢ — ¢p). Kam sa po
rotacii dostane maximum? Znamena znamienko minus vo vyjadreni ¥’ pomocou ¥
rotaciu "dozadu"?

(b) Uvazujme teraz vektorovy operator r resp. iba jeho komponentu & = rsin 6 cos p.
Na prednaske sme povedali, Ze rotaciou sa operator A meni na A’ = U, (a) A (U.(a))T,
a to je (metodou pozriem a vidim) preto, ze stredna hodnota A ma byt po rotacii
rovnaka ako pred rotaciou A. Predstavine si teraz namiesto A operator #. Ukéizte, ze
rotaciou sa zmeni na &’ zarotovany v zhode s rotaciou vlnovej funkcie v ¢asti ( a).

Pomécka: uvazujte pdsobenie uz zarotovaného &' na lubovolni vinovi funkciu x(r, 0, @)
a tito vlnovi funkciu v zdvere "zakryte". Tak urcite 2’ vo vieobecnosti pomocou kom-
ponent operdtora 7 pred rotdciou. [2 body]

6. rotacny operdtor v spinorovej reprezentdcii
Je pozoruhodné, 7ze v spinorovej reprezentécii vieme presne vypocitat maticu repre-



zentujiicu rotacny operator Uz(a), a to vdaka vlastnosti Pauliho matic 02 = 1 (jed-
notkova 2x2 matica) pre i = x, y, z, resp. 0,0; = 0;; + i€;jx0%. Tento druhy vztah sa
odvodi scitanim komutdtora a antikomutdtora dvoch Pauliho matic. Pri d;; sa auto-
maticky predpokladd ndsobenie jednotkovou 2x2 maticou.

(a) V spinorovej reprezentacii rozviiite maticu Uz(a) do Taylorovho radu. Ukazte, ze
ho moZno scitat a vysledok je Uyz(a) = cos § —ifi- & sin §, kde prvy ¢len automaticky
predpokladame nasobeny s jednotkovou 2x2 maticou.

(b) Comu sa rovna matica U, («)?

(¢) Comu sa rovna matica U.(5)7

(d) Do akého spinoru zarotuje spinor "hore" vodi osi x, ak rotujeme okolo osi z o

uhol 90°7 Déava vysledok zmysel?

(e) Do akého spinoru zarotuje spinor "hore" voéi osi =, ak rotujeme okolo osi z o
uhol 180°7 Déva vysledok zmysel?

(f) Do akého spinoru zarotuje spinor "hore" voéi osi z, ak rotujeme okolo osi z o
Tubovolny uhol? Dava vysledok zmysel?

(9) Do akého spinoru zarotuje spinor "hore" voéi osi y, ak rotujeme okolo osi = o
uhol 90°7 Dava vysledok zmysel?

(h) Do akého spinoru zarotuje spinor "hore" voéi osi x, ak rotujeme okolo osi z o
uhol 360° 7 Déava vysledok zmysel? Pomadcka: Nie, tu nasej intuicit opacné znamienko
zmysel neddva, v beZnom Zivote ocakdvame zhodu po rotdcii o 360°. Extra minus do-
stavame pri kazZdej rotdcii fermionu o 360° . Pri bozdnoch je plus znamienko. Anyway,
ide o nefyzikdlnu celkovi fdzu. [8 bodov]

7. matice J,, Jy, J. pre spin 1

Na prednaske sme v rychlosti vysvetlili, ako odvodit matice reprezentujice jr, jy aJ,
v Tubovolnej ireducibilnej reprezentécii (irrep). Odvod'te tieto matice pre irrep j = 1.
Ukézte, 7e spliiaji komuta¢ny vztah [J,, J,] = iJ., pripadne na zdklade osobného
nadSenia dobrovolne overte aj d'alsie komutacné vztahy.

Vypoditajte maticu J? a okomentujte, ¢i vychadza to, o ma vyjst a ¢ naozaj tato
matica komutuje s kazdym J;, i =z, y, 2. [2 body]

8. skladanie momentov hybnosti

Na prednaske sme predviedli skladanie dvoch spinov % a potom dvoch spinov 1. Tu
teraz predvedte skladanie j; =1 a j, = % Urcte najprv aké irreps sa nachadzaji v
tenzorovom sucine 1 ® % a ¢i sa Vam pritom zachovéava pocet stupiiov volnosti. Po-

tom zacnite stavom s "najvysou vahou" [23) =|11)|] 1) a pokracujte znizovanim

2 2
pomocou operatora J_ = Ji_ + Jo_.

Okomentujte, ¢i dostéavate zhodu so vztahmi pouzitymi pri analyze Zeemanovho javu
v prvej polovici tohto semestra. Kazelne sme vtedy bez odvodenia vycarovali netri-

vidlne rozklady stavov |3 1), |1 1) |21y a 1D, [3 body]



9. skladanie dvoch momentov hybnosti, vijznam CG koeficientov
Na prednaske sme pri skladani dvoch spinov j; =1 a j» = 1 odvodili
120) = Y11y +

)[10) + )1 —1).

2o 2 1o L
V6 V6 V6
Uvazujme skutoc¢ne existujticu casticu K*~, tzv. K-star mezo6n, viazanu k atomovému
jadru so spinom nula, napr. jadru hélia. K*~ je nestabilny a vystupuje tu len preto,
7e ma spin 1. Vdaka zdpornému naboju sa moze naviazat na kladne nabité jadro. Je
to sice iba na chvilu, kym sa K*~ nerozpadne, ale povedzme, Ze je to pre experiment
dostatocne dlho, aby boli takéto atémy premerané podobne, ako bol premerany atém
vodika.

V uvazovanom atome mé K*~ mezon podobné viazané stavy, ako elektron vo vodiku,
vlastne v héliu. Tu je podstatné len to, ze moze byt v stave s orbitdlnym momentom
hybnosti danym kvantovym ¢islom ¢ = 1.

UvaZzovany (mimochodom ionizovany) héliovy atom s K*~ mezénom namiesto elek-
tronu potom predstavuje realisticky model skladania dvoch momentov hybnosti, kazdy
rovny 1. Jeden od spinu a jeden od orbitalneho pohybu K*~ mezonu.

(a) Ak sme atomu odmerali celkovy moment hybnosti J = 2 a jeho z-ovy priemet
M = 0, s akou pravdepodobnostou nameriame nasledne priemet spinu K*~ na os z
rovny nule? A s akou pravdepodobnostou da toto meranie hodnoty +hA a —h?

(b) Ak sme atému odmerali celkovy moment hybnosti J = 1 (a nie 2 ako v predchadza-
jucej otazke) a jeho z-ovy priemet opét meriame M = 0, s akou pravdepodobnostou
teraz nameriame priemet spinu K*~ na os z rovny nule? A s akou pravdepodobnostou
d4 teraz toto meranie hodnoty +h a —h? [3 body]

10. bonus priklad: vektorovy stucin

V tenzorovom sucine 7j; ® jo, kde bolo j; = 1 a j, = 1, sme na prednéiske nasli
ireducibilné reprezentacie s J = 2, J = 1 a J = 0. Ukazali sme, ze pre J = 0
naozaj dostavame superpoziciu stavov, ktora ma v pripade dvoch vektorovych poli
rovnaku Struktiru (az na celkovit konstantu) ako skalarny sucin z1xs + Y12 + 2122
Téato struktira sa zjavne nemeni pri rotaciach, ako sa nemeni ani stav |.J M) = [00).
Na poc¢udovanie je to v zhode s tym, ze jeden z Clebsch-Gordanovych koeficientov v
rozklade |00) je zaporny a dva st kladné.

Analogicky ukazte, ze pre J = 1 méame naozaj superpozicie stavov, ktoré sa pri
rotaciach transformuji rovnako ako komponenty vektorového sucinu, teda tmerne
(Y122 — 2192, 21%2 — T122, T1Y2 — Y122). [2 body]

11. bonus priklad: skladanie dvoch spinov
Ukazte, Ze vo vSeobecnosti je pri rozklade tenzorového stcinu j; ® jo = j1 + Jo &P
J1i+je—1& ... & |j1 — jo| zachovany pocet stupiov volnosti. [2 body]



