
Príklady na domácu úlohu z kvantovej teórie

Sada £.3

Rie²enia, prosím, odovzdajte do za£iatku predná²ky 29.10.2026. Ak ich odovzdáte uº na predná²ke

27.10., opravíme ich do písomky.

1. £astica na úse£ke
Klasickú limitu dostávame z kvantového opisu pomocou superpozície susedných stacionárnych sta-
vov s ve©kými kvantovými £íslami.

(a) Gra�cky zobrazte (napr. pomocou AI chatbotu) priebeh vlnovej funkcie Ψ(x) = A
∑110

n=90Ψn(x)
pre x ∈ ⟨0, L⟩.
Ψn(x) ozna£uje vlnovú funkciu stacionárneho stavu. Normovanie je tu ved©aj²ie, pre jednoduchos´

nech A =
√

L
2
, £iºe sa budú s£itova´ iba sínusy. Hodnotu L nastavte £o najvýhodnej²ie, napr.

L = π, na jednotkách d¨ºky tu nezáleºí. Takºe argumenty sínusov budú iba nx. Ak odovzdávate
písomné rie²enie, vo©ne okopírujte tvar Ψ(x) z displeja / monitoru.

(b) Podobne zobrazte (na£rtnite) |Ψ(x)|2 .
(c) Nakoniec zobrazte (na£rtnite) |Ψ(x, t)|2 pre (i) t = 5 a (ii) t = 10 v jednotkách ℏ/E1. Treba
teda do kaºdého £lena v sume doda´ komplexný faktor e−iEnt/ℏ, v uvedených jednotkách to je
zjednodu²ené na faktor e−in2t.

(d) Okomentujte, £i pri presune £astice medzi £asmi t = 0, t = 5 a t = 10 sa táto £astica pohybuje
rovnomerne alebo skôr harmonicky.
U klasického harmonického pohybu je poloha guli£ky na pruºine cos(ωt). Na krajoch taká guli£ka
mení polohu pomaly a v strede intervalu ju mení rýchlo. Pre obrázky z £astí (b) a (c) by harmonický
pohyb odpovedal malej vzdialenosti medzi polohami £astice v £ase t = 0 a t = 5 a potom ve©kej
vzdialenosti k polohe v £ase t = 10. Pozorujete to vo Va²ej odpovedi?
Otázka je dôleºitá preto, ºe pre klasickú £asticu viazanú na úse£ke je pohyb (medzi krajmi) rovno-
merný. Ak £astica nenarazí na kraj, jej poloha sa za £as od t = 0 do t = 5 zmení rovnako ako od
t = 5 do t = 10. To je v spore s pohybom strednej hodnoty polohy £astice pre superpozíciu dvoch

kvantových stacionárnych stavov, ktorý je harmonický. Bolo to na cviku pre Ψ1 a Ψ2, ale rovnaký
jav by vy²iel pre kaºdé dva stacionárne stavy. Vyvstáva otázka, £i z kvantového opisu naozaj vy-
chádza v klasickej limite (£iºe pre superpozíciu ve©mi ve©a susedných stacionárnych stavov s ve©kými
kvantovými £íslami) pohyb strednej hodnoty v zhode s klasickým pohybom guli£ky. Pozorujete vo
Va²ej odpovedi blízkos´ ku klasickej limite? [3 body]

2. nadväzuje na predchádzajúci príklad
Opä´ - pre jednoduchos´ - uvaºujme úse£ku d¨ºky L = π. Na£rtnite vlnovú funkciu a ur£te z ná£rtku,
kde sa (v termínoch klasickej limity) nachádza £astica, ktorej kvantový stav je popísaný vlnovou
funkciou Ψ(x) = A [Ψ91(x) − Ψ93(x) + Ψ95(x) − Ψ97(x) + . . . − Ψ109(x)] , kde A je normovacia
kon²tanta, na ktorej tu nezáleºí.

Odpovedá tu kvantový £asový vývoj klasickej limite pre guli£ku? [2 body]

3.= A10. Zbierka, str.17 tla£ená verzia a str.15 pdf. �astica na úse£ke.
Aproximujte π elektróny v molekule hexatriénu ²iestimi neinteragujúcimi elektrónmi viazanými na
úse£ku d¨ºky L .

Ur£te rozdiel medzi energiou základného a prvého excitovaného stavu takejto sústavy. Poznámky:
L = N × ∆ℓ , kde N = 6 je po£et elektrónov a ∆ℓ = 0.289/2 = 0.1445 nm je stredná vzdialenos´



medzi atómami uhlíka. Zarátané tu je vy£nievanie elektrónového oblaku z uhlíkového re´azca o d¨ºku
∆ℓ/2 na kaºdú stranu. Molekulu hexatriénu si tu moºno predstavi´ ako ²es´ osmi£iek ved©a seba,
kde sa dve susedné osmi£ky dotýkajú, aº mierne prekrývajú. V uzle kaºdej osmi£ky je uhlík. Hustota
pravdepodobnosti výskytu π elektrónov má tvar tých osmi£iek. Prekryvy osmi£iek umoº¬ujú pohyb
π elektrónov naprie£ osmi£kami mimo uhlíkového re´azca, paralelne s ním. Vy²²ie prikladám hrubý
ná£rtok osobitne sigma elektrónov a osobitne pí elektrónov v uhlíkovom re´azci.

V akej £asti el-mag spektra sú fotóny z takýchto prechodov? Porovnajte s experimentálnym údajom
uvedeným v texte v Zbierke.
Je hexatrién vhodný ako farbivo? (T.j. odpovedá prechod pohlcovaniu elmag ºiarenia z vidite©ného
spektra?)
Aká podobná lineárna molekula: dlh²ia (viac atómov C) £i krat²ia (menej atómov C), by mohla by´
vhodná ako farbivo v¤aka ²tudovanému prechodu? [2 body]

4. Zbierka, príklad A1., str.44 (tla£ená verzia) a str.33 (pdf).
�astica je na úse£ke ⟨0, L⟩ v stave s vlnovou funciou Ψ(x) = Ax(L− x).

(a) Na£rtnite vlnovú funkciu £astice.
Na£rtnite hustotu pravdepodobnosti výskytu tejto £astice na úse£ke.
Bez po£ítania ur£te strednú hodnotu merania polohy £astice.

(b) Vypo£ítajte normovaciu kon²tantu A.
Odporú£ame pritom poloºi´ L = 1 a vyuºi´ beta funkciu

∫ 1

0
= tM(1−t)Ndt = M !N !

(M+N+1)!
pre prirodzené

M a N . Do výsledku dodajte správnu mocninu L.

(c) Vypo£ítajte pravdepodobnos´ P (E1) namera´ £astici v stave Ψ energiu základného stavu E1.
Pomôcka: treba k tomu vypo£íta´ koe�cient c1 v rozvoji Ψ(x) =

∑∞
n=1 cnΨn(x). Ur£íme ho v¤aka

ortogonalite funkcií Ψn(x) dokazovanej v minulej dú.

(d) �o sa dá bez po£ítania poveda´ o P (E2) ?

(e) �o sa dá bez po£ítania poveda´ o P (E3) ?

(f) Ako súvisí Vá² výsledok pre P (E1) s tvarom funkcie Ψ(x) vo£i tvaru Ψ1(x)? [2 body]

5. vo©ná £astica
Vo©ná £astica je v stave popísanom vlnovou funkciou Ψ(x) = 1

2
ei4qx/ℏ√

2π
+ 1+i

2
ei6qx/ℏ√

2π
+ 1

2
ei8qx/ℏ√

2π
, kde

q > 0 je �xovaný parameter s rozmerom hybnosti .

(a) S akou pravdepodobnos´ou aké hybnosti nameriame tejto £astici?
A máme to vôbec správne normované?

Aká bude stredná hodnota po mnohých meraniach hybnosti na takýchto identicky pripravených



£asticiach? Vedeli by ste to predpoveda´ prakticky ihne¤, bez po£ítania?

Viete si takisto bez po£ítania tipnú´ vopred strednú kvadratickú odchýlku z týchto meraní? Ur£te
ju aj výpo£tom.

(b) Odpovedzte rovnaké otázky pre energiu meranú na tom istom stave Ψ. Aké hodnoty energie
s akou prqvdepodobnos´ou nameriame, aká bude stredná hodnota týchto meraní a k nej stredná
kvadratická odchýlka. [2 body]

6. vlnové rie²enia
(a) Ur£te smer fázovej rýchlosti vlny Ψk(x, t) = Aei(kx−ωt).
Zdôvodnite / vysvetlite svoju odpove¤.
Aký tvar má vlnoplocha? Kde sa nachádza vo£i osi x ?

(b) Ur£te smer fázovej rýchlosti vlny Ψk⃗(r⃗, t) = Aei(k⃗·r⃗−ωt) = Aei(kxx+kyy+kzz−ωt).
Zdôvodnite / vysvetlite svoju odpove¤.
Aký tvar má vlnoplocha? Umiestnite ju do priestoru.

(c) Ur£te smer fázovej rýchlosti vlny Φk(x, t) = Aei(kx+ωt), pre kladné znamienko v exponente.
Zdôvodnite / vysvetlite svoju odpove¤.
Aký tvar má vlnoplocha? Kde sa nachádza vo£i osi x ?

(d) Uvaºujme vlnu Ψk⃗(r⃗, t) = Aei(kr−ωt), ktorá závisí iba od ve©kosti |⃗k| = k , resp. |r⃗| = r , a nie
od uhlov.
Aký tvar má vlnoplocha?
Zdôvodnite / vysvetlite svoju odpove¤ a ur£te, kam vlna smeruje.

(e) �o podobne vieme prehlási´ o vlne Ψk⃗(r⃗, t) = Aei(kr+ωt)? Ako sa lí²ia odpovede od Ψ v £asti
(d) a pre£o? [2 body]

7. Diracova delta funkcia
Vypo£ítajte integrály
(i)

∫ 2

−2
(x2 + 1) δ(x− 1) dx, (ii)

∫ 2π

0
sin θ δ(θ − π) dθ, (iii)

∫∞
0

e−x2
δ(x+ 1) dx,

(iv)
∫ 2

−2
(x2+4x+1) δ(3x) dx, (v)

∫ 1

−1
(16x2+3) δ(4x+1) dx, (vi)

∫ 9

1
dx

∫∞
−∞ dy (x+y) δ(x−y) ,

(vii)
∫ 9

1
dx

∫ 9

1
dy (x+ y) δ(x− y) , (viii)

∫ 2

1
dx

∫ 9

1
dy (x+ y) δ(x− y) ,

(ix)
∫ 2

−2
(x+ 1) δ(x2 − 1) dx. [2 body]

8. vo©ná £astica - ²írenie gaussovského vlnového balíka
Na predná²ke sme odvodili vlnovú funkciu stavu vo©nej £astice s gaussovsky rozdelenými hybnos´ami
(bol to vlnový balík £.5, so strednou hodnotou hybnosti ℏk0 a strednou kvadratickou odchýlkou
ℏ∆k). Výpo£et Ψ(x, t) sme urobili najprv pre £as t = 0, potom aj pre t > 0. Namiesto p bolo k.

(a) Pripome¬te si záver odvodenia výrazu pre |Ψ(x, t)|2 pre t > 0 a ur£te, £omu pre t > 0
vychádza rovná stredná kvadratická odchýlka polohy. Je moºné, ºe na tabuli sa tu chybne zabudlo
v druhom £lene násobi´ ²tvorkou. Overte.

(b) Podrobnej²ou analýzou výrazu pre ∆x(t) vidíme, ºe druhý £len je pre malé £asy zanedbate©ný, a
naopak, pre ve©mi ve©ké £asy je dominantný. V akom £ase, pribliºne, sa tieto dva reºimy vystriedajú?
Ozna£me ho ako tR. Je to teda pribliºne, rádovo, £as, kedy sú dva £leny v ∆x(t) rovnaké.

(c) Na£rtnite hustotu pravdepodobnosti výskytu £astice |Ψ(x, t)|2 v samostatných ná£rtkoch pre
rôzne £asy. Prvý ná£rtok nech je v £ase t1 = 0. Druhý v £ase t2, kde 0 < t2 ≪ tR. Tretí ná£rtok v £ase
t3, kde uº t3 > tR. Nakoniec ²tvrtý ná£rtok pre t4 > t3. Dajte si záleºa´ na detailoch ná£rtku: vý²ke
a ²írke hustoty pravdepodobnosti výskytu £astice. Pamätajte, ºe v kaºdom £ase má by´ normovaná



na jednotkovú pravdepodobnos´ výskytu na celej reálnej osi. [3 body]

9. vo©ná £astica - ²írenie gaussovského vlnového balíka
Uvaºujme tú istú £asticu popísanú tým istým gaussovským vlnovým balíkom ako v príklade 8.
Ur£te, ako sa v £ase vyvíja (ak vôbec) rozdelenie hybnosti £astice. Svoje tvrdenie detailne vysvetlite,
neodôvodnené odpovede body nezískajú. [2 body]

10. vo©ná £astica - jednoduchá superpozícia
Uvaºujme vo©nú £asticu v kvantovom stave popísanom vlnovou funkciou Ψ(x) = 1√

10
eiqx/ℏ√

L
+

3√
10

e−iqx/ℏ
√
L

, kde q > 0 je �xovaný parameter s rozmerom hybnosti vyhovujúci periodickým okra-
jovým podmienkam.

(a) S akou pravdepodobnos´ou aké hybnosti nameriame tejto £astici?

(b) S akou pravdepodobnos´ou aké energie nameriame tejto £astici?

(c) Zadanú vlnovú funkciu moºno chápa´ ako Ψ(x, t = 0). Aká je vlnová funkcia £astice v stave
t > 0 ?
Je alebo nie je £astica v stacionárnom stave?

(d) Ako sa v neskor²om £ase zmenia odpovede na otázku (a)? [2 body]

11. vo©ná £astica
Navrhnite stav vo©nej £astice (normovanú vlnovú funkciu), ktorej sa budú mera´ iba tri rôzne
hodnoty hybnosti s pravdepodobnos´ami v pomere 1:2:3 a strednou hodnotou rovnou q. [2 body]

12. bonus príklad - vo©ná £astica v stave vlnového balíka
Pripome¬me, ºe vlnový balík je popísaný vlnovou funkciou Ψ(x) =

∫∞
−∞ ck Ψk(x, t) dk, kde ck je

komplexná funkcia. Taká, ºe |ck|2 je hustota pravdepodobnosti pri meraní hybnosti k, takºe integ-
rál

∫∞
−∞ |ck|2 dk je rovný 1. Naproti tomu Ψk(x, t) nie je normovaná na 1, ale na delta funkciu:∫∞

−∞ |Ψk(x, t)|2 dx je rovný nekone£nu pre Ψk(x, t) = ei(kx−ωt)/
√
2π.

Ukáºte, ºe napriek "zlému"normovaniu Ψk(x, t) balík Ψ(x) je správne normovaný na 1. [2 body]

13. bonus príklad - vo©ná £astica: e²te iný vlnový balík
Uvaºujme vlnový balík popísaný vlnovou funkciou Ψ(x). Ako ur£íme koe�cienty ck v rozvoji Ψ(x)
do vlnových funkcií stacionárnych stavov Ψk(x) ?
Vypo£ítajte ck pre balík Ψ(x) = A 1

x2+a2
, kde A je normovacia kon²tanta a a je parameter súvisiaci

so ²írkou balíka. Na£rtnite hustoty pravdepodobnosti |Ψ(x)|2 aj |ck|2. [2 body]

14. bonus príklad - nadväzuje na príklad 6.

Ako by vyzerala Ψ(r⃗, t), ktorej vlnoplochy by boli (nekone£ne dlhé) valce?
A elipsoidy? [2 body]


