Priklady na domacu tlohu z kvantovej teérie

Sada ¢.3

Riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku predndsky 29.10.2026. Ak ich odovzddte uZ na predndske

27.10., opravime ich do pisomky.

1. castica na usecke
Klasicku limitu dostavame z kvantového opisu pomocou superpozicie susednych stacionarnych sta-
vov s velkymi kvantovymi c¢islami.

(a) Graficky zobrazte (napr. pomocou Al chatbotu) priebeh vinovej funkcie W(z) = A 321 W, (z)
pre z € (0, L).
U, (z) oznacuje vinovi funkciu staciondrneho stavu. Normovanie je tu vedlajSie, pre jednoduchost

nech A = \/E cize sa budu scitoval iba sinusy. Hodnotu L nastavie co najvyhodnejsie, napr.

9
L = 7w, na jednotkdch diZky tu nezdlezi. TakZe argumenty sinusov budi iba nx. Ak odovzddvate
pisomné rieSenie, volne okopirugte tvar V(x) z displeja / monitoru.

(b) Podobne zobrazte (nacrtnite) |¥(z)|?.

(¢c) Nakoniec zobrazte (nacrtnite) |¥(z, ¢)|* pre (i) t =5 a (i) t = 10 v jednotkich h/FE;. Treba
teda do kazdého ¢lena v sume dodaf komplexny faktor e £t/ v uvedenych jednotkach to je
zjednodugené na faktor et

(d) Okomentujte, ¢i pri presune ¢astice medzi ¢asmi t =0, t = 5 a t = 10 sa tato castica pohybuje
rovnomerne alebo skor harmonicky.

U klasického harmonického pohybu je poloha gulicky na pruzine cos(wt). Na krajoch takd gulicka
ment polohu pomaly a v strede intervalu ju ment rgchlo. Pre obrdzky z casti (b) a (c¢) by harmonicky
pohyb odpovedal malej vzdialenosti medzi polohami castice v case t = 0 a t = 5 a potom wvelkej
vzdialenosti k polohe v ¢ase t = 10. Pozorujete to vo VasSej odpovedi?

Otdzka je dolezZita preto, Ze pre klasicki casticu viazand na usecke je pohyb (medzi kragmi) rovno-
merny. Ak castica nenarazi na kraj, jej poloha sa za cas odt =0 dot =5 zmeni rovnako ako od
t =5 dot =10. To je v spore s pohybom strednej hodnoty polohy castice pre superpoziciu dvoch
kvantowijch staciondrnych stavov, ktory je harmonicky. Bolo to na cviku pre Uy a Vo, ale rovnakij
jav by wvysiel pre kazZdé dva staciondrne stavy. Vyvstdva otdzka, ¢i z kvantového opisu naozaj vy-
chddza v klasickej limite (¢iZe pre superpoziciu velmi vela susedngch staciondrnych stavov s velkymi
kvantovgmi ¢islami) pohyb strednej hodnoty v zhode s klasickym pohybom gulicky. Pozorujete vo
Vasej odpovedi blizkost ku klasickej limite? [3 body]

2. nadvdzuje na predchddzajice priklad

Opiit - pre jednoduchost - uvazujme tsecku dlzky L = 7. Nacrtnite vinovi funkciu a uréte z nacrtku,
kde sa (v terminoch klasickej limity) nachadza Castica, ktorej kvantovy stav je popisany vinovou
funkciou ¥(z) = A[Wgi(z) — Vos(x) + Wos(x) — Wor(z) + ... — Uyg9(z)], kde A je normovacia
konStanta, na ktorej tu nezalezi.

Odpoveda tu kvantovy casovy vyvoj klasickej limite pre guli¢ku? [2 body]

3.= A10. Zbierka, str.17 tlacena verzia a str.15 pdf. Castica na usecke.
Aproximujte 7 elektrony v molekule hexatriénu Siestimi neinteragujicimi elektronmi viazanymi na
usecku dlzky L.

Urcte rozdiel medzi energiou zékladného a prvého excitovaného stavu takejto stustavy. Pozndmky:
L =N XxAl, kde N = 6 je pocet elektrénov a Al = 0.289/2 = 0.1445 nm je strednd vzdialenost



medzi atémami ublika. Zardtané tu je vyénievanie elektrdnového oblaku z uhlikového retazca o diZku
Al/2 na kazdu stranu. Molekulu hexatriénu si tu mozno predstavil ako Sest osmiciek vedla seba,
kde sa dve susedné osmicky dotykaji, azZ mierne prekrijvaju. V uzle kazZdej osmicky je uhlik. Hustota
pravdepodobnosti vijskytu w elektronov md tvar tijch osmaiciek. Prekryvy osmiciek umoZnuji pohyb
7 elektrénov naprie¢ osmickams mimo uhlikového retazca, paralelne s nim. Vyssie prikladam hruby
ndcrtok osobitne sigma elektronov a osobitne pi elektronov v uhlikovom retazca.

V akej ¢asti el-mag spektra st fotony z takychto prechodov? Porovnajte s experimentdlnym idajom
uvedenym v texte v Zbierke.
Je hexatrién vhodny ako farbivo? (T.j. odpoveda prechod pohlcovaniu elmag Ziarenia z viditelného

spektra?)
Aka podobné linearna molekula: dlhsia (viac atomov C) ¢ kratsia (menej atomov C), by mohla byt
vhodna ako farbivo vdaka $tudovanému prechodu? [2 body]

4. Zbierka, priklad A1., str.44 (tlacend verzia) a str.33 (pdf).
Castica je na tsecke (0, L) v stave s vlnovou funciou ¥(z) = Az (L — z).

(a) Nacrtnite vinovi funkciu Gastice.
Nacrtnite hustotu pravdepodobnosti vyskytu tejto ¢astice na tsecke.
Bez pocitania urc¢te stredni hodnotu merania polohy castice.

(b) Vypocitajte normovaciu konstantu A.
Odporicame pritom poloZit L = 1 a vyuZit beta funkciu fol =tM(1-t)Ndt = % pre prirodzené
M a N. Do vysledku dodajte spravnu mocninu L.

(c¢) Vypocitajte pravdepodobnost P(E;) namerat astici v stave ¥ energiu zékladného stavu Ej.
Pomécka: treba k tomu vypocitat koeficient ¢ v rozvoji W(z) = > 00 ¢,V (x). Urdime ho vdaka

ortogonalite funkcii W, (x) dokazovanej v minulej du. "

(d) Co sa da bez pocitania povedat o P(E,)?

(e) Co sa dé bez pocitania povedat o P(FEs)?

(f) Ako suvisi V4§ vysledok pre P(E;) s tvarom funkcie W(z) vodi tvaru Vy(z)? [2 body]

5. volnd castica
s .y . . . . 1 eidqz/h 1+i ei6qz/h 1 ei8qz/h
VoIn4 Castica je v stave popisanom vlnovou funkciou ¥(z) = 3 =t %5 %t kd

q > 0 je fixovany parameter s rozmerom hybnosti .

(a) S akou pravdepodobnostou aké hybnosti nameriame tejto Castici?
A mame to vObec spravne normované?

Aké& bude stredna hodnota po mnohych meraniach hybnosti na takychto identicky pripravenych



Casticiach? Vedeli by ste to predpovedat prakticky ihned, bez pocitania?

Viete si takisto bez pocitania tipniat vopred stredni kvadraticka odchylku z tychto merani? Urcte
ju aj vypoctom.
(b) Odpovedzte rovnaké otazky pre energiu merani na tom istom stave W. Aké hodnoty energie

s akou prqvdepodobnostou nameriame, aka bude stredn& hodnota tychto merani a k nej stredna
kvadraticka odchylka. [2 body]

6. vilnové riesenia

(a) Uréte smer fazovej rychlosti viny W (x, t) = Aeikz—wt),
Zdovodnite / vysvetlite svoju odpoved.

Aky tvar ma vinoplocha? Kde sa nachadza vodi osi x 7

(b) Urcte smer fazovej rychlosti viny Wi(7, t) = AeikT=wt) = fgilhsathyy+h:z—wt)
Zdovodnite / vysvetlite svoju odpoved.
Aky tvar ma vinoplocha? Umiestnite ju do priestoru.

(¢) Uréte smer fazovej rychlosti viny @y (z, t) = Ae!®®+) pre kladné znamienko v exponente.
Zdovodnite / vysvetlite svoju odpoved.
Aky tvar ma vinoplocha? Kde sa nachadza vodi osi x 7

(d) Uvazujme vlnu W(7, t) = Ae'hr==t) ktora zavisi iba od velkosti k| =k, resp. |Ff] =, a nie
od uhlov.

Aky tvar ma vinoplocha?

Zdovodnite / vysvetlite svoju odpoved a urcte, kam vlna smeruje.

(e) Co podobne vieme prehlasit o vine (7, t) = Ae!™ 1?7 Ako sa lisia odpovede od ¥ v casti
(d) a preco? [2 body]

7. Diracova delta funkcia

Vypocitajte integraly

@) [2(x2 + 1) 8(x — 1) de, (i) ["sinfd(0 —m)d, (iii) [;° e 6(x+1)dx,

) [*,(@* +4a+1)8(3x) dx,  (v) [1,(1622+3) 6(4x+1)dz, (vi) [ da [ dy(z+y)d(z—y),

(
(vii) [P dx [ dy(z+y)d(x—y), (viid) [(dz [} dy(z+y)d(z—y),
(ix) [%, (z+1) (22 — 1) da. [2 body]

8. volnd castica - Sirenie gaussovského vinového balika

Na prednéske sme odvodili vinovi funkciu stavu vol'nej ¢astice s gaussovsky rozdelenymi hybnostami

(bol to vlnovy balik ¢.5, so strednou hodnotou hybnosti hikq a strednou kvadratickou odchylkou

hAE). Vypocet W(z,t) sme urobili najprv pre ¢as t = 0, potom aj pre ¢t > 0. Namiesto p bolo k.
(a) Pripomeiite si zaver odvodenia vyrazu pre |¥(z,t)|? pre t > 0 a ur€te, comu pre ¢t > 0

vychadza rovné stredna kvadraticka odchylka polohy. Je mozné, Ze na tabuli sa tu chybne zabudlo

v druhom élene ndsobit stvorkou. Overte.

(b) Podrobnejsou analyzou vyrazu pre Az(t) vidime, Ze druhy ¢len je pre malé ¢asy zanedbatelny, a
naopak, pre velmi velké ¢asy je dominantny. V akom ¢ase, pribliZne, sa tieto dva rezimy vystriedaju?
Ozna¢me ho ako tg. Je to teda priblizne, radovo, ¢as, kedy st dva ¢leny v Az(t) rovnakeé.

(¢) Nacrtnite hustotu pravdepodobnosti vyskytu Castice |¥(x, t)|? v samostatnych nacrtkoch pre
rozne ¢asy. Prvy nac¢rtok nech je v ¢ase t; = 0. Druhy v Case ¢, kde 0 < {5 < tp. Treti nacrtok v case
t3, kde uz t3 > tg. Nakoniec $tvrty nacrtok pre t4 > t3. Dajte si zalezat na detailoch nacrtku: vyske
a Sirke hustoty pravdepodobnosti vyskytu ¢astice. Pamaétajte, Ze v kazdom ¢ase méa byt normovana



na jednotkovi pravdepodobnost vyskytu na celej realnej osi. [3 body]

9. volnd castica - Sirenie gaussovského vinového balika

Uvazujme t0 istt casticu popisant tym istym gaussovskym vlnovym balikom ako v priklade 8.
Ur¢te, ako sa v ¢ase vyvija (ak vobec) rozdelenie hybnosti ¢astice. Svoje tvrdenie detailne vysvetlite,
neoddvodnené odpovede body neziskaju. [2 body]

10. volnd castica - jednoduchd superpozicia
7111 R4 3 z . iqz/h
Uvazujme volnu ¢asticu v kvantovom stave popisanom vlnovou funkciou W(z) = —117] € = +

\/ifo efj%/ﬁ, kde ¢ > 0 je fixovany parameter s rozmerom hybnosti vyhovujici periodickym okra-

jovym podmienkam.

(a) S akou pravdepodobnostou aké hybnosti nameriame tejto castici?
b) S akou pravdepodobnostou aké energie nameriame tejto c¢astici?
g )

(c) Zadant vlnovi funkciu mozno chapat ako W(z, ¢ = 0). Akd je vlnova funkcia ¢astice v stave
t>07
Je alebo nie je Castica v staciondrnom stave?

(d) Ako sa v neskorSom ¢ase zmenia odpovede na otazku (a)? [2 body]

11. wvolnd castica
Navrhnite stav volnej Castice (normovant vlnova funkciu), ktorej sa buda merat iba tri rézne
hodnoty hybnosti s pravdepodobnostami v pomere 1:2:3 a strednou hodnotou rovnou ¢. [2 body]

12. bonus priklad - volnd castica v stave vinového balika

Pripomenme, ze vinovy balik je popisany vinovou funkciou ¥(z) = f_oooo cx Vi (x, t) dk, kde ¢ je
komplexna funkcia. Takd, Ze |cx|? je hustota pravdepodobnosti pri merani hybnosti k, takZe integ-
ral [7_|cx|* dk je rovny 1. Naproti tomu Wy(x, t) nie je normovana na 1, ale na delta funkciu:
[ [Wk(z, t)]* da je rovny nekoneénu pre Wy(z,t) = e'he=+t) /\/27.

Ukazte, ze napriek "zlému"normovaniu W (z,t) balik W(z) je spravne normovany na 1.  [2 body]

13. bonus priklad - volnd castica: eSte inyj vinovy balik

Uvazujme vlnovy balik popisany vinovou funkciou ¥(x). Ako ur¢ime koeficienty ¢ v rozvoji ¥(x)
do vlnovych funkcif stacionarnych stavov Wy (z)?

Vypocitajte ¢x pre balik W(x) = A ﬁ, kde A je normovacia konStanta a a je parameter stvisiaci
so irkou balika. Nacrtnite hustoty pravdepodobnosti |¥(z)|? aj |cx|*. [2 body]

14. bonus priklad - nadvizuje na priklad 6.
Ako by vyzerala W(7, t), ktorej vinoplochy by boli (nekoneéne dlhé) valce?
A elipsoidy? [2 body]



