Priklady na domacu tlohu z kvantovej teérie

Sada ¢.4

Riesenia, prosim, odovzdajte do zaciatku cvicenia 6.11.2026.

1. nadvizuje na priklad 8. z dud o Sireni volnej castice popisanej gaussovskijm balikom

Na prednaske sme odvodili, Ze pre gaussovsky rozdeleni hybnost dostavame gaussovsky balik v
priestore. Jeho stredna hodnota je v,t, kde v, = d”d(:()) aw=hk?/(2m).

Jeho &irka (stredna kvadraticka odchylka) v priestore je odmocnina z vyrazu Az(0)? + 0%t2, kde
Ax(0) = ﬁ je sirka priestorového balika v pociato¢nom ¢ase t = 0, a © = (hAk)/m je rychlost
s akou 8irka balika narasta. Pre malé ¢asy je Sirka zjavne takmer konstanta Axz(0). Jej zvi¢Sovanie

sa prejavi az v Case tg, ked su oba ¢leny radovo rovnako velké.

(a) Urcte tg pre elektron s Apc ~ 1meV (milielektronvolt). Predpokladajme, ze elektron je v case
t = 0 emitovany do volného priestoru bez poli (napr. bez elektrického pola) a jeho stav je popisany
vinovou funkciou v tvare gaussa, vid vyssie.

(b) K odhadu jeho rychlosti predpokladajme, Ze pri emisii dostane elektron kinetickd energiu 1eV.
Akt vzdialenost preleti predtym, neZ sa za¢ne rozplyvat podla zakonov kvantovej mechaniky? Mne
vyslo 600m. PouZil som h=4-10"%eVs. [2 body]

2. vypocet strednej hodnoty zo vztahu A = i U+ A

Uvazujte casticu na tsecke v stave popisanom vlnovou funkciou W(z) = 4/332(L — ). V minulosti

sme nasli pravdepodobnosti P(F, ) namerat v tomto stave energiu F,,, netreba ich tu po¢itat. St aj v
Zbierke, str.46 tlacend verzia a 34 v pdf. Ukéazte, Ze predpoved pre strednit hodnotu merania energie
v tomto stave E = >  E, P(E,) dostaneme rovnako (a ovela pohodlnejsie), ak ju poc¢itame zo

vzfahu F = fOL U(z)* ﬁ\Il(:c) dz. Teda vypocitajte E oboma spésobmi a okomentujte zhodu.
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Nekonecngj rad mozno spocital’ pomocou zndmej zeta funkcie ((4) = §5.
Pripomeiime, 7e v uvedenom stave je P(FE;) = 0.999. Porovnajte preto vypoéditani E s E; a

okomentujte. [2 body]

3. zdkladny stav elektronu v atome vodika

Vlnova funkcia elektréonu v zdkladnom stave atému vodika bola uvedena uz v minulosti: Wygo(7) =
Ae /98 kde A = 1/4/ma% je normovacia konstanta, ktord v tejto otézke nie je dolezita, a indexy
100 st kvantové ¢isla n, £, m, ktoré budu zavedené neskor a tu takisto nie st dolezité. ap = h/(mea)
je Bohrov polomer.

(a) Dokazte priamym vypoctom, ze Wigo(7) (ktora zatial iba spadla z neba) skuto¢ne opisuje sta-
cionarny stav a vyhovuje bezc¢asovej SchR pre £ = E; = —13.6¢eV. Alebo inak: dokazte, ze Wygo(7)
je vlastnou funkciou hamiltonianu (s Coulombovskym potencidlom od protéonu) s odpovedajicou
vlastnou hodnotou FEj.

Ndavod: laplasidn vystupujict v H vyjadrite vo sférickjch premennyjch. Derivdcie podla uhlov ndm
netreba, kedse W1go(7) od uhlov nezdvisi. Stdle zostdva zdlhavy vijpocet. Nastastie vieme, ¢o md vijjst.

(b) V Casti (a) moze pomoct séria vztahov pre energiu zakladného stavu E;. Tato je —smec’a® =

_ahc _ _m(e2/(47r50))2
2(13 - 277/2 . . . .
Dokazte, ze naozaj platia uvedené rovnosti. [2 body]

4. zdkladny stav elektronu v atome vodika - princip neurcitosts
Priklad nadvizuje na priklad 5. v du2, osobitne je tam uzitoéné cast (d).



(a) Vypocitajte stredni kvadraticki odchylku Az merania polohy elektronu (priemetu na os ).
Pomécka k vipoctu x2: vzhladom na symetmu tulohy staci vo sfemckych suradniciach vypocitat r? a
potom delit tromi, nakolko 12 = 22 +y? + 22 = 22 + 42 + 22 a 22 = 2 = 22

(b) Vypocitajte stredni kvadratickt odchylku Ap, merania hybnosti elektréonu (priemetu na os x)
Pomécka k vijpoctu p - s vyuZitim_symetrie tlohy staci vo sférickych suradniciach vypocitat p* a
delit tromi, nakolko p* = p3 + p2 + p2 a p: = p; = p3.

(c) Pomocou vypoéitanych Ax a Ap, overte, ze (¢i) plati princip neuritosti. [2 body]

5. definicia hermitovosti

Na prednégke sme zadefinovali hermitovost operdtora A pomocou rovnosti i P*AV = i (AD)* W
platnej pre Tubovolné dve kvadraticky integrovatelné funkcie ®, .

Mohlo by sa zdat, Ze tato definicia je viac vSeobecné, ako keby sme definovali hermitovost A pomo-
cou rovnosti f U AP = f(A\If)*\II, v ktorej vystupuje len jedna funkcia W. Toto v8ak nie je pravda.
Naga definicia je ekvivalentna definicii [ U*A¥ = [(AV)*¥ s jedinou funkciou (kvadraticky in-
tegrovatelnou ¥(z)). Dokazte toto tvrdenie.

Treba dokdzat, Ze jedna definicia implikuje druhi a naopak. Pozrite k tomu Zelenid knithu na str.99
- tlacend verzia, resp. 67 v pdf. [2 body]

6. hermitovsky operdtor

Urcte, ¢i st hermitovské nasledujiice operatory:

(a) operatory tretej a Stvrtej derivacie (pozn: na predndske bolo, Ze O, nie je hermitovsky a 0 uZ
je),

(b) operator p2 (pozn: na predndske bolo, Ze p, je hermitovsksf),

(¢) hamiltonian pre voInit Casticu v troch rozmeroch,

(d) operator momentu hybnosti L, (jeho z-ové zlozka) L, = Zp, — Up,

(e) operator Q, ktory posobi tak, ze QU (z) = |¥(z)|?,

(f) operator posunutia T, o kongtantu a, ktory posobi tak, ze T,¥(z) = ¥(z — a). [2 body]

7. komutdtory o
(a) Zjednoduste komutator [A, BC] na vyraz, v ktorom buda uz len jednoduché komutatory.
(Navod: pouzite identitu ABC-BCA=ABC-BAC-+BAC-BCA).

(b) Pouzite vysledok z ¢asti (a) na vypocet komutatorov [2%, p| a [, p?] pomocou znameho vysledku
pre komutator [z, p]. [2 body]

8. L, vo sférickijch suradniciach

Dokéazte, ze vo sférickych suradniciach plati L, =1
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Ndvod: kedZe vieme vyjadrenie pre L, v kartézskych suradniciach, teda vieme, ¢o md vyjst na lavej
strane, mozZeme zacat pravou stranou posobiacou na funkciu V(z, y, z), kde kartézske siradnice z,
Y, 2z chapeme ako zdvislé zloZené funkcie troch nezdvislyjch sférickyjch premenngch. [2 body]

9. komutdtory [Li;, Lj]
Vypoéitajte komutator [L,, L,| a vysledok vyjadrite pomocou L. Analogicky, teraz uz bez pocita-
nia vyuzitim cyklickej zdmeny urcte, ¢omu st rovné [L,, L,] a [L,, L,]. [2 body]

10. komutdtory [L;, L?]
V priklade 7. ste ukazali zjednodusenie komutétora [A, BC|. Vyuzite tento trik na vypocet [L,, L?],



kde L2 je sucet kvadratov zloziek L.

~

S vyuzitim cyklickej zdmeny ur¢te bez pocitania, comu st rovné [L,, iz] a [[:z, [:2] [2 body]

11. bonus priklad - hermitovské operdtory

Nech A a B st hermitovské operatory, ktoré vo vSeobecnosti nekomutuja, t.j. zalezi na ich poradi.
Rozhodnite, ¢i st hermitovské aj nasledujtice operatory:

(a) operator C' = A + B (sudet operatorov),

(b) operator C'= AB (sudin operatorov),

(¢) operator C'= AB+ B A (antikomutator herm. operatorov),

(d) operator C'= AB — BA (komutétor herm. operatorov),

(e) operator C' = A? (druha mocnina hermitovského operatora),

(f) operator C' = A" (n-t4 mocnina hermitovského operéatora). [2 body]



