Priklady na domacu tlohu z kvantovej teérie

Sada ¢.5
Riesenia, prosim, odovzdajte do poludnia 16.11.2026.

1. parita gaussovského balika

Parita ako fyzikdlna velicina je cudzia nasej intuicii, lebo ju definujeme pomocou operdtora parity
posobiaceho na vinovi funkciu. V makrosvete nemdme vinové funkcie na popis stavu sustavy, ani
meracie pristroje, ktoré by ju merali napr. gulicke gilajicej sa po stole. V kvantovom svele je viak
parita velmi uZitoénd. Jej zdkladné vlastnosti boli zhrnuté v priklade 8. cvika06.

Tu uvazujme volnu ¢asticu opisovant gaussovskym vlnovym balikom v ¢ase ¢t = 0 v jednom rozmere.
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rozdelenie hybnosti so strednou hodnotou ky a strednou kvadratickou odchylkou Ak. Superpozicia
rovinnych vin Uy (z) s uvedenou vahou ¢, vedie na vlnovy balik odvodeny na prednaske W(z) =
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V tomto priklade tomuto gaussovskom baliku meriame paritu P, vzdy pre ¢ = 0.

(a) Najprv uvazujme pripad stojaceho balika s ko = 0. Ak je predpoved pre stredni hodnotu Pz
formalizmu kvantovej mechaniky P = % WU(z)* P ¥(z)dx?
Déava odpoved zmysel? Comu je rovna stredna kvadratickd odchylka AP ?

(b) Uvazujme teraz beziaci balik (stale iba v ¢ase t = 0), teda pre ko > 0. Vypocitajte P. Budeme
nadalej pokazdé merat paritu balika rovnu tej istej vlastnej hodnote?

(c) Ukaizte, 7e pre kg > 0 je AP = /1 — e~ka/(Ak)*

Davaju zmysel limitné pripady velmi Sirokého a vel'mi tzkeho balika? [3 body]

2. komutujice operdtory
(a) NapiSte znenie vety o vlastnych funkciach komutujucich operatorov.

(b) Je to ndhoda, ze vlnové funkcie stacionarnych stavov ¢astice na tusecke boli vzdy bud parne alebo
neparne voci stredu usecky? Alebo to jednozna¢ne vyplyva z vlastnosti hamiltonidnu a operatora
parity na usec¢ke? Svoju odpoved vysvetlite. Navod: priklad 6. cvika06. [2 body]

3. komutujice operdtory

Uvazujte elektron v atome vodika. Napiste Hal,vo sférickych staradniciach. Overte, Ze komutuju.
(Mzmochodom je to jednoduchsie overit' vo sférickych alebo v kartézskych sumdmczachg)

Co vyplyva pre ich vlastné funkecie z rovnosti HL, = L. H , teda zo vatahu [H, L.] =07

Co 7 toho vyplyva pre neurcitost AL, pri merani L, elektronu v zakladnom stave?

Zmeni meranie L, vlnovi funkciu, a teda stav elektronu (ktory je pred meranim L, v zakladnom
stave)?

Overte na vinovej funkcii zakladného stavu, ze je zaroven vlastnou funkciou L,. Ak hodnotu
orbitdlneho momentu hybnosti L, meriame elektréonu v tomto stave?

Pozndmka: Zovseobecnenie aj na excitované stavy st vyZaduje opatrnost. Pre excitované stavy mame
degenerdciu hladin. Na zdklade predndsky treba pre degenerovani energeticki hladinu E, vyberat
spravne linedrne kombindcie odpovedajicich vlastngch funkcii H, aby boli aj vlastnymi funkciams
L,a aby tak mali H a L, spolocné vlastné funkcie. Pre zdkladny stav to netreba robit, lebo zdkladnd
hladina pre elektron v atdme vodika nie je degenerovand - ignorujic spin elektronu. [2 body]



4. Schwarzova nerovnost a nekomutujice operdtory
(a) Aky vztah neurcitosti plati v fubovolnom stave W pre nekomutujice hermitovské operatory?

(b) Na prednaske sme pri dokaze tohto vztahu vysli zo Schwarzovej nerovnosti: pre lubovolné dve
komplexné kvadraticky integrovatelné funkcie f(x) a g(z), © € R, plati nerovnost

([1F@)) - ([lo@)P) = [ [ f2)* g(@)]"
Dokazte tito pomocni vetu.

Pomécka: vyjdite z nerovnosti [ |f + Ag|* > 0, ktord zjavne plati pre kazdé X € C. Osobitne najprv
dokdzte, zZe turdenie plati pre g(x) = 0, teda pre nulovi funkciu na celej redlnej osi. 'V druhom kroku
wvaZugte taki g(x), ktord uz nie je viade rovnd nule a teda mozno delit s integralom [ |g|*dx. Teraz

gikovne zvolte \=— ([ g* f) / ([ |9]?). [2 body]

5. nekomutugice operdtory
Vysvetlite, ¢i moze existovat kvantovy stav elektréonu, ktory je popisany takou vlnovou funkciou, ze
tato sa nebude menit pri striedavo sa opakujicich meraniach polohy a hybnosti elektrénu.

Tejto otdazke sa detailnejsie venuje priklad 7. cvika06. [2 body]

6. rozne vztahy neurcitosti pre rozne kvantové stavy systému

(a) Uvazujme merania velicin A a B, ktorym odpovedaji nekomutujiice operatory. Je mozné, aby
pre rozne kvantové stavy W toho istého systému platili rozne vztahy neurcitosti pre sucin AAAB?
Odpoved zdovodnite.

Ak Vdm pride tdto otdzka moc komplikovand, preskocte ju a k odpovedi sa vrdtte po zodpovedani
otdzok niZsie.
Mimochodom, ako vidy AAAB zistujeme z velkého poctu merani tak, Ze na jednom konkrétnom

systéme v stave U odmeriame A (alebo B) vZdy iba raz. Predpokladd sa, Ze mdme identickym spo-
sobom pripravené velké mnoZstvo takijchto systémov, vsetky v stave V.

(b) Nech A je poloha Castice a B jej parita. Vypocitajte komutator [&, P].

(c) Na zéklade vysledku ¢asti (b) v kombinécii s 4.(a) aky vztah neur¢itosti plati pre su¢in Az a
AP v nejakom (Tubovolnom) stave W ?

(d) Teraz konkretizujme stav . Uvazujme gaussovsky vlnovy balik z prikladu 1. popisujici volna
Casticu v ¢ase t = 0. Na zéklade 6.(c) vypocitajte, aky vztah neur¢itosti bude platit pre su¢in Az
a AP v stave odpovedajicom stojacemu baliku, ked kg =07

AP (aj Ax) uZ pozndme z prikladu 1. Dostdvame trividlny vztah neurcitosti, ktory nie je zaujimavy,
kedze je samozrejmyj.

(e) To isté, ako v Casti (d), ale pre ky > 0.

AP (aj Ax) opit pozndme z prikladu 1. Dostivame netrividlny vztah neurcitosti, dokonca na prvy
pohlad ani nie je jasné, ¢i nerovnost skutocne plati. [3 body]

7. bonus priklad - overenie platnosti vztahu neurcitosti pre polohu a paritu v stave gaussovského
balika
Dokéazte, 7ze naozaj plati nerovnost

L 1 — e—k2/(AK)? > ko e ko/2(Ak)?
20k = 2(Ak)?

obdrzané vo vysledku prikladu 6. (e). [2 body]



