
Príklady na cvi£enie z kvantovej teórie 1

1. základné pojmy
�o je základný stav kvantového systému?
�o sú excitované stavy (prvý, druhý, n-tý)?
�o je ionizovaný stav?
�o je viazaný stav?
�o je stacionárny stav?
Ak sa to dá, kaºdý z týchto pojmov prediskutujte pre atóm vodíka (£iºe pre elektrón v atóme vodíka)
a tieº pre £asticu na úse£ke.

2. základné pojmy - pokra£ovanie
Môºe ma´ elektrón energiu E > 0 v Coulombovskom poli od bodového nekone£ne ´aºkého protónu?
Je takáto sústava stále atómom vodíka (£iºe viazaným stavom elektrónu)?
Môºe izolovaná sústava dvoch elektrónov vytvori´ viazaný stav?
Môºe izolovaná sústava dvoch protónov vytvori´ viazaný stav?
Môºe izolovaná sústava, ktorá pozostáva z dvoch protónov a dvoch neutrónov vytvori´ viazaný stav?
�o by ste povedali na otázku, pre£o nie je v prírode atómové jadro s piatimi nukleónmi?
Môºe nejaká sústava dvoch nukleónov tvori´ viazaný stav?
(Nukleón je skrátené ozna£enie pre protón alebo neutrón, teda £astice jadra.)

3. £astica na úse£ke
Ozna£enia: v nulovom £ase budeme odteraz ozna£ova´ Ψn(x, t = 0) ako Ψn(x).
(a) Napí²te tvar vlnovej funkcie stacionárneho stavu v £ase t = 0 pre ©ubovolné prirodzené n.

(b) V £ase t = 0 na£rtnite vlnovú funkciu základného stavu na úse£ke x ∈< 0, L > na obrázku s
pomenovanými osami.

(c) Napí²te tvar funkcie popisujúcej hustotu pravdepodobnosti výskytu £astice z £asti (b) a na£rtnite
jej priebeh na obrázku s pomenovanými osami.

(d) Na základe ná£rtku z £asti (c) ur£te najpravdepodobnej²iu polohu £astice na úse£ke v základnom
stave.

(e) Podobne ur£te najmenej pravdepodobnú polohu £astice v základnom stave.

(f) Kde je vä£²ia pravdepodobnos´ nájs´ £asticu v základnom stave: v prvej alebo v druhej polovici
úse£ky?

(g) V prípade ve©a meraní polohy £astíc v základnom stave, £o môºeme predpoveda´ o strednej
hodnote týchto meraní, na základe symetrie (párnosti) |Ψ1(x)|2 vo£i stredu úse£ky?

4. £astica na úse£ke
(a) Napí²te a na£rtniteΨ2(x). Ktorému excitovanému stavu £astice odpovedá? Akú má vtedy £astica
energiu?

(b) �o je najpravdepodobnej²ou polohou £astice v tomto stave? �o je najmenej pravdepodobnou
polohou? Je k tomu uºito£nej²í ná£rtok ako ná£rtok z £asti (a)?

(c) Aká je predpove¤ pre strednú hodnotu merania polohy £astice v tomto stave?

5. £astica na úse£ke
(a) Na predná²ke sme zdôraznili princíp superpozície. �o hovorí tento princíp?



(b) Na základe princípu superpozície sme povedali, ºe z existencie stavov popísaných vlnovými
funkciami Ψ1(x) a Ψ2(x) musí existova´ aj stav popísaný vlnovou funkciou Ψ(x) = 1√

2
Ψ1(x) +

1√
2
Ψ2(x). Na£rtnite graf Ψ(x) a k tomu odpovedajúcu hustotu pravdepodobnosti výskytu £astice

na úse£ke.

(c) Kde je vä£²ia pravdepodobnos´ nájs´ £asticu v stave Ψ: v prvej alebo v druhej polovici úse£ky?

(d) Aká superpozícia stavov Ψ1 a Ψ2 dá stav, v ktorom bude £astica s vä£²ou pravdepodobnos´ou
nájdená v druhej polovici úse£ky?

(e) �o môºeme predpoveda´ pre výsledok merania energie £astice v stave Ψ ?

6. stacionárne stavy £astice na úse£ke: normovanie a stredné hodnoty
(a) Napí²te (po pamäti alebo z predná²ky) vlnovú funkciu popisujúcu stacionárny stav £astice na
intervale < 0, L > pre ©ubovolné n.
Na£rtnite jej graf na tomto intervale, a do druhého obrázku na£rtnite priebeh hustoty pravdepo-
dobnosti |Ψn(x, t)|2 .
(b) Vypo£ítajte normovaciu kon²tantu An z podmienky, ºe pravdepodobnos´ nájs´ £asticu na celej
úse£ke je vºdy rovná 1.
Pomôcka: integrál nepo£ítajte pracne cez per partes, ale vyuºite, ºe plocha pod funkciou sin2 nπx

L

je na intervale < 0, L > rovnako ve©ká ako plocha pod funkciou cos2 nπx
L
. Tieto funkcie nie sú

rovnaké, ale plochy pod nimi na celej úse£ke sú rovnaké. Funkcie sú vo£i sebe iba posunuté, a to tak,
ºe pol hrbu, ktorý chýba na za£iatku funkcii cos2 nπx

L
, má táto funkcia pridané na konci úse£ky - v

porovnaní s funkciou sin2 nπx
L

. Plus pouºite, ºe pre ©ubovolný argument α platí sin2 α+cos2 α = 1.
Aká vy²la závislos´ normovacej kon²tanty An na kvantovom £ísle n ?

(c) Ke¤ uº poznáme normovaciu kon²tantu An, môºeme teraz vypo£íta´ strednú hodnotu polohy
£astice. Opä´ nepod©ahnite tlaku po£íta´ zd¨havo integrál x =

∫ L

0
x |Ψn(x)|2 dx metódou per partes.

Moºno ho vypo£íta´ bezpracne v¤aka triku x =
∫ L

0
[(x − L/2) + L/2] |Ψn(x)|2 dx , kde gu©atá

zátvorka dáva nulu z dôvodu nepárnosti vo£i stredu úse£ky a zostávajúci integrál je aº na kon²tantu
L/2 rovnaký ako integrál z £asti (b).

7. superpozícia stacionárnych stavov £astice na úse£ke
(a) Uvaºujme £asticu na úse£ke, ktorá je v stave popísanom vlnovou funkciou Ψ(x) = c1Ψ1(x) +
c2Ψ2(x), kde c1 a c2 sú komplexné kon²tanty. Akú podmienku musia sp¨¬a´ c1 a c2, aby bola vlnová
funkcia Ψ(x) správne normovaná?

(b) Na£rtnite hustotu pravdepodobnosti výskytu £astice na úse£ke, ktorá je v stave popísanom
vlnovou funkciou Ψ(x) = 1√

2
Ψ1(x) + i 1√

2
Ψ2(x).

8. vz´ah ortogonality pre vlnové funkcie stacionárnych stavov
Dokáºte, ºe pre m ̸= n platí

∫ L

0
Ψ∗

m(x)Ψn(x) dx = 0 .


