
Príklady na cvi£enie z kvantovej teórie 1

0. táto otázka je o povahe kvantového stavu
Napí²te a na£rtnite Ψ2(x) pre £asticu na úse£ke, mali by ste to da´ bez ve©kého rozmý²©ania. Na£rt-
nite aj hustotu pravdepodobnosti výskytu £astice v tomto stave. �o je najmenej pravdepodobnou
polohou £astice vo vnútri úse£ky? �astica je v stacionárnom stave, najmenej pravdepodobná poloha
takou zostáva pre v²etky t > 0.
K©ú£ová otázka: ke¤ºe v najmenej pravdepodobnej polohe je nulová pravdepodobnos´ nájs´ £asticu
v kaºdom £ase (takmer nulová v intervale dx okolo tejto hodnoty), ako potom £astica prechádza
touto polohou pri svojom pohybe po úse£ke?

1. £astica na úse£ke: superpozícia stacionárnych stavov
Ozna£enia: v £ase t = 0 ozna£ujeme vlnovú funkciu stacionárneho stavu Ψn(x, t = 0) ako Ψn(x).

Uvaºujme £asticu na úse£ke v staveΨ popísanom vlnovou funkciouΨ(x) = −
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(a) Dokáºte, ºe táto vlnová funkcia je správne normovaná, teda ºe platí, ºe |Ψ(x)|2 má na úse£ke
naozaj význam hustoty pravdepodobnosti, ktorá dá so 100-percentnou istotou výskyt na celej úse£ke.
V²imnite si, ºe netreba po£íta´ integrál zo |Ψ(x)|2. Sta£í overi´, £i v superpozícii

∑
n cnΨn(x) platí∑

n |cn|2 = 1. Uistite sa, ºe s£itujete |cn|2 a nie c2n.

(b) Uvaºujme meranie energie na £astici v stave Ψ.
Akú predpove¤ dáva kvantová teória pre výsledok merania energie na jednej takejto £astici?
Akú predpove¤ dáva kvantová teória pre strednú hodnotu merania energie na ve©kom po£te iden-
ticky pripravených £astíc, kaºdá v stave Ψ.
Akú predpove¤ dáva kvantová teória pre strednú kvadratickú odchýlku (teda rozptyl, cudzím slovom
disperziu) merania energie na uvaºovanom ve©kom po£te identicky pripravených £astíc.

(c) Akú predpove¤ dáva kvantová teória pre druhé meranie energie nasledujúce po predchádzajúcom
(prvom) meraní energie £astice v stave Ψ.

2. £astica na úse£ke: superpozícia stacionárnych stavov
Uvaºujme £asticu v stave Ψ popísanom vlnovou funkciou Ψ(x) = 1√
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Ψ1(x) + cΨ2(x).

(a) Ur£te v²etky moºné hodnoty komplexnej kon²tanty c, pre ktoré je Ψ(x) správne normovaná.

(b) Navrhnite c tak, ºe Ψ(x) bude správne normovaná a £astica sa bude pri meraní polohy s vä£²ou
pravdepodobnos´ou nachádza´ v druhej polovici úse£ky.

(c) Navrhnite c tak, ºe Ψ(x) bude správne normovaná a stredná hodnota merania polohy £astice
bude v strede úse£ky.

3. £astica na úse£ke - £asový vývoj
(a) Aký je £asový vývoj vlnovej funkcie Ψn(x, t > 0) , ktorá je v £ase t = 0 rovná Ψn(x) =√
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Na£rtnite graf hustoty pravdepodobnosti výskytu |Ψn(x, t > 0)|2 v ©ubovolnom £ase t > 0.

(b) Napí²te, £omu je rovná vlnová funkcia Ψ+(x, t > 0) , ak v £ase t = 0 platí Ψ+(x, t = 0) =
1√
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Poznámka: dôraz je tu na £asovom vývoji. Na predná²ke sme uº na£rtli |Ψ+(x, t)|2 pre rôzne £asy
a nazna£ili sme ve©kos´ periódy, s akou osciluje.

(c) Napí²te výraz (integrál) pre strednú hodnotu polohy x(t) £astice v stave Ψ+ v ©ubovolnom
£ase t ≥ 0. V integráli nedosadzujte za Ψ1(x) a Ψ2(x), len ho upravte tak, ºe z Vá²ho výrazu



bude vidno, ºe x(t) koná harmonické kmity. Ur£te ich ω, resp. periódu. Amplitúda kmitov je z per
partes integrovania, (tam uº treba dosadi´ za Ψ1 a Ψ2). Vypo£ítajte ju iba v prípade dostatku £asu;
vychádza pribliºne rovná L/6, kmity sú samozrejme okolo stredu úse£ky L/2.
Podstatné sú tu tie harmonické kmity, lebo tak sa klasická guli£ka viazaná na úse£ku nespráva.
Klasická guli£ka sa odráºa od krajov a medzi nimi ide rovnomernou rýchlos´ou, klasická analógia je
jednorozmerný pohyb v úzkej krabici d¨ºky L rovnobeºný s vodorovnou hranou krabice. Na domácu
úlohu ukáºete, ºe toto o£akávané správanie £astice naozaj vyplýva z kvantovej superpozície vä£²ieho
po£tu susedných stavov s vysokými kvantovými £íslami n, teda s ve©kými energiami. Tu uvaºovaná
superpozícia takou nie je. Harmonické kmity sú tu kvantovým efektom pre superpozíciu dvojice
stacionárnych stavov. Nemajú ni£ spolo£né s klasickou limitou pre pohyb na²ej £astice.

4. £astica na ²tvorci
(a) Uvaºujme £asticu s nulovým spinom viazanú na ²tvorci o strane L. Aká je energia 2. a 3.
excitovaného stavu ako násobok E1 =

π2ℏ2
2mL2 ?

(b) Aká je degenerácia uvaºovaných dvoch excitovaných stavov?

5. £astica v kocke
Rovnaké otázky ako v príklade 4. pre £asticu v kocke.

6. dve £astice na ²tvorci
(a) Napí²te energiu základného stavu a energiu prvého excitovaného stavu, plus degenerácie týchto
hladín - pre dva identické neinteragujúce bozóny s nulovým spinom.

(b) To isté pre dva fermióny so spinom ℏ/2.

7. odhad Fermiho hladiny
Na predná²ke sme odvodili EF = Aρ2/3, kde ρ je hustota po£tu elektrónov a kon²tanta A bola
rovná A = (3/π)2/3 (π2ℏ2)/(2m). Odhadnite Fermiho energiu pre kovový sodík. (Dôleºité sú len
vodivostné elektróny.) Jeho mrieºku povaºujme za kubickú s hranou d = 3.5× 10−10m. Kladný ión
sodíka prispieva do vodivostného pásu jedným elektrónom.


