Priklady na cvicenie z kvantovej teorie 1

0. tdto otazka je o povahe kvantového stavu

Napiste a nacrtnite Wy(z) pre ¢asticu na tsecke, mali by ste to daf bez velkého rozmysTania. Nacrt-
nite aj hustotu pravdepodobnosti vyskytu castice v tomto stave. Co je najmenej pravdepodobnou
polohou castice vo vnutri tsecky? Castica je v staciondrnom stave, najmenej pravdepodobna poloha
takou zostava pre vsetky ¢ > 0.

Klacové otazka: kedze v najmenej pravdepodobnej polohe je nulova pravdepodobnost najst ¢asticu
v kazdom ¢ase (takmer nulovd v intervale dx okolo tejto hodnoty), ako potom Castica prechadza
touto polohou pri svojom pohybe po tusecke?

1. castica na isecke: superpozicia staciondrnych stavov

Oznacenia: v case t = 0 oznacujeme vlnovi funkciu staciondrneho stavu W, (z,t = 0) ako U, (x).
Uvazujme Casticu na tisecke v stave ¥ popisanom vlnovou funkciou ¥(z) = # Qﬂ(:ﬁ)—l—%§ Uy(x).
(a) Dokazte, 7e tato vlnova funkcia je spravne normovand, teda Ze plati, ze |¥(x)|> ma na tsecke
naozaj vyznam hustoty pravdepodobnosti, ktord d4 so 100-percentnou istotou vyskyt na celej usecke.
Vsimnite si, Ze netreba poéitat integral zo |U(z)|?. Sta¢i overit, ¢ v superpozicii Y ¢, ¥, (z) plati
>, lenl? = 1. Ulstite sa, Ze séitujete |c,|* a nie ¢2.

(b) Uvazujme meranie energie na Castici v stave W.

Akt predpoved déava kvantova tedria pre vysledok merania energie na jednej takejto castici?

Aku predpoved dava kvantova tedria pre stredntt hodnotu merania energie na velkom pocte iden-
ticky pripravenych cCastic, kazda v stave W.

Akt predpoved déava kvantova teoria pre strednt kvadraticka odchylku (teda rozptyl, cudzim slovom
disperziu) merania energie na uvazovanom velkom pocte identicky pripravenych castic.

(¢) Aku predpoved dava kvantova teoria pre druhé meranie energie nasledujtice po predchadzajicom
(prvom) merani energie ¢astice v stave W.

2. castica na usecke: superpozicia stactondrnych stavov
Uvazujme casticu v stave WU popisanom vlnovou funkciou ¥(z) = \/LTO Uy (x) 4+ cUy(x).

(a) Uréte vSetky mozné hodnoty komplexnej konstanty ¢, pre ktoré je U(x) spravne normovana.

(b) Navrhnite ¢ tak, ze ¥(z) bude spravne normovana a ¢astica sa bude pri merani polohy s vii¢sou
pravdepodobnostou nachadzat v druhej polovici tusecky.

(c) Navrhnite ¢ tak, 7ze ¥(z) bude spravne normovana a stredna hodnota merania polohy ¢astice
bude v strede tsecky.

3. castica na usecke - casovy vijvoj
(a) Aky je ¢asovy vyvoj vlnovej funkcie W, (z,t > 0), ktora je v ¢ase t = 0 rovna ¥,(z) =
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Nacrtnite graf hustoty pravdepodobnosti vyskytu ¥, (z,¢ > 0)]* v Tubovolnom ¢ase t > 0.
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(b) Napiste, ¢omu je rovna vinova funkcia W, (z,t > 0), ak v ¢ase t = 0 plati U (x, ¢t = 0) =
Pozndmka: déraz je tu na casovom vijvoji. Na predndske sme uZ nacrtli |U . (z, t)|* pre rozne casy
a naznacili sme velkost periddy, s akou osciluje.

(c) Napiste vyraz (integral) pre stredni hodnotu polohy Z(t) ¢astice v stave ¥, v Tubovolnom
Case t > 0. V integrali nedosadzujte za V;(z) a WUy(z), len ho upravte tak, ze z Vasho vyrazu



bude vidno, ze Z(t) kon& harmonické kmity. Uréte ich w, resp. periodu. Amplitada kmitov je z per
partes integrovania, (tam uz treba dosadit za U, a Wy). Vypocitajte ju iba v pripade dostatku ¢asu;
vychédza priblizne rovna L/6, kmity st samozrejme okolo stredu tsecky L /2.

Podstatné su tu tie harmonické kmity, lebo tak sa klasicka gulicka viazana na tsecku nesprava.
Klasicka gulicka sa odraza od krajov a medzi nimi ide rovnomernou rychlostou, klasicka analogia je
jednorozmerny pohyb v tizkej krabici dlzky L rovnobezny s vodorovnou hranou krabice. Na doméacu
ulohu ukazete, ze toto ocakavané spravanie ¢astice naoza]j vyplyva z kvantovej superpozicie viac¢sieho
poctu susednych stavov s vysokymi kvantovymi ¢islami n, teda s velkymi energiami. Tu uvazovana
superpozicia takou nie je. Harmonické kmity st tu kvantovym efektom pre superpoziciu dvojice
stacionarnych stavov. Nemaju ni¢ spolo¢né s klasickou limitou pre pohyb nasej castice.

4. castica na Stvorci
(a) Uvazujme casticu s nulovym spinom viazanu na §tvorci o strane L. Aka je energia 2. a 3.
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excitovaného stavu ako nasobok FE; = 27;32 ?

(b) Aka je degeneracia uvazovanych dvoch excitovanych stavov?

5. castica v kocke
Rovnaké otazky ako v priklade 4. pre casticu v kocke.

6. dve castice na stvorci
(a) Napiste energiu zakladného stavu a energiu prvého excitovaného stavu, plus degeneracie tychto
hladin - pre dva identické neinteragujice bozony s nulovym spinom:.

(b) To isté pre dva fermiény so spinom h/2.

7. odhad Fermiho hladiny

Na prednaske sme odvodili Er = A p*?, kde p je hustota poctu elektronov a konstanta A bola
rovna A = (3/7)%/3 (7w2h?)/(2m). Odhadnite Fermiho energiu pre kovovy sodik. (Délezité st len
vodivostné elektrony.) Jeho mriezku povazujme za kubickt s hranou d = 3.5 x 1071%m. Kladny i6on
sodika prispieva do vodivostného pasu jednym elektrénom.



