Priklady na cvicenie z kvantovej teérie 1

1. Zbierka, A11., pdf verzia str.16 castica na usecke (0, L)

Na prednaske sme vysvetlili, ze Castica tlac¢i na kraje tsecky a snazi sa ju rozopnit. Urobte radovy
odhad tejto sily na zaklade klasického vztahu pre pracu vykonani telesom, ktoré sa posunie o dL.
Uvazujte casticu v zdkladnom stave a pomalé rozopnutie isecky o 6L < L, ktoré nevedie k excitdcii.
Prdca sa tu zjavne rovnd zmene energie castice po roztiahnuti usecky o 0L.

Po odvodeni vieobecného vztahu dosadte hodnoty: atomarny rozmer L = 107'm a hmotnost
castice m = m,, kde m.c? = 0.5MeV. Silu potom uréte v newtonoch. Pokiste sa o vypocet bez
kalkulacky: doplitte k% na h%c? a m. na m.c?. Pre nas odhad stac¢i za 1V dosadit 107 J a
7% ~ 10.

2. Zbierka, A12., pdf verzia str.17 zko nadvizuje na predchddzajici priklad

Odhadnite tlak v SI jednotkach, ktorym tla¢i uvazovana castica na kraj tsecky za predpokladu,
7e roztiahnutiu tsetky brani "stena" rozmeru L2, teda nieco ako (velmi zhruba) susedny atom.
Porovnajte ho s atmosférickym tlakom cca 100 kPa.

3. castica na usecke (0, L)
Uvazujme Casticu v stave popisanom vlnovou funkciou, ktora je po ¢astiach linedrna, a to tak, ze
U(z) = Az v prvej polovici tsecky a W(z) = A(L — x) v druhej polovici asecky.

(a) Overte v rychlosti, ze W(x) je spojita v strede usecky.

(b) Nacrtnite v dvoch osobitnych obrézkoch vinovi funkciu a hustotu pravdepodobnosti vyskytu
Castice. Je hustota pravdepodobnosti symetrickd (parna voci stredu)?

Poznamka: Skutocnd ¥ (z) by nemala mat hrot pre x = L/2. Mala by tam mat deriviciu. To obideme
predstavou, Ze je v skutocnosti dodatocne vyhladend na intervale (L/2—e, L/2+¢) nejakym malgm
obliucikom. Pre 0 < ¢ < L ide v tomto priklade o zanedbatelny detail, my tu moZeme v dalSom
uvaZovat iba ten hrot.

(c) Vypo&tom uréte normovaciu konStantu A. VyuZite pritom symetriu zadania, takZe nebudete
samostatne pocitat integral od L/2 do L.

(d) Comu sa rovna pravdepodobnost namerat vyskyt ¢astice v prvej polovici tsecky?

(e) Bez pocitania zorad'te podla velkosti pravdepodobnosti, Ze sa bude ¢astica nachadzat v prvej,
druhej a tretej tretine tsecky.

(f) Napiste, akym integralom vypocitame c,, pre ktoré plati, Ze |c,|? je pravdepodobnost namerat
Castici energiu F,,. Na zaklade vztahu pre ¢, a symetrie zadania urcte bez pocitania, ktoré energie
urcite nenameriame.

(9) Bez pocitania urcte, ktort energiu nameriame s najvi¢Sou pravdepodobnostou. Tipnite si, ¢i
bude tato pravdepodobnost vicsia ako 0.5. Potom tito pravdepodobnost vypocitajte a overte svoj
tip. Pri integracii postupujte podobne ako v ¢asti (c).

4. volnd castica

NapiSte, comu sa rovna Wi (z, t) aj so spravnym normovanim na Diracovu delta funkciu.
Pochvala, ak ste napisali spravne normovaciu konstantu \/%7

Aky stav akej Castice opisuje Wy (x, t)? (Pomocka: opisuje "volni" casticu, nepdsobia na v sily. A
stav s ostrou hybnostou hk. Bolo to povedané, zatial bez dokazu. DokdZeme neskor.)

Nacrtnite realnu ¢ast Wy (z) (teda v ¢ase t = 0) a hustotu pravdepodobnosti vyskytu pre ¢astice na
redlnej osi.



Co je najpravdepodobnejSou a ¢o najmenej pravdepodobnou polohou c¢astice na redlnej osi?

Co je stacionarny stav?
Je uvazovany stav stacionarny?
Je stacionarnym stav Castice na tusecke z prikladu 3. 7

5. volnd castica v staciondrnom stave

Na prednaske sme odvodili periédu vlnovej funkcie Wy (x, t) v priestore, ¢ize jej vinovi dlzku .
Comu vysla rovna? Odpoved vyjadrend v premennej k (a nie p) pripomina zndmy vztah pre klasicki
vinu. Tam sa k vold vinové ¢islo. My ho budeme nadalej vnimatl ako "hybnost bez h'.

Samostatne odvod'te pre Wi (z, t) jej Gasovi periodu T'. Vo vysledku by mali byt iba k a konStanty.
Comu sa rovna A/T? Viete to aj bez po¢itania?

6. volnd castica

Pripomeiite si z prednasky, ¢omu je rovna vlnova funkcia volnej Castice v stave, ktory je superpozi-
ciou stavu s hybnostou ky — Ak a stavu s hybnostou kg + Ak, kde 0 < Ak < ky. Uvazujte pripad
s Casovou zavislostou.

Nacrtnite redlnu ¢ast W(z, t) pre nejaky fixovany ¢as, moze byt aj ¢ = 0. Ako sa tento nacrtok 1isi
od imaginarnej casti V(z, )7

Ktora cast z Re{¥(z, t)} odpoveda nosnej vine a ktord modulacii?

Napiste, ako by ste odvodili rychlost nosnej viny. Potom napiste, ako by ste odvodili rychlost mo-
dulécie.

Urcte vsetky miesta, kde sa v case t = 0 Castica urcite nenachadza. Podobne urcte miesta, kde
je v ¢ase t = 0 maximalna pravdepodobnost namerat vyskyt castice. Zmenia sa tieto lokality v
neskorSom case? Je stav Castice staciondrnym?

7. volnd castica

Volné castica je v stave popisanom vlnovou funkciou ¥(zx) = \/Li G % is;;ﬁ, kde ¢ > 0 je
fixovany parameter s rozmerom hybnosti . S akou pravdepodobnostou k hybnosti nameriame tejto

Castici?

Aka& bude strednd hodnota po mnohych meraniach hybnosti na takychto identicky pripravenych
Casticiach?

Viete si vopred tipnit strednt kvadraticka odchylku z tychto merani? Urcte ju aj vypoctom.
Bude aj v tomto pripade vlnova funkcia podobné vinovej funkcii z prikladu 6.7 Odpoved vysvetlite.

8. volnd castica
Navrhnite stav volnej ¢astice (jej vinova funkciu), ktorej sa buda dat merat iba tri rozne hodnoty
hybnosti a to s pravdepodobnostami v pomere 1:2:3 a strednou hodnotou rovnou q.

9. volnd castica v stave vinového balika

Vlnovy balik je popisany vlnovou funkciou W¥(x) = ffooo cx Vi(z, t) dk, kde ¢ je komplexna funkcia.
Také, 7e |cx|* je hustota pravdepodobnosti pri merani hybnosti k, takze integral [ |cy|*dk je
rovny 1. Naproti tomu W(z, ¢) nie je normovand na 1, ale na delta funkciu: [*_|Uy(z, ¢)* dz je
rovny nekonecnu.

Ukazte, 7e balik W(x) je normovany na 1.



