
Príklady na cvi£enie z kvantovej teórie 1

1. Zbierka, A11., pdf verzia str.16 £astica na úse£ke ⟨0, L⟩
Na predná²ke sme vysvetlili, ºe £astica tla£í na kraje úse£ky a snaºí sa ju rozopnú´. Urobte rádový
odhad tejto sily na základe klasického vz´ahu pre prácu vykonanú telesom, ktoré sa posunie o δL.
Uvaºujte £asticu v základnom stave a pomalé rozopnutie úse£ky o δL ≪ L, ktoré nevedie k excitácii.
Práca sa tu zjavne rovná zmene energie £astice po roztiahnutí úse£ky o δL.
Po odvodení v²eobecného vz´ahu dosa¤te hodnoty: atomárny rozmer L = 10−10m a hmotnos´
£astice m = me, kde mec

2 = 0.5MeV. Silu potom ur£te v newtonoch. Pokúste sa o výpo£et bez
kalkula£ky: dopl¬te ℏ2 na ℏ2c2 a me na mec

2 . Pre ná² odhad sta£í za 1 eV dosadi´ 10−19 J a
π2 ≈ 10.

2. Zbierka, A12., pdf verzia str.17 úzko nadväzuje na predchádzajúci príklad
Odhadnite tlak v SI jednotkách, ktorým tla£í uvaºovaná £astica na kraj úse£ky za predpokladu,
ºe roztiahnutiu úse£ky bráni "stena" rozmeru L2, teda nie£o ako (ve©mi zhruba) susedný atóm.
Porovnajte ho s atmosférickým tlakom cca 100 kPa.

3. £astica na úse£ke ⟨0, L⟩
Uvaºujme £asticu v stave popísanom vlnovou funkciou, ktorá je po £astiach lineárna, a to tak, ºe
Ψ(x) = Ax v prvej polovici úse£ky a Ψ(x) = A(L− x) v druhej polovici úse£ky.

(a) Overte v rýchlosti, ºe Ψ(x) je spojitá v strede úse£ky.

(b) Na£rtnite v dvoch osobitných obrázkoch vlnovú funkciu a hustotu pravdepodobnosti výskytu
£astice. Je hustota pravdepodobnosti symetrická (párna vo£i stredu)?
Poznámka: Skuto£ná Ψ(x) by nemala ma´ hrot pre x = L/2. Mala by tam ma´ deriváciu. To obídeme
predstavou, ºe je v skuto£nosti dodato£ne vyhladená na intervale (L/2−ε, L/2+ε) nejakým malým
oblú£ikom. Pre 0 < ε ≪ L ide v tomto príklade o zanedbate©ný detail, my tu môºeme v ¤al²om
uvaºova´ iba ten hrot.

(c) Výpo£tom ur£te normovaciu kon²tantu A. Vyuºite pritom symetriu zadania, takºe nebudete
samostatne po£íta´ integrál od L/2 do L.

(d) �omu sa rovná pravdepodobnos´ namera´ výskyt £astice v prvej polovici úse£ky?

(e) Bez po£ítania zora¤te pod©a ve©kosti pravdepodobnosti, ºe sa bude £astica nachádza´ v prvej,
druhej a tretej tretine úse£ky.

(f) Napí²te, akým integrálom vypo£ítame cn, pre ktoré platí, ºe |cn|2 je pravdepodobnos´ namera´
£astici energiu En. Na základe vz´ahu pre cn a symetrie zadania ur£te bez po£ítania, ktoré energie
ur£ite nenameriame.

(g) Bez po£ítania ur£te, ktorú energiu nameriame s najvä£²ou pravdepodobnos´ou. Tipnite si, £i
bude táto pravdepodobnos´ vä£²ia ako 0.5 . Potom túto pravdepodobnos´ vypo£ítajte a overte svoj
tip. Pri integrácii postupujte podobne ako v £asti (c).

4. vo©ná £astica
Napí²te, £omu sa rovná Ψk(x, t) aj so správnym normovaním na Diracovu delta funkciu.
Pochvala, ak ste napísali správne normovaciu kon²tantu 1√

2π
.

Aký stav akej £astice opisuje Ψk(x, t) ? (Pomôcka: opisuje "vo©nú" £asticu, nepôsobia na ¬u sily. A
stav s ostrou hybnos´ou ℏk. Bolo to povedané, zatia© bez dôkazu. Dokáºeme neskôr.)

Na£rtnite reálnu £as´ Ψk(x) (teda v £ase t = 0) a hustotu pravdepodobnosti výskytu pre £astice na
reálnej osi.



�o je najpravdepodobnej²ou a £o najmenej pravdepodobnou polohou £astice na reálnej osi?

�o je stacionárny stav?
Je uvaºovaný stav stacionárny?
Je stacionárnym stav £astice na úse£ke z príkladu 3. ?

5. vo©ná £astica v stacionárnom stave
Na predná²ke sme odvodili periódu vlnovej funkcie Ψk(x, t) v priestore, £iºe jej vlnovú d¨ºku λ.
�omu vy²la rovná? Odpove¤ vyjadrená v premennej k (a nie p) pripomína známy vz´ah pre klasickú
vlnu. Tam sa k volá vlnové £íslo. My ho budeme na¤alej vníma´ ako "hybnos´ bez ℏ".
Samostatne odvo¤te pre Ψk(x, t) jej £asovú periódu T . Vo výsledku by mali by´ iba k a kon²tanty.
�omu sa rovná λ/T ? Viete to aj bez po£ítania?

6. vo©ná £astica
Pripome¬te si z predná²ky, £omu je rovná vlnová funkcia vo©nej £astice v stave, ktorý je superpozí-
ciou stavu s hybnos´ou k0 −∆k a stavu s hybnos´ou k0 +∆k, kde 0 < ∆k ≪ k0. Uvaºujte prípad
s £asovou závislos´ou.
Na£rtnite reálnu £as´Ψ(x, t) pre nejaký �xovaný £as, môºe by´ aj t = 0. Ako sa tento ná£rtok lí²i
od imaginárnej £asti Ψ(x, t) ?
Ktorá £as´ z Re{Ψ(x, t)} odpovedá nosnej vlne a ktorá modulácii?
Napí²te, ako by ste odvodili rýchlos´ nosnej vlny. Potom napí²te, ako by ste odvodili rýchlos´ mo-
dulácie.
Ur£te v²etky miesta, kde sa v £ase t = 0 £astica ur£ite nenachádza. Podobne ur£te miesta, kde
je v £ase t = 0 maximálna pravdepodobnos´ namera´ výskyt £astice. Zmenia sa tieto lokality v
neskor²om £ase? Je stav £astice stacionárnym?

7. vo©ná £astica
Vo©ná £astica je v stave popísanom vlnovou funkciou Ψ(x) = 1√

2
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, kde q > 0 je

�xovaný parameter s rozmerom hybnosti . S akou pravdepodobnos´ou aké hybnosti nameriame tejto
£astici?
Aká bude stredná hodnota po mnohých meraniach hybnosti na takýchto identicky pripravených
£asticiach?
Viete si vopred tipnú´ strednú kvadratickú odchýlku z týchto meraní? Ur£te ju aj výpo£tom.
Bude aj v tomto prípade vlnová funkcia podobná vlnovej funkcii z príkladu 6. ? Odpove¤ vysvetlite.

8. vo©ná £astica
Navrhnite stav vo©nej £astice (jej vlnovú funkciu), ktorej sa budú da´ mera´ iba tri rôzne hodnoty
hybnosti a to s pravdepodobnos´ami v pomere 1:2:3 a strednou hodnotou rovnou q.

9. vo©ná £astica v stave vlnového balíka
Vlnový balík je popísaný vlnovou funkciou Ψ(x) =

∫∞
−∞ ck Ψk(x, t) dk, kde ck je komplexná funkcia.

Taká, ºe |ck|2 je hustota pravdepodobnosti pri meraní hybnosti k, takºe integrál
∫∞
−∞ |ck|2 dk je

rovný 1. Naproti tomu Ψk(x, t) nie je normovaná na 1, ale na delta funkciu:
∫∞
−∞ |Ψk(x, t)|2 dx je

rovný nekone£nu.
Ukáºte, ºe balík Ψ(x) je normovaný na 1.


