Priklady na cvicenie z kvantovej teérie 1

1. hermitouvsky operdtor

Napiste spaméti definiciu hermitovského operatora podsobiaceho na vlnové funkcie v jednorozmer-
nom priestore. Uviedli ste aj podmienku, Ze takyto operdtor musi byt linedrny?

Zopakujte z prednasky, tentokrat samostatne, dokaz hermitovosti operatora parity.

2. vlastnosti hermitovskijch operdtorov, opakovanie z predndsky

Co je pozoruhodné na strednych hodnotach hermitovskych operatorov? (C’omu je rovnd ich imagi-
ndrna cast?)

Co je pozoruhodné na vlastnych hodnotach hermitovskych operatorov? (éomu je rovnd ich 1magi-
ndrna cast?)

V akom kvantovom stave je systém, o ktorom vieme so 100-percentnou istotou povedat, ze mu pri
merani veli¢iny A nameriame hodnotu a?

V akom vztahu st dve vlastné funkcie hermitovského operatora A prislichajice roznym vlastnym
hodnotam A? Je v odpovedi dolezité, ¢i su tie vlastné hodnoty degenerované?

Co je mimoriadne na stibore vSetkych vlastnych funkcii hermitovského operatora?

3. operdtor parity
Na operatore parity demonstrujme vlastnosti, ktoré boli vo v§eobecnosti zhrnuté v predchadzajicej
otazke. Z prikladu 1. uz vieme, Ze operator parity P (v jednorozmernom pripade) je hermitovsky.

(a) Uréte jeho vlastné hodnoty. Ndvod: nechagjte ho pésobit dvakrdt na vlastni funkciu.
(b) Aké vlastné funkcie prislichaji vlastnym hodnotam néjdenym v casti (b)?
(¢) Kolkokrat st degenerované vlastné hodnoty P ?

(d) Naozaj plati, ze vlastné funkcie P prislichajice k réznym vlastnym hodnotdm st na seba
ortogonalne?

(e) Naozaj plati, Ze kazda funkciu (z L?) mozno vyskladat ako superpoziciu vlastnych funkcii P?

4. komutujice hermitovské operdtory

Komutujice hermitovské operatory maja spolo¢né vlastné funkcie.

Pre nedegenerované vlastné hodnoty plati tato veta uplne presne.

Pre degenerované vlastné hodnoty plati pre spravnu linearnu kombinéciu vlastnych funkeii (odpo-
vedajucich degenerovanej vlastnej hodnote).

(a) Na prednéaske sme vetu predviedli na priklade volnej Castice a operatorov hamiltonianu (2x
degenerované vlastné hodnoty) a parity (vlastné hodnoty s nekone¢nou degeneraciou). Ukazte, Ze
tieto dva operatory naozaj komutuju.
Ktoré st ich spolo¢né vlastné funkcie?

(b) Pre volnu ¢asticu méme aj int dvojicu komutujicich operatorov: hamiltonian a hybnost. Ktoré
st ich spolo¢né vlastné funkcie?

(¢) Budi mat spolo¢né vlastné funkcie aj operatory hybnosti a parity? Ak ano, ktoré funkcie to sa?
Ak nie, preco nie?
Napiste (vypocitajte), ¢omu je rovny komutéator [p, P].

5. komutujice hermitovské operdtory R
Hamiltonidn jednoduchého harmonického operatora (JHO) je H = —% j—; + smw?z?. Najdite
komutator H s paritou P.



Co znamena vysledok pre vlnové funkcie stacionarnych stavov JHO? Mozno predpovedat, ze budu
iba parne alebo neparne?

6. H a P na isecke

Toto je podobna otazka ako v predchadzajucom priklade, ale pre ¢asticu na tsecke. Definujme tu
operator parity voci stredu tsecky: PV (z) = ¥(L — x), pre z € (0, L).

(a) Je to hermitovsky operator? Aké su jeho vlastné hodnoty? A k nim vlastné funkcie?

(b) Komutuju H a P?
Pozndmka: potencidl je rovng nule na usecke a nekonecnu mimo usecky.

(¢) Nakolko H a P komutuji, aky dosledok to mé pre vinové funkcie staciondrnych stavov?

7. nekomutugjice operdtory

Uvazujme nekomutujtice operatory (t.j. take, ze zélezi na ich poradi) Z a p v jednorozmernom svete.
Polozme si otazku: moze existovat kvantovy systém popisany vlnovou funkciou, ktora je spolo¢nou
vlastnou funkciou tymto dvom nekomutujicim operatorom?

Keby boli z a p komutujiuce, tak modze. Vtedy by mali spolocné vlastné funkcie, ako sme ilustrovali
vyssie.

Ak ale nekomutuji, mohlo by to nastat v nejakom Specidlnom pripade?

Ak 4no, systému so 100%-nou istotou odmeriame konkrétnu polohu, a jeho vlnova funkciu meranim
nezmenime. Takisto potom so 100%-nou istotou tomuto systému odmeriame konkrétnu hybnost, a
jeho vInova funkciu meranim nezmenime.

Tie 100%-né istoty v8ak znamenaji existenciu stavu systému, pre ktory Az =0 aj Ap =20, ¢o je v
zjavnom spore s principom neurcitosti.

Vyslovte dosledok, ¢i moze existovat stav popisany vlnovou funkciou, ktora by bola spolo¢na vlastna
funkcia z aj p.

Vyslovte dosledok, ¢ moze existovat stav popisany vinovou funkciou, ktord sa nebude menit pri
striedavo sa opakujicich meraniach polohy a hybnosti.

8. nekomutujice operdtory A
(a) Uvazujme nekomutujtice hermitovské operatory A a B, pre ktoré [A, B] = iC. Aky vztah
neurd¢itosti splita suc¢in AAAB?

(b) Je v principe mozné, aby pre rozne stavy ¥ toho istého systému platili rozne vzfahy neurcitosti?
Odpoved zdovodnite.

(c) Aky vztah neurcitosti bude platit pre sic¢in Ap a AP v stave ¥ na zaklade Vasho vysledku v
priklade 4. (c)?

(d) Uvazujme gaussovsky vinovy balik popisujuci volna ¢asticu. Na zaklade ¢asti (¢) aky vztah
neurcitosti bude platit pre suc¢in Ap a AP v tomto stave?



