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VLNOVÁ FUNKCIA

1. Vlnová funkcia (pod©a kodanskej interpretácie, ktorú sme prevzali v
na²om kurze) predstavuje maximálnu informáciu o stave izolovaného
systému. Môºme ju v konkrétnom £ase ur£i´ meraním? Odpove¤ vy-
svetlite. Ak áno, akým prístrojom £i meraním? Ak nie, akú jej £as´
ako zistíme meraním a akú £as´ nie? Ak nie, udajte tieº príklad dvoch
rôznych vlnových funkcií, ktoré nevieme meraním odlí²i´.

2. Stav £astice popisuje vlnová funkcia Ψ(r⃗, t) .
Aké v²eobecné vlastnosti má Ψ(r⃗, t) ? Vymenujte aspo¬ tri a vysvetlite
ich pôvod, prípadne pre£o ich poºadujeme.

3. Stav £astice v £ase t = 0 popisuje vlnová funkcia Ψ(r⃗) .
�o by ste odpovedali na otázku, kde sa nachádza £astica?
�o by ste odpovedali na otázku, akú má £astica hybnos´?

4. Stav £astice popisuje vlnová funkcia Ψ(r⃗, t) .
Bude stav tejto istej £astice vo v²eobecnosti rovnako dobre popísaný
aj vlnovou funkciou (i) Φ1(r⃗, t) = −Ψ(r⃗, t) , (ii) Φ2(r⃗, t) = iΨ(r⃗, t) ,
(iii) Φ3(r⃗, t) = Ψ(−r⃗, t) , (iv) Φ4(r⃗, t) =

1+i√
2
Ψ(r⃗, t) , (v) Φ5(r⃗, t) =

2Ψ(r⃗, t) ?

5. Nech je známe akurát to, ºe v konkrétnom £asovom okamihu odpo-
vedajúcom £asu t1 > 0 je vlnová funkcia £astice Ψ(r⃗, t1) . Inak uº o
tejto £astici a silách na ¬u pôsobiacich nie je známe ni£. Vysvetlite, ako
dáme predpove¤, £omu je rovná vlnová funkcia £astice v £ase t2 > t1.
Chýba k tomu e²te nejaký údaj (alebo údaje) v zadaní? Ak áno, vy-
menujte ho/ich a predpokladajte, ºe boli dodato£ne zistené. Nakoniec
vymenujte kroky, ako ur£i´ Ψ(r⃗, t2) .

6. Je známe, ºe v konkrétnom £asovom okamihu odpovedajúcom £asu t =
0 je vlnová funkcia £astice Ψ(x) , kde x ∈ R. Za akých okolností bude
v £ase t > 0 vlnová funkcia £astice rovná Ψ(x) e−iEt/ℏ ?
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7. Je známe, ºe v £ase t = 0 je vlnová funkcia £astice Ψ(x) = Ae−kx2
,

kde A a k > 0 sú kon²tanty a x ∈ R. Za akých okolností bude v £ase
t > 0 vlnová funkcia £astice rovná Ψ(x, t) = Ae−kx2

e−iEt/ℏ ? �omu je
v tomto prípade rovné E ?
�o sa e²te dá poveda´ o tejto sústave? Aká je to sústava?

8. Je známe, ºe v £ase t = 0 je vlnová funkcia £astice Ψ(x) = Ae−kx2
,

kde A a k > 0 sú kon²tanty a x ∈ R. Za akých okolností nebude v £ase
t > 0 vlnová funkcia £astice rovná Ψ(x, t) = Ae−kx2

e−iEt/ℏ ?

9. Vysvetlite, £o pre vlnovú funkciu popisujúcu stav £astice znamená pod-
mienka, ºe má plati´ princíp superpozície. Pre£o je superpozícia do-
leºitá pre matematický popis dvoj²trbinového experimentu? Sta£í na
tento matematický popis uvaºova´ hustotu pravdepodobnosti výskytu
£astice?

10. Nech Ψ(r⃗) je vlnová funkcia £astice v £ase t = 0 a Φ(r⃗) je vlastná
funkcia operátora Â (odpovedajúceho fyzikálnej veli£ine A) s vlastnou
hodnotou α.
Napí²te, £o sa dozvieme vypo£ítaním integrálu

∫
Φ∗(r⃗)Ψ(r⃗) d3r . �o je

nesprávne na odpovedi, ºe integrál súvisí s pravdepodobnos´ou nájs´ v
stave Ψ stav Φ ? �ia© túto nesprávnu odpove¤ som v minulosti dostával
aº príli² £asto.
Porozumenie toho, £o ste napísali, preukáºte na 1-rozmernom príklade
£astice na úse£ke d¨ºky L a pre funkcie
Ψ(x) =

√
30/L5 x(L− x), Φ(x) =

√
2/L sin πx

L
a A=energia.

Integrál nemusíte po£íta´. Na£rtnite funkcie a preukáºte porozumenie
výsledku integrovania. Zhr¬te, £o výsledok fyzikálne znamená v tomto
konkrétnom prípade.

11. Nech Ψ(r⃗) je vlnová funkcia £astice v £ase t = 0 a Φ(r⃗) je vlastná
funkcia operátora Â (odpovedajúceho fyzikálnej veli£ine A) s vlastnou
hodnotou α.
Napí²te, £o sa dozvieme vypo£ítaním integrálu

∫
Φ∗(r⃗)Ψ(r⃗) d3r . �o je

nesprávne na odpovedi, ºe integrál súvisí s pravdepodobnos´ou nájs´ v
stave Ψ stav Φ ? �ia© túto nesprávnu odpove¤ som v minulosti dostával
aº príli² £asto.
Porozumenie toho, £o ste napísali, preukáºte na 1-rozmernom príklade
£astice na úse£ke d¨ºky L a pre funkcie
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Ψ(x) =
√

30/L5 x(L− x), Φ(x) =
√
2/L sin 2πx

L
a A=energia.

Integrál nemusíte po£íta´. Na£rtnite funkcie a preukáºte porozumenie
výsledku integrovania. Zhr¬te, £o výsledok fyzikálne znamená v tomto
konkrétnom prípade.

12. Nech Ψ(r⃗) je vlnová funkcia £astice v £ase t = 0 a Φ(r⃗) je vlastná
funkcia operátora Â (odpovedajúceho fyzikálnej veli£ine A) s vlastnou
hodnotou α.
Napí²te, £o sa dozvieme vypo£ítaním integrálu

∫
Φ∗(r⃗)Ψ(r⃗) d3r . �o je

nesprávne na odpovedi, ºe integrál súvisí s pravdepodobnos´ou nájs´ v
stave Ψ stav Φ ? �ia© túto nesprávnu odpove¤ som v minulosti dostával
aº príli² £asto.
Porozumenie toho, £o ste napísali, preukáºte na 1-rozmernom príklade
£astice na úse£ke d¨ºky L a pre funkcie

Ψ(x) = i
2

√
2
L
sin πx

L
+

√
2−i
2

√
2
L
sin 2πx

L
, Φ(x) =

√
2/L sin πx

L
a A=energia.

Integrál vypo£ítajte a zhr¬te, £o konkrétne fyzikálne znamená.

13. Nech Ψ(r⃗) je vlnová funkcia £astice v £ase t = 0 a Φ(r⃗) je vlastná
funkcia operátora Â (odpovedajúceho fyzikálnej veli£ine A) s vlastnou
hodnotou α.
Napí²te, £o sa dozvieme vypo£ítaním integrálu

∫
Φ∗(r⃗)Ψ(r⃗) d3r . �o je

nesprávne na odpovedi, ºe integrál súvisí s pravdepodobnos´ou nájs´ v
stave Ψ stav Φ ? �ia© túto nesprávnu odpove¤ som v minulosti dostával
aº príli² £asto.
Porozumenie toho, £o ste napísali, preukáºte na príklade £astice v poli

sféricky symetrického potenciálu a pre funkcie Ψ(r⃗) = R(r)
√

2
3π

cos2 φ,

Φ(r⃗) = R(r) 1√
4π
, A=celkový moment hybnosti. Integrál vypo£ítajte.

R je normovaná na 1:
∫∞
0

|R(r)|2 r2dr = 1. Zhr¬te, £o vá² výsledok
konkrétne fyzikálne znamená.

14. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Elektrón je popísaný správne nor-

movanou vlnovou funkciou Ψ(r⃗) = −i
√

8
π a3

e−2r/a , kde a je Bohrov
polomer. Vlnová funkcia základného stavu elektrónu v atóme vodíka

je Φ100(r⃗) =
√

1
π a3

e−r/a. S akou pravdepodobnos´ou odmeriame pri
meraní energie uvaºovaného elektrónu energiu základného stavu?
Pomocný integrál:

∫∞
0

tNe−tdt = N ! pre N ∈ N.
Vy²lo vám £íslo z intervalu <0, 1> , ako sa na pravdepodobnos´ patrí?
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15. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Elektrón je popísaný vlnovou fun-
kciou s uhlovou £as´ou 1

2
+ cosφ . S akou pravdepodobnos´ou odme-

riame pri meraní momentu hybnosti uvaºovaného elektrónu hodnotu
L2 = 0 ?
Je va²a odpove¤ z intervalu <0, 1> , ako sa na pravdepodobnos´ patrí?

16. (a) Napí²te, aký je fyzikálny význam komplexnej vlnovej funkcie Ψ(r⃗) .
(b) Uvaºujme viazaný stav £astice (pre jednoduchos´) v jednom roz-
mere. V nadväznosti na (a) vysvetlite, £i môºe by´ vlnová funkcia tejto
£astice rovná nule na celej reálnej osi.

17. (a) Napí²te, aký je fyzikálny význam komplexnej vlnovej funkcie Ψ(r⃗) .
(b) Uvaºujme viazaný stav £astice (pre jednoduchos´) v jednom roz-
mere. V nadväznosti na (a) vysvetlite, £i môºe vlnová funkcia £astice
na nejakom intervale sp¨¬a´ podmienku |Ψ(x)| > 1 .

18. (a) Napí²te, aký je fyzikálny význam komplexnej vlnovej funkcie Ψ(r⃗) .
(b) Uvaºujme viazaný stav £astice v jednom rozmere na intervale (−∞, +∞).
Na£rtnite funkciu Ψ(x) = Ae−x/a (A a a sú reálne kladné kon²tanty)
a v nadväznosti na (a) vysvetlite, pre£o táto funkcia nemôºe by´ v ne-
jakom £asovom okamihu vlnovou funkciou £astice.
Pre£o potom pre elektrón v základnom stave v atóme vodíka je jeho
vlnová funkcia Ψ(r) = Ae−r/a ?

19. (a) Napí²te, aký je fyzikálny význam komplexnej vlnovej funkcie Ψ(r⃗) .
(b) Uvaºujme viazaný stav £astice v jednom rozmere na intervale (−∞, +∞).
Na£rtnite funkciu Ψ(x) = A/x2 (A je reálna kladná kon²tanta) a v
nadväznosti na (a) vysvetlite, pre£o táto funkcia nemôºe by´ v nejakom
£asovom okamihu vlnovou funkciou £astice.

20. (a) Napí²te, aký je fyzikálny význam komplexnej vlnovej funkcie Ψ(r⃗) .
(b) Uvaºujme viazaný stav £astice v jednom rozmere na intervale (−∞, +∞).
Na£rtnite funkciu Ψ(x) = A/(x2 + a2) (A a a sú reálne kladné kon-
²tanty) a v nadväznosti na (a) vy²etrite, £i táto funkcia môºe by´ v
nejakom £asovom okamihu vlnovou funkciou £astice.

21. (a) Napí²te, aký je fyzikálny význam komplexnej vlnovej funkcie Ψ(r⃗) .
(b) Uvaºujme viazané stavy £astice v jednom rozmere na intervale
(−∞, +∞) popísané reálnymi vlnovými funkciami Ψ1(x) = Ae−x2/a2

a Ψ2(x) = Ã e−x2/2a2 . A a Ã sú normovacie kon²tanty a a je typický
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rozmer systému.
Na£rtnite tieto funkcie do jedného obrázku a v nadväznosti na (a) vy-
svetlite, v £om sa budú lí²i´ výsledky meraní polohy £astice v stavoch
Ψ1 a Ψ2 .

22. (a) Napí²te, aký je fyzikálny význam komplexnej vlnovej funkcie Ψ(r⃗) .
(b) Uvaºujme £asticu viazanú na úse£ku d¨ºky L. V nadväznosti na (a)
vysvetlite, pre£o nemôºe by´ jej vlnová funkcia Ψ(x, t) rovná reálnej
funkcii A sin(nπx/L) cos(Ent/ℏ), kde A je normovacia kon²tanta a En

je parameter s rozmerom energie.

23. (a) Napí²te, aký je fyzikálny význam komplexnej vlnovej funkcie Ψ(r⃗) .
(b) Uvaºujme £asticu viazanú na úse£ku d¨ºky L. �astica je v staci-
onárnom stave popísanom reálnou vlnovou funkciou A sin(2πx/L), kde
A je normovacia kon²tanta. Na£rtnite túto vlnovú fukciu a ur£te naj-
menej pravdepodobnú polohu £astice vo vnútri úse£ky. V nadväznosti
na (a) £o by ste povedali na otázku, ako môºe £astica prechádza´ cez
toto minimum medzi oblas´ami s ve©kou pravdepodobnos´ou výskytu
na©avo a napravo od tohto bodu?

24. V dvoj²trbinovom experimente strie©ame jednotlivé elektróny po jed-
nom cez dve úzke ²trbiny na vzdialené tienidlo. Po dopade elektrónu
na tienidlo bod dopadu stmavne. Na elektróny na ich ceste nepôsobíme
ºiadnym meracím prístrojom. Na£rtnite, ako tento experiment zhruba
vyzerá.
Aký obrazec vznikne na tienidle po prechode mnohých elektrónov?
�o by ste povedali na otázku, ako £asto pre²iel elektrón hornou ²trbi-
nou a ako £asto pre²iel dolnou ²trbinou?
�o plynie z výsledkov experimentu?

25. Ako ovplyvní meranie vlnovú funkciu £astice, ku ktorej sme priloºili
merací prístroj na meranie nejakej fyzikálnej veli£iny. Aká je vlnová
funkcia £astice po meraní? Uve¤te príklad.

OPERÁTORY

26. �omu je rovný operátor x̂ pôsobiaci na vlnové funkcie Ψ(x) ?
�omu je rovný operátor p̂x pôsobiaci na vlnové funkcie Ψ(x) ?
Vypo£ítajte komutátor [x̂, p̂x] a rozhodnite, akú funkciu dostaneme, ak
operátor [x̂, p̂x] pôsobí na vlnovú funkciu Ψ(x) .
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27. Uve¤te príklad dvoch fyzikálnych veli£ín, ktorým odpovedajú nekomu-
tujúce operátory. Vysvetlite súvis medzi ich nenulovým komutátorom
a ich sú£asným meraním.
Na druhej strane uve¤te aj príklad dvoch fyzikálnych veli£ín, ktorým
odpovedajú komutujúce operátory. �o potom plynie pre ich meranie?

28. Â je hermitovský operátor pôsobiaci na vlnové funkcie dostato£ne
rýchlo konvergujúce k nule pre x → ±∞. Napí²te, £omu sa na základe
hermitovosti operátora Â rovná integrál

∫∞
−∞[Ψ(x)]∗ (ÂΦ(x)) dx , ak

chceme, aby pod integrálom Â pôsobil na funkciu Ψ a nie na Φ.
H©adaná rovnos´ je sú£as´ou de�nície hermitovského operátora. Svoje
porozumenie ukáºte na príklade:
Nech χ(x) je vlastnou funkciou takéhoto hermitovského operátora Â
s vlastnou hodnotou 6a , kde a je kon²tanta. Nech pre vlnovú funkciu
ϕ(x) platí

∫ +∞
−∞ χ∗ϕ dx = 1

2
. �omu sa rovná integrál

∫ +∞
−∞ χ∗ (Â ϕ) dx ?

29. Vysvetlite, £i je operátor komplexného zdruºenia na mnoºine kvadratic-
ky integrovate©ných komplexných funkcií hermitovským operátorom.

30. Vysvetlite, pre£o nie je operátor derivácie na mnoºine kvadraticky integrova-
te©ných hladkých komplexných funkcií hermitovským operátorom.
Ako je moºné, ºe operátor hybnosti, ktorý je aº na kon²tantu operáto-
rom derivácie, je hermitovským?

31. Vysvetlite, £i je operátor druhej derivácie na mnoºine kvadraticky integ-
rovate©ných hladkých komplexných funkcií hermitovským operátorom.
Vyskytuje sa tento operátor (aº na kon²tantu) v kvantovej mechanike
£asto, zriedka, alebo vôbec nie? Posú¤te pod©a toho jeho dôleºitos´.

32. Fyzikálnej veli£ine A odpovedá hermitovský operátor Â . Napí²te in-
tegrálny výraz, ktorým moºno vypo£íta´ strednú hodnotu merania ve-
li£iny A na ve©a identických stavoch Ψ(x).
Ukáºte, ºe v ºiadnom stave Ψ(x) nemôºe ma´ takto po£ítaná stredná
hodnota A imaginárnu £as´.

33. Fyzikálnej veli£ine A odpovedá hermitovský operátor Â . Vychádzajúc
z toho, ºe v ºiadnom stave Ψ(x) nemôºe ma´ stredná hodnota A
imaginárnu £as´, dokáºte, ºe kaºdá vlastná hodnota Â je reálne £íslo.
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34. Ukáºte, ºe operátor súradnice x̂ pôsobiaci na funkcie dostato£ne rýchlo
konvergujúce k nule na reálnej osi je hermitovským operátorom.
Sú£as´ou odpovede by malo by´ podrobné vysvetlenie kaºdého kroku.

35. Ukáºte, ºe operátor hybnosti p̂x pôsobiaci na funkcie dostato£ne rýchlo
konvergujúce k nule na reálnej osi je hermitovským operátorom.
Sú£as´ou odpovede by malo by´ podrobné vysvetlenie kaºdého kroku.

36. Môºe ma´ operátor rôzne vlastné funkcie prislúchajúce tej istej vlastnej
hodnote?
Môºe ma´ operátor rôzne vlastné hodnoty prislúchajúce tej istej vlast-
nej funkcii?
Pre obe otázky: ak áno, udajte príklad, ak nie, vysvetlite, pre£o nie.

37. �o znamená spektrum operátora?
�o znamená, ºe spektrum operátora je degenerované, resp. nedegene-
rované?
Je spektrum hamiltoniánu degenerované v preberaných jednoduchých
sústavách: £astica na úse£ke, jednoduchý harmonický oscilátor, elektrón
v atóme vodíka?
Aká je degenerácia základného stavu v týchto sústavách?

38. Ako sú de�nované zloºky operátora momentu hybnosti?
Je niektorý z komutátorov [L̂x, L̂y] , [L̂y, L̂z] , [L̂z, L̂x] rôzny od nuly?
Je niektorý z komutátorov [L̂x, L̂

2] , [L̂y, L̂
2] , [L̂z, L̂

2] rôzny od nuly?
Aký dôsledok majú odpovede pre popis stavov £astice v poli sféricky
symetrického potenciálu, napr. aj pre stavy elektrónu v atóme vodíka?
Odpove¤ pre komutátory netreba po£íta´.

39. Aký je rozdiel medzi potenciálom v kvantovej mechanike (QM) a poten-
ciálom v elektrostatike? Vysvetlite, £o sa myslí pod potenciálom V (r⃗)
v QM. Napí²te potenciál V (r⃗) v QM pre bodovú £asticu s elektrickým
nábojom q v poli elektrostatického potenciálu ϕ(r⃗).

SCHRÖDINGEROVA ROVNICA A VO�NÁ �ASTICA

40. Napí²te bez£asovú Schrödingerovu rovnicu a slovne vysvetlite, £i moºno
alebo nemoºno v rovnici vykráti´ Ψ.
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41. Napí²te bez£asovú Schrödingerovu rovnicu. Rozpí²te, £omu sa rovná
hamiltonián, a vysvetlite význam pouºitých symbolov. Kde sa prejaví,
£i £asticu uvaºujeme v jednom rozmere (viazaná na priamku alebo
úse£ku) alebo v troch rozmeroch?

42. Napí²te bez£asovú Schrödingerovu rovnicu. Je pravda, ºe vlnová fun-
kcia £astice je v kvantovej mechanike vºdy rie²ením tejto rovnice, alebo
môºe by´ £astica aj v takom stave, ktorého vlnová funkcia nesp¨¬a túto
rovnicu? Svoju odpove¤ vysvetlite.

43. Napí²te £asovú Schrödingerovu rovnicu a vysvetlite jej význam. Je
pravda, ºe vlnová funkcia £astice je v kvantovej mechanike vºdy rie-
²ením tejto rovnice, alebo môºe by´ £astica aj v takom stave, ktorého
vlnová funkcia nesp¨¬a túto rovnicu?
Pri písaní £asovej Schrödingerovej rovnice nevadí, ak si nepamätáte
znamienko a presnú polohu kon²tánt.

44. Uvaºujme elektrón v dvoch rôznych sústavách. �ím sa odli²uje Schrö-
dingerova rovnica elektrónu v prvej sústave od Schrödingerovej rovnice
elektrónu v druhej sústave?
Ak je pravda, ºe kaºdý systém popisuje iná Schrödingerova rovnica, je
moºné, ºe jedna a tá istá vlnová funkcia Ψ(r⃗) môºe v nejakom £asovom
okamºiku správne popisova´ kaºdý z elektrónov? Ak áno, vysvetlite,
ako je to moºné a v £om je potom matematický opis elektrónov od-
li²ný?
Svoje porozumenie preukáºte na príklade elektrónu ako vo©nej £astice a
elektrónu ako jednoduchý harmonický oscilátor, pri£om skúmanou vl-
novou funkciou nech je gaussovská funkcia typu e−kx2

, kde k = mω/2ℏ.

45. Odvo¤te bez£asovú Schrödingerovu rovnicu z £asovej Schrödingerovej
rovnice pre �stacionárne rie²enia�.
Pre£o sú �stacionárne rie²enia� stacionárne, ak ich vlnová funkcia závisí
na £ase?
Pri písaní £asovej Schrödingerovej rovnice nevadí, ak si nepamätáte
znamienko a presnú polohu kon²tánt.

46. Vlnová funkcia vo©nej £astice je Ψ(x) = Aeipx/ℏ, kde A je normo-
vacia kon²tanta. Overte, ºe táto vlnová funkcia vyhovuje bez£asovej
Schrödingerovej rovnici pre vo©nú £asticu.Napí²te jej £asový vývoj.
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�alej overte, ºe táto istá vlnová funkcia popisuje stav s ostrou hod-
notou hybnosti, teda ºe je vlastnou funkciou operátora hybnosti p̂x s
vlastnou hodnotou p .
Ako súvisia vami overené výsledky s hodnotou komutátora [Ĥ, p̂x] , kde
Ĥ je hamiltonián vo©nej £astice?

47. Vlnová funkcia vo©nej £astice je Ψ(x) = A sin(px/ℏ), kde A je nor-
movacia kon²tanta. Overte, ºe táto vlnová funkcia vyhovuje bez£asovej
Schrödingerovej rovnici pre vo©nú £asticu.
Popisuje táto vlnová funkcia stav s ostrou hodnotou parity a je teda
vlastnou funkciou operátora parity P̂ ? S akou vlastnou hodnotou?
Ako súvisia Va²e odpovede s hodnotou komutátora [Ĥ, P̂ ] , kde Ĥ je
hamiltonián vo©nej £astice?
Má £astica v stave Ψ(x) aj ostrú hodnotu hybnosti? Vysvetlite, £i by
mohla by´ vo©ná £astica v stave s ostrou hodnotou energie, hybnosti aj
parity.

48. V £ase t = 0 je vo©ná £astica v stave popísanom vlnovou funkciou
Ψ(x) = Aeipx/ℏ, kde A je normovacia kon²tanta. Navrhnite £asový vý-
voj tejto vlnovej funkcie (t.j. jej závislos´ na £ase pre t > 0 ) a overte,
ºe sp¨¬a £asovú Schrödingerovu rovnicu (SchR).
Môºete si overi´ u skú²ajúceho, £i máte £asovú SchR napísanú so správ-
nymi znamienkami a umiestnením kon²tánt.

49. Vo©ná £astica s vlnovou funkciou normovanou na kone£ný interval d¨ºky
L je vo v²eobecnosti v £ase t = 0 popísaná vlnovým balíkom

∑
n cnΨpn ,

kde stav s ostrou hodnotou hybnostiΨpn = eipnx/ℏ/
√
L a pn = 2πℏ

L
n, n ∈

Z. V tejto otázke uvaºujeme, ºe spomínaný balík sa redukuje na

Ψ(x) = c
ei qx/ℏ√

L
+

−2 + 3i

5

ei 3qx/ℏ√
L

,

kde hybnos´ q ̸= 0 je nejakým celo£íselným násobkom 2πℏ
L
.

Ur£te c za predpokladu, ºe Ψ(x) je správne normovaná.
(Úloha má ve©a rie²ení.)

50. Vo©ná £astica s vlnovou funkciou normovanou na kone£ný interval d¨ºky
L je vo v²eobecnosti v £ase t = 0 popísaná vlnovým balíkom

∑
n cnΨpn ,

kde stav s ostrou hodnotou hybnostiΨpn = eipnx/ℏ/
√
L a pn = 2πℏ

L
n, n ∈

9



Z. V tejto otázke uvaºujeme, ºe spomínaný balík sa redukuje na

Ψ(x) =

√
5

4

e−i qx/ℏ
√
L

+
i

2

ei 2qx/ℏ√
L

+
1 + 2i

4

ei 4qx/ℏ√
L

+
1− i

4

ei 7qx/ℏ√
L

,

kde hybnos´ q ̸= 0 je nejakým celo£íselným násobkom 2πℏ
L
.

Aké hybnosti a s akými pravdepodobnos´ami moºno namera´ v stave
Ψ ?

51. Vo©ná £astica s vlnovou funkciou normovanou na kone£ný interval d¨ºky
L je vo v²eobecnosti v £ase t = 0 popísaná vlnovým balíkom

∑
n cnΨpn ,

kde stav s ostrou hodnotou hybnostiΨpn = eipnx/ℏ/
√
L a pn = 2πℏ

L
n, n ∈

Z. V tejto otázke uvaºujeme, ºe spomínaný balík sa redukuje na

Ψ(x) =

√
5

4

e−i qx/ℏ
√
L

+
i

2

ei 2qx/ℏ√
L

+
1 + 2i

4

ei 4qx/ℏ√
L

+
1− i

4

ei 7qx/ℏ√
L

,

kde hybnos´ q ̸= 0 je nejakým celo£íselným násobkom 2πℏ
L
.

Akú hybnos´ je najpravdepodobnej²ie namera´ v stave Ψ ?

52. Vo©ná £astica s vlnovou funkciou normovanou na kone£ný interval d¨ºky
L je vo v²eobecnosti v £ase t = 0 popísaná vlnovým balíkom

∑
n cnΨpn ,

kde stav s ostrou hodnotou hybnostiΨpn = eipnx/ℏ/
√
L a pn = 2πℏ

L
n, n ∈

Z. V tejto otázke uvaºujeme, ºe spomínaný balík sa redukuje na

Ψ(x) =
i√
8

ei qx/ℏ√
L

+
2 + i√

8

ei 2qx/ℏ√
L

+
1 + i

4

ei 4qx/ℏ√
L

+
1− i

4

ei 7qx/ℏ√
L

kde hybnos´ q ̸= 0 je nejakým celo£íselným násobkom 2πℏ
L
. Je Ψ

správne normovaná? Aký je moºný výsledok merania hybnosti v stave
Ψ ? S akou pravdepodobnos´ou nameriame v stave Ψ hybnos´ 11q ?

53. Vo©ná £astica s vlnovou funkciou normovanou na kone£ný interval d¨ºky
L je vo v²eobecnosti v £ase t = 0 popísaná vlnovým balíkom

∑
n cnΨpn ,

kde stav s ostrou hodnotou hybnostiΨpn = eipnx/ℏ/
√
L a pn = 2πℏ

L
n, n ∈

Z. V tejto otázke uvaºujeme, ºe spomínaný balík sa redukuje na

Ψ(x) =
1 + i

2

e−i qx/ℏ
√
L

+
1− i

2

ei 7qx/ℏ√
L

kde hybnos´ q ̸= 0 je nejakým celo£íselným násobkom 2πℏ
L
.

Aká je stredná hodnota hybnosti p £astice v stave Ψ ?
Aká je neur£itos´ hybnosti ∆p v stave Ψ ?
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54. Vo©ná £astica s vlnovou funkciou normovanou na kone£ný interval d¨ºky
L je vo v²eobecnosti v £ase t = 0 popísaná vlnovým balíkom

∑
n cnΨpn ,

kde stav s ostrou hodnotou hybnostiΨpn = eipnx/ℏ/
√
L a pn = 2πℏ

L
n, n ∈

Z. V tejto otázke uvaºujeme, ºe spomínaný balík sa redukuje na

Ψ(x) =
1 + i

4

ei 4qx/ℏ√
L

+

√
7

8

ei 8qx/ℏ√
L

kde hybnos´ q ̸= 0 je nejakým celo£íselným násobkom 2πℏ
L
.

Aká je stredná hodnota hybnosti £astice v stave Ψ v £ase t = 0 ? A
aká je v £ase t > 0 ? Odpove¤ vysvetlite.

55. Vo©ná £astica s vlnovou funkciou normovanou na kone£ný interval d¨ºky
L je vo v²eobecnosti v £ase t = 0 popísaná vlnovým balíkom

∑
n cnΨpn ,

kde stav s ostrou hodnotou hybnostiΨpn = eipnx/ℏ/
√
L a pn = 2πℏ

L
n, n ∈

Z. V tejto otázke uvaºujeme, ºe spomínaný balík sa redukuje na

Ψ(x) =

√
5

4

e−i 3qx/ℏ
√
L

+
i

2

e−i 2qx/ℏ
√
L

+
1 + 2i

4

ei qx/ℏ√
L

+
1− i

4

ei 2qx/ℏ√
L

,

kde hybnos´ q ̸= 0 je nejakým celo£íselným násobkom 2πℏ
L
.

Aký je moºný výsledok merania energie v stave Ψ pre £asticu o hmot-
nosti m , a s akými pravdepodobnos´ami?
Aký je najpravdepodobnej²í výsledok tohto merania?

56. Vo©ná £astica s vlnovou funkciou normovanou na kone£ný interval d¨ºky
L je vo v²eobecnosti v £ase t = 0 popísaná vlnovým balíkom

∑
n cnΨpn ,

kde stav s ostrou hodnotou hybnostiΨpn = eipnx/ℏ/
√
L a pn = 2πℏ

L
n, n ∈

Z. V tejto otázke uvaºujeme, ºe spomínaný balík sa redukuje na

Ψ(x) =
i√
8

ei qx/ℏ√
L

+
2 + i√

8

ei 2qx/ℏ√
L

+
1 + i

4

ei 4qx/ℏ√
L

+
1− i

4

ei 7qx/ℏ√
L

kde hybnos´ q ̸= 0 je nejakým celo£íselným násobkom 2πℏ
L
.

V stave Ψ sme namerali hybnos´ £astice 7q. Aký je moºný výsledok
merania hybnosti, ak tejto istej £astici budeme mera´ hybnos´ po dru-
hýkrát?

57. Vo©ná £astica s vlnovou funkciou normovanou na kone£ný interval d¨ºky
L je vo v²eobecnosti v £ase t = 0 popísaná vlnovým balíkom

∑
n cnΨpn ,
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kde stav s ostrou hodnotou hybnostiΨpn = eipnx/ℏ/
√
L a pn = 2πℏ

L
n, n ∈

Z. V tejto otázke uvaºujeme, ºe spomínaný balík sa redukuje na

Ψ(x) =
i√
8

ei qx/ℏ√
L

+
2 + i√

8

ei 2qx/ℏ√
L

+
1 + i

4

ei 4qx/ℏ√
L

+
1− i

4

ei 7qx/ℏ√
L

kde hybnos´ q ̸= 0 je nejakým celo£íselným násobkom 2πℏ
L
.

V stave Ψ sme namerali hybnos´ £astice 7q. Na tejto istej £astici
budeme potom mera´ energiu. S akou pravdepodobnos´ou akú energiu
nameriame, ak £astica má hmotnos´ m ?

58. Vo©ná £astica s vlnovou funkciou normovanou na kone£ný interval d¨ºky
L je vo v²eobecnosti v £ase t = 0 popísaná vlnovým balíkom

∑
n cnΨpn ,

kde stav s ostrou hodnotou hybnostiΨpn = eipnx/ℏ/
√
L a pn = 2πℏ

L
n, n ∈

Z. V tejto otázke uvaºujeme, ºe spomínaný balík sa v £ase t = 0 re-
dukuje na

Ψ(x) =
1 + i

2

ei 4qx/ℏ√
L

+
1− i

2

ei 7qx/ℏ√
L

kde hybnos´ q ̸= 0 je nejakým celo£íselným násobkom 2πℏ
L
.

Napí²te, ako vyzerá Ψ(x, t) v neskor²om £ase t > 0 pre £asticu s
hmotnos´ou m .

59. Vo©nej £astici s hmotnos´ou m sme pri meraní hybnosti zistili hybnos´
p. Potom sme jej merali energiu. �o moºno poveda´ o výsledku tohto
merania?
Uvaºujme takú istú £asticu, tieº jej najprv meriame hybnos´ a potom
energiu, pri£om je známe, ºe jej bola odmeraná 4-krát vä£²ia energia ako
prvej £astici. Z týchto údajov na£rtnite reálnu £as´ vlnovej funkcie prvej
a druhej £astice po meraní energie s dôrazom na to, aby ste správne
zakreslili, ako sa lí²ia vlnové d¨ºky v ná£rtkoch.

60. Vo©ná £astica je popísaná ako vlnový balík Ψ(x) =
∫
c(k) eikx dk s

gaussovsky rozloºenou hybnos´ou c(k) = Ae−(k−k0)2/(2∆k2), kde A, k0 >
0 a ∆k > 0 sú kon²tanty a ∆k ≪ k0. Bez po£ítania na£rtnite tvar
reálnej £asti vlnovej funkcie Ψ(x). Odpove¤ vysvetlite. �o sa zmení na
ná£rtku pre t > 0?
Zmení sa nie£o na oboch ná£rtkoch ReΨ(x) (pre t = 0) a aj ReΨ(x, t)
pre t > 0, ak k0 zmení znamienko? Ak áno, prekreslite a vysvetlite.
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�ASTICA NA ÚSE�KE

61. Uvaºujme £asticu viazanú na úse£ke d¨ºky L.
Napí²te hamiltonián pre tento jednoduchý systém a na£rtnite, ako vy-
zerá jeho potenciál V (x) .

62. Uvaºujme £asticu viazanú na úse£ke d¨ºky L.
Ur£te, £i existujú viazané, resp. rozptylové stavy pre takýto jednoduchý
systém. Odpove¤ zdôvodnite na základe kritérii pre existenciu týchto
stavov z vlastností potenciálu. �Existujú�/�Neexistujú� nesta£í.

63. Uvaºujme £asticu viazanú na úse£ke d¨ºky L.
Napí²te a zárove¬ na£rtnite, ako vyzerajú vlnové funkcie stacionárnych
stavov takejto £astice. Normovaciu kon²tantu si netreba pamäta´, sta£í
ju zapísa´ jednoducho ako A.
Ktorá z týchto funkcií odpovedá základnému stavu? Ktoré funkcie od-
povedajú prvým dvom najniº²ím excitovaným stavom?

64. Je moºné ma´ na úse£ke viazanú £asticu v stacionárnom stave s kvan-
tovým £íslom n = 0 ? Odpove¤ zdôvodnite.
Predpokladáme ²tandardnú de�níciu tohto kvantového £ísla ako aj sta-
cionárnych stavov, ako bolo na predná²ke a je aj v Zelenej u£ebnici.

65. Uvaºujme £asticu viazanú na úse£ke d¨ºky L. Napí²te vlnovú funkciu
základného stavu £astice. Výpo£tom ur£te normovaciu kon²tantu.

66. Uvaºujme £asticu viazanú na úse£ke d¨ºky L.
Napí²te vlnovú funkciu excitovaného stavu £astice s kvantovým £íslom
n . (Nevadí, ak si nepamätáte normovaciu kon²tantu.) Ukáºte, ºe vyho-
vuje bez£asovej Schrödingerovej rovnici a z tohto výpo£tu ur£te energiu
£astice v tomto stave. Aká vychádza závislos´ na n ?
Moºno z výsledku vidie´, £i bude ma´ £astica tendenciu roztlá£a´ alebo
s´ahova´ úse£ku, na ktorú je viazaná?

67. Ako závisia diskrétne hodnoty energie £astice viazanej na úse£ke d¨ºky
L od kvantového £ísla n ? Netreba reprodukova´ celý vzorec so v²etkými
kon²tantami. Sta£í správne napísa´ závislos´ na kvantovom £ísle n.
Na£rtnite, ako na n závisia rozostupy jednotlivých energetických hla-
dín a porovnajte to s ná£rtkami rozostupov hladín pre elektrón v atóme
vodíka a pre harmonický oscilátor.
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68. Energia základného stavu £astice na úse£ke je 5 eV. Aké je energia
prvého a druhého excitovaného stavu?
Detekujeme vlnové d¨ºky ºiarenia odpovedajúceho prechodom £astice z
2. na 1. excitovaný stav, a z 1. excitovaného na základný stav. Ktorému
z týchto prechodov odpovedá £iara s vä£²ou vlnovou d¨ºkou? Aký je
pomer týchto vlnových d¨ºok?

69. Energia druhého excitovaného stavu £astice na úse£ke je 12 eV. Je nie-
ktorá z emisných spektrálnych £iar £astice vo vidite©nej oblasti spektra?

70. Uvaºujme £asticu viazanú na úse£ke d¨ºky L.
Vypo£ítajte, v akom pomere sú energie fotónov vyºiarených
(i) pri prechode £astice z druhej excitovanej na prvú excitovanú hladinu
(ii) a pri prechode £astice z prvej excitovanej na základnú hladinu.

71. Máme £asticu viazanú na úse£ke d¨ºky L. Správne normované vlnové
funkcie stacionárnych stavov £astice ozna£me Φn(x).
�astica je v stave Ψ, v ktorom pri meraní energie nameriame vºdy
iba jednu z dvoch najniº²ích energií, pri£om energiu základného stavu
nameriame rovnako £asto ako energiu prvého excitovaného stavu. Na-
vrhnite správne normovanú vlnovú funkciu stavu Ψ ako superpozíciu
vlnových funkcií Φn(x) .
(Úloha má ve©a rie²ení.)
Aká je stredná hodnota merania polohy £astice v stavoch Φn ?
Urobte predpove¤ pre strednú hodnotu merania polohy £astice vo£i
stredu úse£ky vo vami navrhovanom stave Ψ . Bude táto stredná hod-
nota men²ia, vä£²ia alebo rovná L/2 ? (Odpove¤ vysvetlite.)

72. Máme £asticu viazanú na úse£ke d¨ºky L. Správne normované vlnové
funkcie stacionárnych stavov £astice ozna£me Φn(x).
V £ase t = 0 je £astica je v stave Ψ, v ktorom pri meraní energie
nameriame vºdy iba jednu z dvoch najniº²ích energií, pri£om energiu
základného stavu nameriame dvakrát £astej²ie neº energiu prvého exci-
tovaného stavu. Navrhnite správne normovanú vlnovú funkciu stavu Ψ
ako superpozíciu vlnových funkcií Φn(x) .
(Úloha má ve©a rie²ení.)
Aká je stredná hodnota merania energie £astice v stave Ψ ? (Vyjadrite
ju ako násobok energie základného stavu a svoju odpove¤ vysvetlite.)
Aká vlnová funkcia bude popisova´ túto £asticu v £ase t > 0 ?
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73. Máme £asticu viazanú na úse£ke d¨ºky L. Vlnové funkcie stacionárnych
stavov £astice ozna£me Φn(x).
Na£rtnite, ako vyzerá funkcia |Φ2(x)|2 a vysvetlite jej fyzikálny vý-
znam. Bez podrobného výpo£tu, len na základe gra�ckých argumentov
urobte predpove¤ pre najpravdepodobnej²iu polohu £astice, najmenej
pravdepodobnú polohu a strednú hodnotu merania polohy £astice v
stave Φ2(x).
Bez podrobného výpo£tu, len na základe gra�ckých argumentov zo-
ra¤te pod©a ve©kosti pravdepodobnosti nájs´ £asticu (i) v prvej tretine
úse£ky, (ii) v druhej tretine úse£ky, (iii) v tretej tretine úse£ky.

74. Máme £asticu viazanú na úse£ke d¨ºky L. Vlnové funkcie stacionárnych
stavov £astice ozna£me Φn(x).
Na£rtnite, ako vyzerá funkcia |Φ5(x)|2 a vysvetlite jej fyzikálny vý-
znam. Na základe gra�ckých argumentov urobte predpove¤ pre naj-
pravdepodobnej²iu polohu £astice, najmenej pravdepodobnú polohu a
strednú hodnotu merania polohy £astice v stave Φ5(x).

75. Máme £asticu viazanú na intervale (0, L) na reálnej osi. Správne nor-
mované vlnové funkcie stacionárnych stavov £astice ozna£me Φn(x).
Na základe gra�ckých argumentov navrhnite vlnovú funkciu Ψ(x) ako
jednoduchú, správne normovanú superpozíciu stavov Φn , takú, ºe v
stave Ψ bude ur£ite stredná hodnota merania polohy £astice x > L/2 .

76. �astica na úse£ke je v stave popísanom vlnovou funkciou Ψ(x) =
Ax(L − x) . �o by ste povedali na otázku, akú má £astica energiu.
Odpove¤ podrobne vysvetlite.
�o by ste povedali na otázku, akú energiu jej nameriame?

77. �astica na úse£ke je v stave popísanom vlnovou funkciou Ψ(x) =
Ax(L − x) . �o by ste povedali na otázku, (i) akú energiu (spome-
dzi spektra hamiltoniánu) jej ur£ite neodmeriame pri meraní energie a
(ii) akú energiu jej odmeriame so zanedbate©nou pravdepodobnos´ou?
Odpovede podrobne vysvetlite.

78. Tri identické (principiálne nerozoznate©né) a vzájomne neinteragujúce
£astice sú viazané na úse£ku. Spin £astíc je 1/2 , sú to teda fermióny.
Pre takéto £astice platí Pauliho vylu£ovací princíp.
Systém sa nachádza v základnom stave. Aké sú kvantové £ísla obsade-
ných jedno£asticových stavov?
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Aká je degenerácia tohto stavu?
Aká je energia tohto stavu ako násobok E1 , energie základného stavu
jednej £astice?
Aká je energia prvého excitovaného stavu spomínaných troch £astíc?

79. Tri identické (principiálne nerozoznate©né) a vzájomne neinteragujúce
£astice sú viazané na úse£ku. Spin £astíc je 0 , sú to teda bozóny. Pre
takéto £astice neplatí Pauliho vylu£ovací princíp.
Systém sa nachádza v základnom stave. Aké sú kvantové £ísla obsade-
ných jedno£asticových stavov?
Aká je degenerácia tohto stavu?
Aká je energia tohto stavu ako násobok E1 , energie základného stavu
jednej £astice?
Aká je energia prvého excitovaného stavu spomínaných troch £astíc?
Ako sa zmenia tieto energie (ak vôbec) pre fermióny?

80. Uvaºujme systém mnohých neinteragujúcich fermiónov. Ide o uºito£ný
model pre opis vodivostných elektrónov v kove.
Vysvetlite, £o je energia základného stavu tohto systému a £o je jeho
Fermiho energia. Ktorá z týchto energií je vä£²ia?

JEDNODUCHÝ HARMONICKÝ OSCILÁTOR

81. Uvaºujme jednoduchý kvantový harmonický oscilátor s fyzikálnymi pa-
rametrami m a ω.
Napí²te hamiltonián pre tento jednoduchý systém a na£rtnite, ako vy-
zerá jeho potenciál V (x) .

82. Uvaºujme jednoduchý kvantový harmonický oscilátor.
Ur£te, £i existujú viazané, resp. rozptylové stavy pre takýto jednoduchý
systém. Odpove¤ zdôvodnite pod©a kritérii pre existenciu týchto stavov
z vlastností potenciálu. Samotné �Existujú�/�Neexistujú� nesta£í.

83. Uvaºujme jednoduchý kvantový harmonický oscilátor.
Ako závisia jeho energetické hladiny od kvantového £ísla n ?
Aká je degenerácia týchto hladín?
Na£rtnite, ako na n závisia rozostupy jednotlivých energetických hla-
dín a porovnajte to s ná£rtkami rozostupov hladín pre elektrón v atóme
vodíka a pre £asticu viazanú na úse£ke.
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84. Uvaºujme kvantový harmonický oscilátor.
Energia 1. excitovaného stavu je 6 eV. Ur£te energie druhého a tretieho
excitovaného stavu.

85. Uvaºujme súbor ve©a identických kvantových harmonických osciláto-
rov, kaºdý s tými istými fyzikálnymi parametrami m a ω. Oscilátory
sú vzbudené do rôznych excitovaných stavov a pri prechodoch na niº²ie
hladiny vyºarujú prebyto£nú energiu.
Ur£te najmen²iu energiu ºiarenia v emisnom spektre oscilátorov.

86. Uvaºujme kvantový harmonický oscilátor. V akom pomere sú energie
fotónov odpovedajúcich
(i) prechodom z druhej excitovanej hladiny na základnú hladinu, a
(ii) prechodom z prvej excitovanej hladiny na základnú hladinu.

87. Uvaºujme jednoduchý kvantový harmonický oscilátor.
Gra�cky na£rtnite tvar vlnovej funkcie základného stavu. Výpo£tom
alebo na základe jednoduchých gra�ckých argumentov ur£te najprav-
depodobnej²iu polohu a strednú hodnotu merania polohy oscilátora v
tomto stave.
�o by ste povedali na otázku, aká je najmenej pravdepodobná poloha
oscilátora?

88. Uvaºujme jednoduchý kvantový harmonický oscilátor.
Gra�cky na£rtnite tvar vlnovej funkcie prvého excitovaného stavu. Vý-
po£tom alebo na základe jednoduchých gra�ckých argumentov ur£te
strednú hodnotu merania polohy oscilátora v tomto stave.
Vá² ná£rtok vlnovej funkcie by mal ma´ jedno minimum a jedno maxi-
mum. Aký je ich fyzikálny význam, £o je tam maximálne, resp. mini-
málne?
�o by ste povedali na otázku, aká je najmenej pravdepodobná poloha
oscilátora?

89. Uvaºujme kvantový jednoduchý harmonický oscilátor (JHO).
Na£rtnite vlnovú funkciu jeho základného stavu Φ0(x) a prvého excito-
vaného stavu Φ1(x) v £ase t = 0. Na základe jednoduchých gra�ckých
argumentov ukáºte, kde je najpravdepodobnej²ie nájs´ oscilátor v zá-
kladnom stave.
Zmení sa táto predpove¤ pre prvý excitovaný stav?
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Ako budú vyzera´ Φ0(x) a Φ1(x) v £ase t > 0? Aký pohyb koná JHO
v týchto dvoch stavoch? Kmitá?
Dá sa poveda´, ºe JHO s vä£²ou energiou (v stave Φ1 v porovnaní so
stavom Φ0 ) �je ¤alej od stredu�? V akom zmysle? Vzdiali sa stredná
poloha oscilátora od stredu? Ktorá veli£ina pod©a vás charakterizuje
vzdialenos´ JHO od stredu?

90. Moºno vybra´ komplexné £ísla c0 a c2 tak, aby v stave popísanom vl-
novou funkciou Ψ(x) = c0Φ0(x) + c2Φ2(x) kmitala stredná hodnota
polohy x(t) jednoduchého harmonického oscilátora? Φ0 a Φ2 sú vlnové
funkcie základného a druhého excitovaného stavu.
Ak áno, pre ktoré hodnoty c0 a c2 bude amplitúda kmitov maximálna?
Ak nie, vysvetlite, pre£o nie.

91. Uvaºujme kvantový harmonický oscilátor.
Vlnové funkcie stacionárnych stavov oscilátora ozna£me Φn(x).
Bez podrobného výpo£tu, len na základe gra�ckých argumentov na-
vrhnite vlnovú funkciu Ψ(x) ako jednoduchú, správne normovanú su-
perpozíciu stavov Φn(x) , takú, ºe v stave Ψ(x) bude ur£ite stredná
hodnota merania výchylky oscilátora záporná.

92. Jednoduchý kvantový harmonický oscilátor je charakterizovaný para-
metrami potenciálu m a ω . Kvôli jeho kvantovej povahe je pri jeho
popise dôleºitá aj kon²tanta ℏ. Ukáºte rozmerovou analýzou, aká kom-
binácia uvedených troch parametrov dáva d¨ºkový rozmer, a teda ty-
pickú výchylku kvantového oscilátora.

93. Uvaºujme kvantový harmonický oscilátor v stacionárnom stave Φn(x).
Napí²te vz´ah, ktorý vyjadruje pravdepodobnos´ nájs´ oscilátor v tomto
stave vychýlený v polohe, ktorá nie je klasicky dovolená (je mimo in-
tervalu ohrani£eného klasickou amplitúdou).
Integrál netreba po£íta´; sta£í správne ur£i´ jeho hranice a vysvetli´, £i
táto pravdepodobnos´ je nula alebo môºe by´ aj rôzna od nuly.

ATÓM VODÍKA

94. �o to znamená, ºe potenciál je sféricky symetrický?
Ktorá z jednoduchých sústav, ktoré sme ²tudovali na kvantovej mecha-
nike, mala sféricky symetrický potenciál?
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V akom tvare nachádzame vlnové funkcie stacionárnych stavov Ψ(r⃗) =
Ψ(r, θ, ϕ) vo sféricky symetrickom potenciáli?

95. Vysvetlite, pod©a £oho vieme, ºe môºeme elektrón viazaný v atóme
vodíka popisova´ nerelativisticky. Je to preto, ºe jeho rýchlos´ v atóme
vodíka je ove©a men²ia ako c ?

96. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Jadro (protón) povaºujeme za ne-
kone£ne ´aºké.
Napí²te hamiltonián pre tento jednoduchý systém a v obrázku s pome-
novanými osami na£rtnite, ako vyzerá jeho potenciál V (r) .

97. Uvaºujme ionizovaný atóm hélia s jediným elektrónom. Jadro (2 pro-
tóny a 2 neutróny) povaºujeme za nekone£ne ´aºké.
Napí²te potenciál V (r⃗) vystupujúci v hamiltoniáne pre elektrón v ta-
komto systéme.
Napí²te hodnoty energetických hladín elektrónu ako násobky energie
základného stavu elektrónu v atóme vodíka E1 .

98. Uvaºujme elektrón elektricky pri´ahovaný ku kladnému nekone£ne ´aº-
kému jadru atómu vodíka.
Ur£te, pre aké energie elektrónu existujú viazané stavy tohoto systému,
a pre aké energie existujú rozptylové stavy. Energie viazaných stavov
konkretizujte.
Odpove¤ zdôvodnite na základe kritérii pre existenciu týchto stavov z
vlastností potenciálu. Samotný interval energií ako odpove¤ nesta£í.

99. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka.
Ako závisí energia viazaných stavov od hlavného kvantového £ísla n ?
Na£rtnite, ako na n závisia rozostupy jednotlivých energetických hla-
dín a porovnajte to s ná£rtkami rozostupov hladín pre £asticu viazanú
na úse£ke a pre harmonický oscilátor.

100. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Energia základného stavu je −13.6 eV.
Ur£te energiu prvého a druhého excitovaného stavu.

101. Uvaºujme termalizovaný súbor mnohých atómov vodíka (riedky plyn).
Jednotlivé atómy sú vzbudené do rôznych excitovaných stavov a pri
preskokoch na niº²ie hladiny vyºarujú prebyto£nú energiu.
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Ur£te maximálnu a minimálnu energiu ºiarenia v emisnom spektre také-
hoto plynu. Pri akej teplote kBT (v jednotkách eV, kB je Boltzmannova
kon²tanta) prestávame vidie´ emisné spektrum?
Pripome¬me, ºe energia základného stavu je −13.6 eV.

102. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka.
V akom pomere sú energie fotónov odpovedajúcich
(i) prechodom z druhej excitovanej hladiny na základnú hladinu, a
(ii) prechodom z prvej excitovanej hladiny na základnú hladinu.

103. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka.
Aké kvantové £ísla popisujú stacionárne stavy elektrónu?
Ur£te hodnoty, ktoré môºu tieto £ísla nadobúda´.

104. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka.
V akom separovanom tvare nachádzame vlnové funkcie stacionárnych
stavov elektrónu?
V odpovedi je dôleºité napísa´, ktorá funkcia závisí od akých premen-
ných, a od akých kvantových £ísiel.
Pre ktoré stacionárne stavy je celková vlnová funkcia sféricky symet-
rická (nezávisí na uhloch)?

105. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Elektrón je v základnom stave.
Aké sú jeho moºné kvantové £ísla?
Aká je uhlová závislos´ vlnovej funkcie elektrónu?
Aká je degenerácia tohto stavu, ak zoberieme do úvahy aj spinové
stupne vo©nosti elektrónu?

106. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Elektrón je v 1. excitovanom stave.
Aké sú jeho moºné kvantové £ísla?
Aká je degenerácia tohto stavu, ak zoberieme do úvahy aj spinové
stupne vo©nosti elektrónu?

107. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Elektrón je v základnom stave.
Aká je predpove¤ kvantovej mechaniky pre strednú hodnotu merania
súradnice x elektrónu v tomto stave?
Odpove¤ zdôvodnite slovne £i výpo£tom, nesta£í napísa´ iba hodnotu x.

108. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Elektrón je v základnom stave.
Aká je predpove¤ kvantovej mechaniky pre strednú hodnotu merania
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polohy elektrónu v tomto stave?
Odpove¤ zdôvodnite slovne alebo výpo£tom, nesta£í napísa´ iba hodnotu
r⃗ = (x, y, z) .

109. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Elektrón je v základnom stave.
Predpokladajme, ºe máme ve©a takýchto atómov, a na kaºdom raz zme-
riame polohu elektrónu. Výsledok merania polohy pokaºdé vynesieme
do 3-rozmerného obrázku ako drobnú bodku. Po mnohých meraniach
dostaneme z bodiek oblak.
Aký tvar bude ma´ tento oblak? Bude ma´ napr. ostrú hranicu? Bude
nejako splo²tený alebo vykazova´ iný výnimo£ný smer?
V ktorej oblasti bude oblak najhustej²í?
Aká je predpove¤ kvantovej mechaniky pre najpravdepodobej²iu hod-
notu merania polohy elektrónu v základnom stave atómu vodíka?

110. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Elektrón je v základnom stave.
Aká je predpove¤ kvantovej mechaniky pre strednú hodnotu merania
hybnosti (px, py, pz) elektrónu v tomto stave?
Odpove¤ zdôvodnite.

111. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Elektrón je v základnom stave.
Aká je predpove¤ kvantovej mechaniky pre meranie orbitálneho mo-
mentu hybnosti L2 a jeho priemetu Lz elektrónu v tomto stave?
Môºe by´ elektrón e²te aj v nejakom inom fyzikálne odli²nom stave, v
ktorom budú rovnaké predpovede pre jeho L2 a Lz ?
Obe odpovede zdôvodnite.
Moºno predpoveda´ aj výsledok merania Lx alebo Ly ?

112. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Elektrón je v 1. excitovanom stave.
Aká je predpove¤ kvantovej mechaniky pre výsledok merania orbitál-
neho momentu hybnosti L2 a jeho priemetu Lz elektrónu v tomto
stave?
Odpove¤ zdôvodnite.
Aké hodnoty moºno namera´, ak meriame Lx alebo Ly ?

113. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Elektrón je v 1. excitovanom stave.
Navrhnite jeho vlnovú funkciu v termínoch radiálnych a uhlových fun-
kcií (netreba ich explicitne vypisova´), prípadne ich superpozície, s dô-
razom na ich správne kvantové £ísla, a to tak, aby stredná hodnota
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merania Lz elektrónu bola ℏ.
Je moºné poºadova´ aj iné hodnoty pre Lz ? Je Lz kvantovaná, alebo
môºe nadobúda´ spojité hodnoty? Ak spojité, ako sa to dá dosiahnu´?

114. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Elektrón je v 1. excitovanom stave.
Navrhnite jeho vlnovú funkciu v termínoch radiálnych a uhlových fun-
kcií (netreba ich explicitne vypisova´), prípadne ich superpozície, s dô-
razom na ich správne kvantové £ísla, a to tak, aby stredná hodnota
merania Lz elektrónu bola −ℏ/2.
Je moºné poºadova´ aj iné hodnoty Lz pre takto zadaný elektrón? Je
Lz kvantovaná, alebo môºe nadobúda´ spojité hodnoty?

115. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka.
Navrhnite jeho vlnovú funkciu v termínoch radiálnych a uhlových fun-
kcií (netreba ich explicitne vypisova´), prípadne ich superpozície, s dô-
razom na ich správne kvantové £ísla, a to tak, aby stredná hodnota
merania Lz elektrónu bola 5

4
ℏ.

Aké energie moºno namera´ elektrónu, ktorého vlnovú funkciu ste na-
vrhli?

116. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Elektrón je v základnom stave.
Aký je priebeh hustoty pravdepodobnosti nájs´ takýto elektrón vo
vzdialenosti r od jadra? Odpove¤ na£rtnite na obrázku s pomeno-
vanými osami.
Kde bude pravdepodobnej²ie nájs´ elektrón: vo vzdialenosti r = a
alebo r = 3a ? Odpove¤ vysvetlite. V oboch prípadoch predpokladáme
výskyt v tenkej gu©ovej vrstvi£ke rovnakej hrúbky a daného polomeru.

117. Uvaºujme elektrón v atóme vodíka. Elektrón je v základnom stave.
Výpo£tom odhadnite, ko©kokrát pravdepodobnej²ie je nájs´ elektrón v
gu©ovej vrstvi£ke o polomere a ako v rovnako tenkej gu©ovej vrstvi£ke
o polomere 3a. (Jadro je v strede kaºdej vrstvi£ky.)
Na akú maximálnu vzdialenos´ sa môºe tento elektrón vzdiali´ od jadra?

SPIN

118. Elektróny s náhodne orientovanými spinmi prechádzajú cez Sternov-
Gerlachov prístroj s nehomogénnym magnetickým po©om v smere osi
z. Aké hodnoty Sz nameriame prístrojom?
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�o sa zmení na Va²ej odpovedi, ak vyletujúcim elektrónom postavíme
do cesty druhý taký istý SG prístroj? (na£rtnite obrázok)
Napí²te, aký operátor odpovedá meranej fyzikálnej veli£ine. Aké sú
jeho vlastné stavy vo v²eobecnom formalizme a im prislúchajúce vlastné
hodnoty?
Aké sú spinové stavy elektrónov po meraní (teda po prechode cez tento
SG prístroj) v spinorovej reprezentácii?
Odvo¤te tvar týchto spinorov (po meraní) z vlastností matice Sz, ktorú
prira¤ujeme operátoru Ŝz .

119. Elektróny v spinovom stave
(
0
1

)
prechádzajú cez Sternov-Gerlachov

prístroj s nehomogénnym magnetickým po©om v smere osi z. Aké hod-
noty Sz a s akými pravdepodobnos´ami nameriame prístrojom?
Aká je stredná hodnota merania Sz na týchto elektrónoch? Aká je
neur£itos´ ∆Sz tohto merania?

120. Elektróny v spinovom stave
(
a
b

)
, kde a, b ̸= 0 , prechádzajú cez Sternov-

Gerlachov prístroj s nehomogénnym magnetickým po©om v smere osi
z. Aké hodnoty Sz a s akými pravdepodobnos´ami nameriame prístro-
jom?
Aká je stredná hodnota merania Sz na týchto elektrónoch?
Aká je normovacia podmienka pre a a b ? (Musí by´ normovacia pod-
mienka splnená, ak chceme správne zodpoveda´ túto otázku?)

121. Elektróny v spinovom stave A
(

1
−1

)
, kde A je normovacia kon²tanta,

prechádzajú cez Sternov-Gerlachov prístroj s nehomogénnym magne-
tickým po©om v smere osi z. Aká je stredná hodnota merania Sz na-
meraná prístrojom po prechode mnohých elektrónov?
Aké je S2

z a ∆Sz ? Dávajú va²e odpovede zmysel?

122. Elektróny v spinovom stave A
(
i
3

)
, kde A je normovacia kon²tanta,

prechádzajú cez Sternov-Gerlachov prístroj s nehomogénnym magne-
tickým po©om v smere osi z. Aká je stredná hodnota merania Sz na-
meraná prístrojom po prechode mnohých elektrónov?

123. Elektróny v spinovom stave
(
0
1

)
prechádzajú cez Sternov-Gerlachov

prístroj s nehomogénnym magnetickým po©om v smere osi x. Aká ma-
tica odpovedá operátoru Sx ?
Aká je stredná hodnota merania Sx nameraná prístrojom po prechode
mnohých elektrónov?
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124. Elektróny v spinovom stave 1√
2

(
1
−1

)
prechádzajú cez Sternov-Gerlachov

prístroj s nehomogénnym magnetickým po©om v smere osi x. Aká ma-
tica odpovedá operátoru Sx ?
Aká je stredná hodnota merania Sx nameraná prístrojom po prechode
mnohých elektrónov?

125. Elektróny v spinovom stave A
(
i
3

)
, kde A je normovacia kon²tanta,

prechádzajú cez Sternov-Gerlachov prístroj s nehomogénnym magne-
tickým po©om v smere osi x. Aká je stredná hodnota merania Sx

nameraná prístrojom po prechode mnohých elektrónov?
Vypo£ítajte strednú kvadratickú odchýlku merania Sx a vysvetlite,
pre£o pri výpo£te vychádza jednoduchý výsledok pre S2

x .

126. Elektrón v spinovom stave A
(
3
4i

)
, kde A je normovacia kon²tanta,

prechádza cez Sternov-Gerlachov prístroj s nehomogénnym magnetic-
kým po©om v smere osi x.
S akou pravdepodobnos´ou mu prístrojom nameriame Sx = +ℏ/2 ?
S akou pravdepodobnos´ou mu prístrojom nameriame Sx = −ℏ/2 ?
Pouºite tieto pravdepodobnosti na vypo£ítanie strednej hodnoty Sx

a strednej kvadratickej odchýlky ∆Sx . Vysvetlite, pre£o pri výpo£te
vychádza jednoduchý výsledok pre S2

x .

127. Elektróny v spinovom stave
(
a
b

)
prechádzajú cez Sternov-Gerlachov

prístroj s nehomogénnym magnetickým po©om v smere osi z. Navrhnite
kon²tanty a a b (vrátane správneho normovania), aby bola stredná
hodnota merania Sz rovná ℏ/4.

128. Elektróny v spinovom stave 1√
7

(
1+2i
1−i

)
prechádzajú cez Sternov-Gerlachov

prístroj s nehomogénnym magnetickým po©om v smere osi z. Vypo£í-
tajte, v akom pomere budú intenzity zväzkov (t.j. po£ty elektrónov vo
zväzkoch) po prechode prístrojom.

PORUCHOVÁ TEóRIA

129. Napí²te vz´ah pre korekciu energie n-tej hladiny v prvom ráde poru-
chovej teórie a vysvetlite význam napísaných symbolov.
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130. Atóm vodíka v základnom stave umiestnime do kon²tantného vonkaj-
²ieho elektrického po©a E⃗ext v smere osi z. Napí²te poruchový hamil-
tonián odpovedajúci pôsobeniu po©a na elektrón1 a ur£te korekciu k
energii elektrónu v prvom ráde poruchovej teórie.

131. Uvaºujme £asticu viazanú na úse£ke d¨ºky L.
Gra�cky navrhnite tvar dodato£ného (poruchového) hamiltoniánu pô-
sobiaceho na túto £asticu, aby bola korekcia k energii základného stavu
v prvom ráde poruchovej teórie nulová. Svoju odpove¤ zdôvodnite.

132. Uvaºujme £asticu viazanú na úse£ke d¨ºky L.
Gra�cky navrhnite tvar dodato£ného (poruchového) hamiltoniánu pô-
sobiaceho na túto £asticu, aby bola korekcia k energii základného stavu
v prvom ráde poruchovej teórie vä£²ia ako korekcia k energii prvého
excitovaného stavu. Svoju odpove¤ zdôvodnite.

133. Uvaºujme £asticu viazanú na úse£ke d¨ºky L.
Na £asticu pôsobí poruchový hamiltonián popísaný spojitou funkciou,
ktorá je nulová na koncoch úse£ky, pre x ∈ (0, L) je kladná a má jedno
výrazné maximum v strede úse£ky. Vysvetlite, akým spôsobom sa zmení
emisná £iara odpovedajúca prechodu £astice z prvého excitovaného do
základného stavu po zapnutí tejto poruchy.

1Vz´ah medzi elektrostatickým potenciálom ϕ a intenzitou elektrického po©a E⃗ je

E⃗ = −∇⃗ϕ.
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