Uloha: valiaci sa valec.

Toto je podrobne spracovana argumentacia, ze postup, ktory sme na
cviCeniach poéuzivali intuitivne, je opravneny.
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kona postupny aj rotacny pohyb

laboratérna sustava spojena s naklonenou rovinou je inercialna
v lab. sustave neexistuje pevna os, okolo ktorej by valec rotoval
preto treba postup poriadnejSie predumat, lebo vzorec pre
moment hybnosti rotujuceho telesa Jw sme odvodili pre teleso
rotujuce okolo pevnej osi.



moment hybnosti je veliCina, definovana vzhfadom na nejaky zvoleny
bod

momenty hybnosti voCi dvom réznym bodom vo vSeobecnosti nie su
rovnake

moment hybnosti je dolezity napriklad kvoli zakonu zachovania
momentu hybnosti

zakon zachovania obsahuje v sebe to, ze moment hybnosti sa
vypocCitava v r6znych okamihoch a ma vyjst to isté

ale vtedy treba v tych ré6znych okamihoch vycCislovat moment hybnosti
voci tomu istému bodu, teda stojacemu bodu v suradnicove;
sustave, kde to celé rieSim

moment hybnosti je stavova veliCina, ked poznam pre nejaky okamih
hodnoty premennych, ktoré definuju stav, potom pomocou tych
premennych sa musi dat’ vyjadrit aj moment hybnosti v danom
okamihu



stav tuhého telesa je urCeny takto

* poloha 7 nejakého jeho referencného bodu

« rychlost ¢ toho referenéného bodu

» natoCenie telesa voci referenénému natoCeniu dané nejakou rotacnou
maticou

 uhlova rychlost telesa w

Uhlova rychlost’ w je nezavisla na vol'be referenéného bodu, pre jej
uréenie netreba volit’ ziadnu ,,0s rotacie“, je jednoznaéne urcena stavom
telesa.

Jej vyznam je takyto U= i F 4w x Tl

Dobra rada: ak tomu nieco nebrani,

= I zvol'te sa za referencny bod t'azisko




Dokaz, ze uhlova rychlost’ nezavisi na volbe referencného bodu

« Cierny bod je pocCiatok suradnicovej sustavy

7 « Cerveny bod je lubovolny bod telesa
« zelené body su dva rézne zvolené
> referencné body telesa
RIQ
T

Teleso je tuhé, takze vektory 4, 7, pri pohybe
telesa nemenia svoju velkost, iba smer, teda
rotuju. Rychlost Ccerveného bodu vyjedrime raz
R odvolavajuc sa na prvy a raz na druhy
referencny bod. Dostaneme:

o]l
=l

??:R1+@'1X??1:R2+072X?72

Rychlost zeleného bodu 2 sa da vyjadrit pomocou refferencného bodu 1, teda
Ry = Ry + Wy X 72

F:R1+061X7?1:R1+Q71XF12+QQX7?2:R1+Q1X(T_"l—FQ)‘I—CSQXFQ

Porovnanim zacdiatku a konca dostaneme w; = @,.



Plati tvrdenie (dokazme ho na dalSom slajde)

Ak vycCislujeme moment hybnosti tuhého telesa voci osi, ktora
prechadza taziskom, potom dostaneme vzorec, ktory vyjadruje
moment hybnosti pomocou w rovnakym vzorcom pre stojace a;
hybuce sa tazisko.

Moment hybnosti voci osi prechadzajlcej t'aziskom je stavova
veli¢ina vyjadrujuca sa rovnakym vzorcom zo stavovych
premennych a preto nevadi, ze ho vy€islujeme v kazdom
okamihu voci inej polohe t'aziska v laboratornej sustave.



Dokaz tvrdenia o osi, prechadzajucej taziskom

zeleny bod je tazisko
Cierny bod je pocCiatok suradnicovej sustavy
cerveny bod je i-ty bod telesa.

Moment hybnosti Cerveného bodu vzhfadom na
zeleny bod je

£ 7o) mry = 7 x m (P 4 @ x )

Celkovy moment hybnosti dostaneme sumovanim

M:Eﬂ’Xmi(f""—kwxr Emr ><T—I—E7"><mzw><'r)
i

Suma v prvej zatvorke je ale rovna nule, lebo vyjadruje v podstate
polohu taziska voci tazisku, Co je nulovy vektor. Dostaneme teda

M =7 x (m@ x 7))
Toto je ale uplne rovnaké ako vzorec pre moment hybnosti telesa rotujuceho
okolo pevnej osi prechadzajucej taziskom.



Ina dobra technika v laboratérnej sustave je vycCislovat v istom okamihu
moment hybnosti telesa voci osi, prechadzajucej bodom telesa, ktory ma v
danom momente nulovu rychlost’ v laboratérnej sustave

Vtedy dostaneme vzorec, ktory je rovnaky ako pre telseo rotujuci okolo
trvale pevnej osi, teda Jw.

A to zase vyjadruje moment hybnosti vzorcom, ktory to vyjadruje pomocou stav-
definujucich veli€in rovnako v kazdom okamihu.



Dokaz tvrdenia o osi, prechadzajucej bodom v danom okamihu nehybnym

zeleny bod je momentalne nehybny bod telesa
Cierny bod je pocCiatok suradnicovej sustavy
cerveny bod je i-ty bod telesa.

Moment hybnosti Cerveného bodu vzhfadom na
zeleny bod je

£ 7o) mry = 7 x m (P 4 @ x )

Celkovy moment hybnosti dostaneme sumovanim

M= xmi(F+& x 7)) =Y 7 x (m@ x )
) 7

Prvy scCitanec vypadol, pretoze zeleny mod je v uvazovanom
momente nehybny a teda v tom momente 7 =0

M=) 7 x(m@ x )
)
Toto je ale uplne rovnaké ako vzorec pre moment hybnosti telesa rotujuceho
okolo pevnej osi prechadzajucej uvazovanym bodom.



Prechod do neinercialnej sustavy
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Mozno najjednoduchsi trik, ak riesit’' ulohu ,valiaci sa valec”® je prechod do
neinercialnej sustavy. Nasadnem do vlaku, ktory sa hybe dolu naklonenou rovinou
tak, ze tazisko valca voci vlaku stoji. To Co uvidim z takého vlaku je rotujuci valec,
ktorého tazisko stoji ale sa otgacCa preto, Zze naklonena rovina sa pod
valcompohybuje smerom nahor a valec trenim roztaca.

Vlak je neinercialna sustava, ktora sa hybe len postupnym pohybom, nerotuje. Preto
sa v Newtonovzych rovniciach objavi jedina zotrvacna sila od postupného
zrychlenia.

Odvodime vzorce pre molment hybnosti v tejto neinercialnej sustave. V podstate
zopakujeme odvoidenie zalozené na scCitani Newtonovych rovnic pre vSetky body
telesa ale s tym, ze vo vzorcoch nbude aj zotrvacna sila.



NapiSme teraz Newtonove rovnice v neinercialnej sustave, pohybujucej sa
postupnym pohybom (bez rotacii) so zrychlenim a,. Pribudne zotrva¢na sila

27, L L
miﬁ = —m;dy + F;(75, U;) + ZFij(Ti,rj,v,,;,vj)
j#i
Zmz pTE. :—Zmz‘@’o+Zﬁi(ﬁ,6@-)+22ﬁj(ﬁ,@,@,ﬁj)
¢ y i i

Dvojita suma vnutornych sil napravo je rovna nule kvoli principu akcie a reakcie,
takZze dostaneme

Zmz dtQ — Zm(l0+ZF
Zm Uv; = —Zmiag—l—ZFi T,

Suma nalavo je sucet hybnostl vsSetkych Castic, teda celkova hybnost sustavy

Suma napravo je vektorovy sucet vSetkych vonkajSich sil a zotrvacnej sily,
teda Cosi ako celkova vonkajsSia sila, pdsobiaca na sustavu

— E m;agy + E F; (7, v;
p p



d — —
S P=F_ Mad
dt @0

, CO ta rovnica znamena, upravime preto vyraz pre

111

Pokusime sa lepSie ,precitit
celkovu hybnost

. . d B dzz z—;,
P = ;mzvz = %Zé:mm - Zi:midt Z:?T:

Ozna¢me celkovu hmotnost ststavy ako m, teda  m =) m;
a zavedme oznacenie S 1
R" = = Z m;T;
T

Symbol R* je polohovy vektor hmotného stredu (taziska) sustavy.
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Prepi§eme teraz rovnicu %]3 = F — May
— d —
vyuzijuc polohovy vektor hmotného stredu: P = mER*
d d = S
—m—R*=F — Ma,
' dt o
d? _,
mﬁR = F — MCBO

Prave sme odvodili vetu o hmotnom strede v neinerialnej sustave:

Hmotny stred sustavy sa pohybuje v uvazovanej neinercialnej sustave
akoby to bol hmotny bod, v ktorom je sustredena cela hmotnost’ systému a
posobila by nan sila rovna vektorovému suctu vSetkych vonkajsich sil
posobiacich na sustavua a celkova zotrvacna sila.



Vyuzitie techniky momentov hybnosti a sily v jednoduchej neinercialnej sustave

Vychadzajme z pohybovych rovnic pre sustavu Castic, ale najprv kazdu rovnicu
vektorovo vynasobme polohovym vektorom a az potom scitajme

Mi—y = ~mido + Fi(r, 0;) + E Fij (75,7, Ui, Uj)
0 J#i
— d r'l — — — — — — — -t — — — —
r; X mzﬁ —71; X M;ag + 1r; X F@(Ti,vi) +7r; X E F@'j ’T’@',?“j,’Ui,Uj)
J#i
— d T?,
E mxmz E miT;) X ag + E ’r%xF i, Ui) + E 7 X E F@J ’r@,frj,v%,fvj)
3 1 VE

. dzﬁc o — — oo
Z’r@-xmi 7> =—-MR xao—l—ZrixFi(m,fUi)
i

(3

d . . S Y =
aZrixmivi:—MR Xao—l—meFi(m,vi)
p -

d - S
EL:—MR*XEL’O‘F’T__}

Oproti podobnému vzorcu pre inercialnu sustavu pribudol moment
zotrvacénych sil. Vypogéita sa tak, ako keby celkova zotrvacna sila mala

posobisko v t'azisku telesa. y



