1.Zakladné poznatky o molekulach

Cielom je zopakovat zdkladné fakty o molekulach a upevnit predstavu o typickych
hodnotéch relevantnych velicin. St to N = 6.022 « 102kmol ™" ... Avogadrova

konstanta

E=1.%38x10"2J K~ =1/11600eV K~ ! ... Boltzmannova konstanta
d = 0.1nm ... typicky rozmer molekuly

(e) = 1/50eV ... typickd kin. energia molekuly

{(v) = 500ms~! ... typickd rychlost molekuly

Predstava o kilomdéle latky: chemické reakcie. Z knihy Zajac, Sebesta: Historické
pramene... Kapitola 6.7 Atomizmus chemikov.

Zékon stalych hmotnostnych pomerov (Proust) a zdkon mnoznych hmotnostnych
pomerov (Dalton). Obidvoje ukazuje na diskrétnost prirody. Inak (pri spojitej
prirode) by bolo divné, ze pomer kyslika a vodika pri vzniku vody za rdznych
podmienok je staly. Mnozné pomery: hmotnostné pomery tych istych prvkov v
roznych zlicenindch (ako metdn a etylén) st presne v pomeroch malych celych
¢isel. Molekuly vysvetluju prirodzene ako sa do hry dostévaji celé ¢isla. (Pozor:
hmotnostné pomery nie st celé ¢isla, pomery hmotnostnych pomerov su celé ¢islal)

Uloha uréenia atémovych hmotnosti ako puzzle o mnohych neznamych: ako stanovit
zédkladné hmotnostné mnozstva pre jednotlivé prvky tak, aby vSetky hmotnostné
pomery pre vSetky reakcie vychadzali ako celo¢iselné nsobky pomerov tychto hmot-
nosti. Vysvetlenie toho Ze pomery hmotnostnch pomerov sia celé ¢isla je na-
jprirodzenejsie tak, ze latky sa skladaji z molekil, ktoré sa pri roznych reakciach v
roznych kombindcidch ”pochytaji za ruky”, nikto nesmie zvysit - odtial celé ¢isla.
Najjednoduchsie zakladné chytanie je jeden jedného, a to je zdkladny hmotnostny
pomer, vSetky ostatné sa z neho daju odvodif pomocou celych ¢isel. Ale ak sa chyta
jeden jedného, potom je ich rovnaky pocet. Preto mnozstvo latky s hmotnostou
rovnou atémovej hmotnosti obsahuje rovnaky pocet atémov. Odtial sivis kilomélu
a atomovej hmotnosti.

Uloha o stanoveni atémovych hmotnosti len z hmotnostnych pomerov nie je jed-
nozna¢nd, problém je napriklad s dvojatémovostou molekil plynov. Preto su
potrebné udaje aj o objemovych pomeroch. Tu opéaf vystupuju celé ¢cisla, teraz
uz priamo objemové pomery su celé ¢isla. Fakt, ze pomery objemov plynov vs-
tupujtcich do reakcii st malé celé ¢isla vedie k hypotéze, Ze tie objemy obsahuju
celociselné nasobky poctu kilomdlov, a teda hypotéza, ze v rovnakych objemoch
plynov je rovnaky pocet molekul (Avogadro 1811).

Ak je to tak, potom z Guy-Lussacovych (1809) merani o objemovych pomeroch
vidno, ze plyny vodik a kyslik st dvojatémové: Z litra vodika a pol litra kyslika
vznikne liter vodnych par. Preto pocet ¢iastociek vodika a vzniknutej vody vody,
je rovnaky, kym pocet Ciastociek kyslika je polovicny. Riesenie dilemy je také, ze
¢iastocka kyslika sa musi dat roztrhnit na dve, aby sa kazdy vodik mohol z niekym
chytif. Preto tie ¢iastocky kyslika (molekuly) st dvojatémové.

Historicky prvy odhad velkosti Avogadrovej konstanty Loschmidtom spomenieme
pri prenosovych javoch.



Podstatné je uvedomit si rozne vzdjomné suvislosti medzi zékladnymi veli¢inami
spolu s ndvéznostou na iné poznatky so zdkladnej fyziky. (Pozri napriklad Pistt,
Zajac: O atémoch a kvantovani). Napriklad: N a d spolu stvisia cez hustotu a

mriezkova konstantu krystalov.
N a k suvisia cez hodnotu plynovej konstanty R.
N suvisi s Faradayovym nabojom a Millikanovou hodnotou naboja elektréonu.

N suvisi so vztahom kon§tanty povrchového napétia a skupenskym teplom vy-
parovania

Strednd energia molekil v plynoch suvisi s velkostou k. Je dobré zapamétaf si
velkost konStanty k vo vzfahu k eV - stvis teploty Slnka, typickych energii v
elektrénovych obaloch a konstanty k. Poznamka: tu sme sa opierali predovSetkym

o atomizmus chemikov. Neskor si v§imneme atémovia hypotézu v suvislosti s ki-
netickou tedriou plynov a tieto dva pristupy si potom treba poprepéjat. Napriklad
ze rovnakost poctu molekil v rovnakych objemoch sivisi s rovnakostou strednej
kinetickej energie molekul pri rovnakych teplotach a imernosti tlaku plynu hustote
molekil. A pod.



2.Stredné hodnoty a fluktudcie vo velkych systémoch

Cielom je ziskat predstavu o tom aké velké cisla vystupuju v statistickej fyzike.
Vhodnou literattirou je napr. berkeleysky kurz. Cisla byvaji a) normélne: 1,4, 10, 10°

b) velké: 102°,10%%,1027
c) 7strasne velké”: 1019" Logaritmus ma ti vlastnost Ze robif zo strasne velkych
¢isel velké a z velkych normélne. Predstavme si systém skladajici sa z N molekul

v nddobe pomyselne rozdelenej na dve polovice. Vysetrujme pravdepodobnost p(n)
toho, ze v lavej polovici nddoby je prdve n molekul. Plat{

p(n) = @D 2~V

Této pravdepodobnost nadobida maximum pri n = N/2. Vsimnime si ze takyto
stav pri ktorom sa v jednej polovici nddoby nachadza prave n molekil d4 realizovat
roznymi sposobmi, lisiacimi sa vyberom ktord n-tica molekil sa nachadza na tej
strane. Makroskopicky sa tieto rozne realizicie ni¢im nelisia. Hovorime Ze jeden
makrostav sa d4 realizovat pomocou velkého poc¢tu réznych mikrostavov. Ukéazeme
si, ze tento pocet mikrostavov realizujicich dany makrostav je v skuto¢nosti dokonca
"strasne velky”. Hladany pocet mikrostavov oznaéime Q(N/2). Pouzitim pribliznej

Stirlingovej formuly Inn! = nlnn — n dostaneme priblizne
InQ(N/2) = NIn2
Logaritmus po¢tu mikrostavov je teda ¢islo velké, samotny pocet je teda ¢islo

strasne velké. Poucenie: Makrostav sa d4 realizovat pomocou strasne velkého poctu
mikrostavov.Pouzitim pribliznej formuly pre faktoridl vySetrime chovanie vyrazu

p(n) v okoli n = N/2. Derivovanim podla n nijdeme koeficienty Taylorovho radu
a dostaneme

Inp(n) = In(p(N/2)) ~ 1-(n ~ N/2)"
p(n) = Coxp(- (0 — N/2))

Pravdepodobnost p(n) mé teda gaussovské rozdelenie, strednd kvadratickd odchylka
je tmernd v/N. Toto je znacéne vieobecny jav: fluktudcie byvaji tmerné odmoc-
nine velkosti systému. (Pripomienka: chyba aritmetického priemeru na praktikédch,
drdha opitého ndmornika.) Relativna odchylka preto klesd ako 1/ VN a to znamené,
ze pre velké systémy je maximum pravdepodobnosti velmi ostré. Ak sa hodnota
veli¢iny nahradi strednou hodnotou veli¢iny, neurobi sa velké chyba.



3.Nahodné veliciny

Cielom je ziskat elementarne znalosti o manipulovani s ndhodnymi veli¢inami.
Vhodnou literatirou je napr. Kvasnica: Matematicky aparat fyziky. Fyzikdlna
predstava o ndhodnej veli¢ine ako hod ihlou na jednorozmerny interval. Nutnost
uvazovat vzdy konecné i ked malé intervaly hodnot veliciny ak chceme hovorit o
pravdepodobnostiach pre spojiti veli¢inu. Hustota pravdepodobnosti :

b
pla <z <b)= / p(x)dz

Distribuénéa funkcia: ”

F(y) =p(z <vy) =/ p(z)dz

— 00
Pri viacrozmernych nahodnych veli¢indch nezabtidat na spravne pouzitie obje-
mového elementu napriklad:

R
p(r < R) := /0 p(r)2mrdr

Strednd hodnota ako vazeny priemer:
o0
T = / xp(z)dz
—0o0

Vseobecne: -
@)= [ f@pis

Specidlne variancia (stredny kvadrét odchylky):
o0
o= [ -0l
— 00
Dve ndhodné veli¢iny x,y sa nazyvaju nezavislé, ak plati
p(x,y) = pa(x)py(y)

Gaussovym rozdelenim (so strednou hodnotou p a varianciou o
lenie dané hustotou pravdepodobnosti

2 sa nazyva rozde-

1 (z — p)?
pl) = exp(— )
V2ro?
pricom plati
T=U
(r —7)2 =02

Priklad pre pouzitie ndhodnych veli¢in a sticasne uvedomenie si dolezitosti pouzitia
Statistického stiboru na reprezentaciu pravdepodobnostného popisu: opity namornik.

Pohybové rovnica pre jedného ndmornika je

Tp = Tp-1+ An

V tejto rovnici A,, je ndhodn4 veli¢ina Specifikujica vykonany n-ty krok. Z rovnice
pre jedného namornika priamo nevidime nejakii vhodnt charakteristiku na vy-
jadrenie zdkonitosti (pravda Statistickej) jeho pohybu. Ak vsak uvazujeme cely



stbor ndmornikov, pre ktorych platia rovnaké pohybové rovnice, zdkonitost Iahko
zbadame. NapiSme si tie rovnice pod seba:

_ .1 1
=Tp—1 +An

1
n
2,2 2
xn_xn—l—’—An

.

i i
=Tp_1 +An

Ak tieto rovnice s¢itame a predelime ich po¢tom, dostaneme rekurentny vztah pre
stredné hodnoty

Tp =Tt +Ap
Takémuto pocitaniu strednych hodnét, hovorime stredovanie cez stibor. Stredna
hodnota kroku je ale nulova, preto dostaneme

Tp = Tp—1

Strednd suradnica sa teda nemeni, a pretoze na zaciatku bola nulova, je nulova
stale. Pozrime sa ale ¢o dostaneme, ak rovnice umocnime na druhi a az potom
stredujeme cez stbor. Dostaneme

m = $n712 + 2‘rnflAin"' An2

V strednom ¢lene sme vzhladom na Statistickd nezévislost veli¢in # a A nahradili
stredni hodnotu sti¢inu sti¢inom strednych hodnot. Dostaneme teda

T2 =1, 12+ A2
Ak kroky si rovnako dlhé a ndhodnost je len v znamienku kroku, dostaneme zjavne
T = T + A
kde A je dlzka kroku. Bude teda
zn2 = nA?

Stredny kvadrat vzdialenosti je teda tmerny poctu krokov, ¢o je typické pre difizne
procesy. Uvedomme si aj uz spominanu analégiu s typickymi hodnotami fluktuacii
vo velkych systémoch.



4.Kineticka teéria plynov

Ustrednou témou je Maxwellovo rozdelenie rychlosti a kineticky tlak plynu na stenu
nadoby. Ukazme si najprv na demo-priklade k ¢omu efektivne vedu zrazky molekul.

Uvazujme pre jednoduchost pruzni zrazku molekuly o hmotnosti M a rychlosti V
s molekulou o hmotnosti m a rychlosti v. Pre rychlost V' molekuly M po zrdzke
Tahko odvodime zo zékonov zachovania energie a hybnosti (najlepsie prechodom do
taziskovej ststavy) Ze plat{
_M-m 2m
 M+4+m M+m
Sledujme molekulu M ako sa postupne zraza s nahodnymi molekulami m majicimi
néhodné rychlosti. A majme Statisticky sibor tychto molekil M. Vyuzitim tej istej
techniky ako pri opitom ndmornikovi dostaneme
3 (M—m)2W+ 4m? =

(M +m)? (M 4+ m)2
Lahko nahliadneme, Ze zrazky postupne vedd k dosiahnutiu rovnovazneho stavu
v ktorom pre stredny kvadrdt rychlosti molekuly M bude platit (selfkonzistentnd)
rovnica

% v

— (M -m)?— 4m? -
V2 — V2 2
(M 4+ m)? + (M+m)2v
a dostaneme
1 — 1 —
ZMV2? = Zmo?
2]\/.I'V kiad

zrazky molekil teda povedd k vyrovnaniu strednych kinetickych energii réznych
Castic.

Ocakavame teda, ze v plyne budu rychlosti molekil ndhodné veli¢iny, pricom také,
ze stredné kinetické energie molekil budi rovnaké.

VysSetrime teraz blizsie hustotu pravdepodobnosti rozdelenia rychlosti molekil v
idedlnom plyne.

Rychlost molekuly je trojrozmernd nahodnd veli¢ina

(Ve, vy, 02)
Predpokladame, ze komponenty rychlosti si navzajom nezavislé, preto sa hus-
tota pravdepodobnosti musi faktorizovat na siac¢in jednorozmernych hustot pravde-
podobnosti
P(Vzs vy, 0z) = p1(vz) p1(vy)p1(vs)
Okrem toho z rota¢nej invariantnosti vyplyva, ze (trojrozmernd) hustota pravde-

podobnosti méze zavisiet iba od rota¢ne invariantnej kombinécie premennych v, vy, v.,

teda od v? = v?2 —l—vg +v2. Toto obmedzuje mozny tvar funkcie natolko, Ze ju uréuje:
jedinou rozumnou funkciou, ktord ” prevadza stucet na su¢in“ je exponencidlna funk-
cia, preto musi platit

p(Vz, vy, v,) = c1 exp(—cav?)
kde ¢y, co st vhodné konstanty. Rozdelenie je teda gaussovské, konstanta co urcuje
velkost stredného kvadrdtu rychlosti, konStanta c¢; je normaliza¢nd konstanta.



Porovnanim napriklad vzorca pre tlak plynu s empirickou formulou (stavovou rovni-
cou) mozno ur¢it konstantu co. Z normalizdcie potom uréime c¢; a dostaneme

2
3/2e$ _ muv

G e )

Pri rieseni prikladov si treba uvedomit, ze rychlost je trojrozmerna nahodna veli¢ina.

Preto ak sa zaujimame o stredné hodnoty velkosti rychlosti, musime v prislusnych

integraloch pouzit spravny vyraz pre element objemu v sférickych suradniciach.

p(vzvvgpvz) =

Tlak plynu na stenu zistime pomocou nasledovnej tvahy: 1. Pri naraze molekuly

na stenu kolmu na smer z sa jej hybnost zmeni o hodnotu —2muw, kde v, je zlozka
rychlosti molekuly pred narazom. Ak na jeden naraz pripadd doba At, potom
priemern3 sila posobiaca na stenu v dosledku narazu jednej molekulu je

f=2mu, /At

2. Vsimnime si len molekuly, ktoré maji rychlost v = (vs,vy,v,), kde v, > 0.
Spomedzi tychto na plosku S steny nadoby narazia tie, ktoré sa nachadzaju v
sikmom valci so zdkladiiou S a vyskou v, At. Ich pocet je

dn = nSv, Atp(vg, vy, v,)dvgdoydu,
Spojac myslienky 1. a 2. dostaneme pre tlak plynu vztah

p=2mn /// vip(vz,vy,vz)dvzdvydvz
Ve >0

Vsimnime si, ze integrujeme len cez oblast v, > 0. Integral je preto rovny jed-
nej polovici zo stredného kvadratu komponenty rychlosti, teda jednej Sestine zo
stredného kvadratu celkovej rychlosti. Dostavame teda

L —
= —nmv
P=3

Boltzmannovo rozdelenie: Vsimnime si, ze vo vztahu pre Maxwellovo rozdelenie

rychlosti stoji v exponete kinetickd energia postupného pohybu molekuly. Ako
zovSeobecnenie mozno postavit hypotézu, ze hustota rozdelenia pravdepodobnosti
v Sestrozmernom fazovom priestore jednej Castice je

1
P(%% 25Uz, Uy, Uz) = Ce.]jp(—(imUQ + U(a:,y, Z))/kT)

kde U(x,y,z) je potencidlna energia molekuly vo vonkajsom poli. Uvedené rozdelenie
naozaj plati pre klasicky idealny plyn. Upozornime, ze viacatémova molekula m4 i
dalsie stupne volnosti, na ktoré sa da vyraz dalej zovseobecnit. Toto rozdelenie viak
plati i pre viacatémoviu molekulu, ak sa zaujimame len o pohyb jej taziska, ni¢ ne-
hovori o jej rotaciach a vibraciach a pripadne dalsich vnttornych stupiioch volnosti.
Jednoduchou aplikdciou Boltzmannovho rozdelenia je potom barometrické formula

zévislosti koncentrécie molekil (alebo tlaku plynu) na vyske v gravitaénom poli

mgz
p(2) = pocap(— ")



5.Deje v plynoch, prva veta termodynamicka

Cielom je vediet spocitat pomocou stavovej rovnice, rovnice adiabaty a prvej vety
termodynamickej zmeny stavovych veli¢in pri dejoch v plynoch vratane energeticke;j
bilancie.

Literatura: Ilkovié, Veis - Madar - MartiSovits. Zavedenie absolitnej teploty
a fenomenologické zdkony najlepsie podla Zajac, Sebesta: Historické pramene
stucasnej fyziky.

Boyle-Mariottov zdkon (pre izotermicky dej)

pV = RV

a jeho zrejmy suvis s formulou z kinetickej teérie plynov

= *'I’L'f’l’l?}i2
P=3

ak predpokladdme, ze konstantnd teplota znamend konstantné rozdelenie rychlosti,
¢o sme uz anticipovali pri diskusii Maxwellovho rozdelenia.

Treba si uvedomit ako vyzeraju izotermy na p-V diagrame, ktoré z nich zodpovedaju
vysSim a ktoré nizsim teplotdm.

Guy-Lussacov zdkon (pre izobaricky dej)

V="(1+~t)
Treba si uvedomit ako vyzeraju tieto izobary na V-t diagrame. VSL’l to priamky
pretinajice sa v bode t = —1/yv = —273.15°C. (pozri Zajac, Sebesta). Uni-

verzalnost koeficientu roztaznosti v pre idedlne plyny, odtial moznost zavedenia ab-
solutnej teploty fenomenologicky zo zakonov idealneho plynu v tvare T = t4273.15.

Stavova rovnica plynov (pre jeden kmol)
pV = RT
kde R je univerzédlna plynova konstanta
R =FkN4 = 8314Jkmol 'K ™'
Vsimnime si teraz, ze to isté dostdvame zo vztahu

1 —
- 2
D 3 nmuv

ak si uvedomime, ze n = N/V v pripade ze plati
1 — 3
—mv? = kT
2 2
Teraz vidime, ze pri diskusii Maxwellovo rozdelenia sme parameter vystupujici v
tomto rozdeleni nie nahodou oznagcili ako T. Fyzikalny vyznam tohto parametra sme
totiz pri ivahach o rozdeleni rychlosti bezprostredne nevideli, az tu tento vyznam
vidno.

Praca plynu pri malej zmene objemu
A =pAV



aby sme zvyraznili, Ze préca sa tyka nejakého deja a nie nejakého stavu (prica nie
je stavova veli¢ina!) piseme v diferencidlnom tvare

SA = pdV

Symbol § A definitoricky vyjadruje, ze pravidlo pre vypocet préce sivisiacej s dejom
(prechodom zo stavu 1 do stavu 2 po nejakej stavovej krivke spédjajuicej stavy 1 a 2
sa vypocita ako

A= pdV
krivka z 1 do 2

Symbol dV zasa znamend, ze ide naozaj o prirastok stavovej veli¢iny, t.j. zmena
tejto veliciny pocas nejakého deja sa da vypocitat ako rozdiel koncovej hodnoty a
pociatocénej hodnoty, teda ze plati

dVv =V, -V
krivka z 1 do 2

Oproti tomu praca nie je stavova veli¢ina, neexistuje ¢osi ako praca charakterizujica
stav 2 a stav 1 a neda sa pisat

pdV = As — A1 CHYBA!!
krivka z 1 do 2

Este je dobré si uvedomit, ze ak pisem d A = pdV potom ide o pracu ktortd kond plyn
na vonkajSom systéme, napriklad na pieste. Tato pridca moéze byt aj zdpornd (v
pripade AV < 0) vtedy plyn kond zdporni pracu, t.j. vonkajsi systém vlastne kond
pracu na plyne. Preto dA = pdV je praca vykonand plynom, kym 6A’ = —pdV je
praca vykonand vonkajsim systémom na plyne.

Dalej je treba si uvedomif, ze existuje stavové veli¢ina energia systému U, ktord
je naozaj charakteristikou stavu. V termodynamike sa jej niekedy hovori vnitornd
energia, aby sa zdoraznilo, ze ju "makroskopicky nevidime”. Nie je na nej ale ni¢
mystické, U je prosto celkova energia systému v uvazovanom stave, ni¢ podstatné
sa na pojme energie nemeni faktom, ze do tejto energie prispievaji energie (okom
neviditelnych) molekul.

Osobitostou Statistickych systémov je vSak to, Zze energiu im mo6zme odovzdavat aj
inym sposobom nez tak, ze by sme na nich konali makroskopickui pracu. Takémuto
inému sposobu dodavania energie hovorime dodéavanie tepla. Mikroskopicky stéle
ide o konanie prace (molekuly okolitého prostredia konaju prdacu v zréazkach s
molekulami plynu) pricom ale ziadne vonkajsie makroskopické stavové parametre
(objem) sa nemenia. Teplo je vlastne préca vykonand mikroskopickym sposobom. Z
toho tiez vidno, Ze teplo, podobne ako prica (dalej uz slovo préaca budeme pouzivat
len vo vyzname makroskopickd préaca) nie je stavovou velicinou, nema zmysel
pytat sa ?Kolko tepla je skrytého v stave 17”. Preto podobne ako pri prici plati
pre mnozstvo tepla Q odovzdané plynu pri zmene stavu z 1 na 2

Q= / 5Q
krivka z 1 do 2
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ale neda sa pisat

pdV =Q2 — Q1 CHYBA!!
krivka z 1 do 2

Celkova energetickd bilancia je potom vyjadrena v prvej vete termodynamickej
0Q =dU + 6A

resp.:
0Q = dU + pdV

Uvedomme si teraz: vnutornd energia je stavova veli¢ina, pritom stav plynu (makrostav)
je jednoznag¢ne zadany hodnotami p, V, T. (Dokonca, vzhladom na stavovi rovnicu
sta¢ia dva z nich.) Preto sa musi{ daf vyjadrit energia U ako funkcia Tubovolnej
dvojice z parametrov p, V,T. Zoberme si model jednoatémového idedlneho plynu.
Tam plati

1 — 3
U:N§m02:N§kT

Dostavame teda

U= gNKT

Dostali sme, ze pre idedlny plyn zavisi energia len od jedného stavového parametra,
teploty. Pre idedlny plyn teda

ou

= =0

ov ) r

Tento fakt suvisi so skuto¢nostou, ze v pripade idedlneho plynu molekuly ”necitia”
svoje vzdjomné vzdialenosti, preto pri zachovani teploty (t.j. strednej kinetickej
energie postupného pohybu molekil) sa pri zvécéseni rozmeru nddoby (a teda aj
zvacseni strednych vzdialenost{ medzi molekulami) energia idedlneho plynu nez-
meni. Preto idedlny plyn pri adiabatickej (za tepelnej izolacie vykonanej) expanzii
do védkua nezmeni svoju teplotu. Pri expanzii do vakua totiz nekond pracu, kvoli
tepelnej izolacii sa nedodéava teplo, teda energia sa nezmeni a teda ani teplota - pri
idedlnom plyne - sa nezmeni.

Pri redlnych plynoch to uz nie je pravda. Zmena objemu pri konstantnej teplote
spravidla vedie k zmene vnitornej energie realneho plynu, a teda redlny plyn pri
expanzii do vakua zmeni svoju teplotu. Tento jav sa nazyva Joulov - Thomsonov
jav.

Zaujimajme sa teraz o problém, kolko tepla treba dodat plynu, aby sme zvysili
jeho teplotu. Ak sa plyn nachddza v nejakom stave pp, V1,71, potom nestaci, ked
povieme, aka bude jeho koneéna teplota T5, ba ani ked povieme, aky bude kone¢ny
stav pa, Vo, Ty, pretoze dodané teplo zavisi od sposobu, teda od cesty, ktorou sa
t4 zmena stavu vykonala. VySetrime dva Specidlne pripady: zmeny izochorické a
izobarické.

Pri stdlom objeme (izochorickd zmena) plyn nekond pracu, preto celé teplo bude
pouzité na zvySenie energie. Pri jednoatémovom plyne bude

Q= gNkAT



11

preto pre kilomoélové teplo pri stalom objeme dostaneme

3
Cy = 2N k
Vsimnime si: vnutorna energia idedlneho plynu nezavisi od objemu, len od teploty
a je to stavova veli¢ina. Preto prirastok vnutornej energie pre idedlny plyn zavisi
len od prirastku teploty a nezélezi na ceste, ktorou sa zmena teploty udeje. Preto
pre zmenu vnutornej energie idedlneho plynu pri akomkolvek deji plati

AU = Cy AT
Ak sa teplota zvySuje izobaricky, plyn sa roztahuje, a teda sa kond aj préca. Preto

bude platit
Q = AU + pAV = Oy AT + RAT = (Cy + R)AT

ked sme dosadili zo stavovej rovnice pre jeden kilomol

pAV = RAT
Dostaneme teda tzv. Mayerov vztah
Cp=Cy+R

Pre idedlne plyny, ktorych molekuly pozostavaji z viacerych atémov, uz nemozno v
ramci klasickej fyziky néjst dostatocne presné vyjadrenie pre Cy . Ak vSak vyjdeme
z toho, ze dvojatémova molekula ma navyse k trom stupriom volnosti postupného
pohybu este dva rotaéné stupne volnosti, a viac ako dvojatémova molekula m4 tri
rotaéné stupne volnosti, potom moézeme ¢akat, ze plati priblizne

5
v,2-atém. — b}

c EN

6
v,viac-atom. — 9

C kN

VysSetrime teraz tzv. adiabaticky dej, ktory prebiecha pri tepelnej izolacii. Pri
takomto deji teda @ = 0 a dostaneme podmienku
dU +pdV =0
CydT' +pdV =0
Vsimnime si, ze tdto rovnica, ktori moézme chapat ako podmienku adiabati¢nosti

deja hovori, ze na V-T diagrame krivka, ktora zodpoveda adiabatickému procesu
musi z momentédlneho stavu vychadzat so sklonom

drr p

v Cy
T4to rovnica je diferencidlnou rovnicou adiabaty. Castejsie vSak rovnicu adiabaty
piSeme v stradniciach p-V. Zo stavovej rovnice dostavame

dpV + pdV = RAT

preto v podmienke adiabati¢nosti mozno pisat
1
Cvﬁ(de +pdV) + pdV

pdV(Cy + R) +VdpCy =0
W_ Cv+RAV _ Cpav

p Cv V_ va
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ln£ = —HIHK
Do 0

a konecne teda dostdvame
pV" = poVy’
kde k = Cp/Cly je tzv. Poissonova konstanta.
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6.Tepelné stroje, druha veta termodynamicka

Pozn.: Toto je cast technicky jednoducha ale logicky naro¢na. Treba zvladnut
logiku argumentu o spriahnuti chladnicky a tepelného stroja ako hypotetického
perpetua mobile druhého druhu. D4 sa to ¢itat v Ilkovicovi i v knihe Veis, Madar,
Martisovits.

Argumentécia bezi zhruba nasledovne:

1. Plyn pri rozpinani méze konat pracu iba na tkor dodavaného tepla. Technicky
sa ale rozpinanie musi niekedy zastavit. Trvale vyuzitelny stroj musi teda pracovat
cyklicky.

2. Po rozopnuti plynu nemozno jednoducho stroj zaizolovat a vratit sa do poc¢iato¢ného

stavu, lebo adiabaty su strmsie ako izotermy, Cistou adiabatou sa neda vratit do
povodného stavu.

3. Pri névrate teda treba stroj aspon na nejakom useku odizolovat, t.j. priviest do
kontaktu s okolim pri inej teplote 7. Pritom sa ale do okolia odvedie nejaké teplo,
teda nie vSetko teplo prijaté pri teplote T7 sa da premenit na uzito¢nu pracu.

4. Modelovym prikladom vratného tepelného stroja je Carnotov stroj pracujuici v
cykle izoterma - adiabata - izoterma - adiabata. Jeho 1¢innost je

= Q1 — Q2| :Tl—Tz
Q1 Ty

Tento vysledok si naozaj odvodte.

5. Carnotov stroj je vratny, moze pracovat ako tzv. tepelnd pumpa (chladnicka)
s rovnakou energetickou bilanciou. (Pri nevratnom stroji by energetické bilancie
stroja a chladni¢ky neboli rovnaké.)

6. Predstavme si, ze mame iny hypoteticky tepelny stroj pracujici tiez medzi
teplotami T a T5, ale s vysSou u¢innostou. Spriahnime ho s Carnotovou chladnic¢kou
nasledovne. Stroj odoberie ohrievacu teplo @1, vyrobi pracu A a chladi¢u odovzda
teplo Q2. Pomocou vyrobenej priace budeme pohanat Carnotovu chladnicku, jej
vykon prisposobime tak, aby prave odvadzala z chladica teplo Q2. KedZze G¢innost
hypotetického stroja je vyssia ako Carnotovho, vyrobi viac prace, ako treba na
pohananie Carnotovej chladnicky. Celkovo teda spriahnutie dvoch strojov vedie
k tomu, ze chladi¢u sa efektivne neodovzdava ziadne teplo a na strane tepelného
stroja ostava prebytok uzitoc¢nej préce.

7.Spriahnutie ”tepelny stroj + Carnotova chladni¢ka” pracuje teda ako perpetum
mobile druhého druhu: trvale cyklicky kond uzitoéni pracu len na tkor tepla
odoberaného ohrieva¢u bez toho aby sa cast toho tepla odovzdavala chladicu.

8. Zov8eobecnenie experimentédlnej ludskej ¢innosti v8ak vedie k zdveru, sformulo-
vanému ako prirodny zakon: ”Ned4 sa vyrobit perpetum mobile druhého druhu”.
Tomuto zakonu sa hovori druhd veta termodynamicka.

9. Spriahnutie hypotetického i¢inného tepelného stroja s Carnotovou chladnickou
teda vedie k sporu s Druhou vetou termodynamickou.

10. Preto ziaden tepelny stroj nemoze byt ucinnejsi ako Carnotov stroj.
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11. Ak by hypoteticky stroj bol vratny, mohli by sme ho pouzif ako chladnicku
spriahnuti s Carnotovym strojom a naopak by sme dostali tvrdenie, ze Carnotov
stroj nemoéze byt uU¢innejsi ako hypoteticky vratny stroj. Preto: Vsetky vratné
stroje pracujice medzi tymi istymi teplotami maji rovnakd uéinnost.

Alternativne dovedenie do sporu:

6’. Spriahnutie Carnotovej chladnicky a hypotetického u¢inného stroja urobme
alternativne takto: nastavme vykon Carnotovej chladnicky tak, aby spotrebovala
celi pracu vyrobenu v stroji. Potom bude moct Carnotova chladnicka odobrat
z chladi¢a viac tepla, nez do neho dodal stroj. Toto teplo sa nakoniec odovzda
ohrievacu pri vyssej teplote, inak sa vSetko vracia do povodného stavu.

7’. Takéto spriahnutie teda pracuje tak, ze navonok sa ani nevykonava ani neprijima
praca, vsetko sa dostane do povodného stavu, len nejaké teplo preslo z chladica
(prostredia s nizsou teplotou) do ohrievaca (do prostredia s vysSou teplotou).

8’. Zovseobecnenie experimentélnej skisenosti, sformulované ako prirodny zakon
hovori: ”Bez vynalozenia vonkajsej préce (t.j. spontdnne) prechddza teplo vidy z
telesa teplejSieho na teleso chladnejsie a nikdy nie naopak”. Toto je alternativna
formulédcia Druhej vety termodynamickej.

9’.Spriahnutie hypotetického uc¢inného tepelného stroja s Carnotovou chladnickou
teda vedie k sporu s Druhou vetou termodynamickou. Stucasne vidno, ze obidve
formulécie Druhej vety termodynamickej st navzajom ekvivalentné.

Absolitna termodynamické stupnica teploty:

Fakt, ze vSetky vratné tepelné stroje pracujice medzi dvoma teplotami maju
rovnakd u¢innost (nezdvisle na konstrukénych detailoch stroja) mozno vyuzit na
meranie teploty. Zvolime nejaku teplotu za referenéni (napriklad teplotu trojného
bodu vody) a kazdu ind teplotu budeme s fou porovndvat meranim uéinnosti
idedlneho vratného stroja pracujicom medzi referenénou teplotou a meranou teplo-

tou. Ak zmeriame uc¢innost stroja 1, potom meranu teplotu vypocéitame zo vztahu
_ Tmerané — Treferencné

= T

merané

a dostaneme
T L Treferencné
merané 1—1n
Takto je v skutocnosti definovans jednotka tepelného rozdielu (Kelvin) v sistave
SI.
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7.Niektoré poznatky z kvantovej mechaniky

Poznatky z kvantovej mechaniky potrebné pre pochopenie dalsich ¢asti nijako
neprekracuji zakladné poznatky ziskané v prednaske z atomovej fyziky. Kto si
ich potrebuje obnovit nijde vSetko potrebné v knizke Pisut, Zajac. Tu uvedieme
(heslovito) vsetko, ¢o je potrebné naozaj vediet.

1. Mikrosvet je diskrétny. Existuji vyznaéné diskrétne staciondrne stavy mikrosystémov,
ktoré sa obvykle zadavaju vymenovanim tzv. kvantovych ¢isel.

2. Stacionarnym stavom prislicha ostrd hodnota energie. 7 diskrétnosti sta-
cionarnych stavov potom plynie diskrétnost energetickych hladin.

3. Jednej energetickej hladine, t.j. jednej hodnote energie, moze prislichat viacero
odlisnych stacionarnych stavov. Tomuto javu hovorime degeneracia. Pocet sta-
cionarnych stavov prislichajuci danej hladiny nazyvame degeneraciou tejto hladiny.

4. VSeobecny stav systému sa da vyjadrit ako superpozicia stacionarnych stavov.

5. Diskrétnost stavov mikrocastic sa d4 intuitivne vysvetlit priradenim de Broglieho

vlny stavu ¢astice. Energia a hybnost ¢astice potom suvisia s frekvenciou a vlnovou
dlzkou vztahmi:

E=hw

27

p=hk=h—

A

6. Stacionarne stavy bezspinovej ¢astice viazanej na tsecku o dizke L sd popisané
pomocou kvantového ¢&isla n, ktoré nadobuda hodnoty z mnoziny 1,2, 3, . ... Prislusné
energetické hladiny su nedegenerované a dané vztahom
_ TR
" omr2”

7. Staciondrne stavy bezspinovej ¢astice viazanej v kocke o hrane L si popisané
pomocou trojice kvantovych ¢isel ny, ns, n3, ktoré nadobtidaju hodnoty z mnoziny
1,2,3,.... Prislusné energetické hladiny si dané vztahom

272

T“h
Enynamns = W(”% +n3 + n3)

Tieto hladiny st uz degenerované.

8. Stavy systému viacerych neinteragujucich ¢astic sa daji popisat pomocou
jednocasticovych stavov.

9. Pri popise viaccasticovych systémov treba zvazit, ¢i ide o systém castic navzajom
rozligitelnych ¢astic alebo nerozlisitelnych castic.

10. Ak su castice navzdjom rozlisitelné (¢o prakticky znamend, ze kazda Castica je
iného druhu), popisujeme N-¢asticovy stav tak, ze vymenujeme vietky Castice a pri
kazdej uvedieme v akom jednocasticovom stave sa nachédza.

11. Ak su castice navzdjom nerozliSiteIné, najprirodzenejsi popis stavu systému
dostaneme pomocou obsadzovacich ¢isel. Znamenad to, ze N-Casticovy stav popisu-
jem tak, ze vymenujeme vsetky mozné jednocasticové stavy a ku kazdému jednocasticovému
stavu pripiSeme kvantové ¢islo, ktoré hovori, kolkokrat je ten jednocasticovy stav v
uvazovanom N-casticovom stave obsadeny. Teda kolko ¢astic sa nachddza v danom
jednocasticovom stave. Takyto popis prirodzene nerozlisuje permutécie castic ako
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rozne stavy. V principe sa da pouzit i popis ako keby ¢astice boli rozlisitelné, potom
ale stavy liSiace sa navzajom len permutdciami ¢astic si chapané ako odlisné stavy
A vznikne tak falosnéd degenerdcia hladin. V statistickej fyzike potom zvacsa staci
opravit efekt tejto faloSnej degeneracie predelenim poctu stavov poé¢tom permutacii
- odtial vyrazy typu 4.

12. Existuju dva vyrazne odlisné druhy castic, fermiény a bozény. Fermidény
su castice s polociselnym spinom, povolené obsadzovacie ¢isla jednocasticovych
fermiénovych stavov st len 0 a 1. Bozdny st castice s celoc¢iselnym spinom, povolené
obsadzovacie ¢isla bozénovych jenodcasticovych stavov st fubovolné nezédporné celé
cisla.
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8.Entropia

V tejto kapitole ide o to ziskat rddové predstavy o pocte mikrostavov pre typické
situdcie v idedlnom plyne. Podstatné je zavedenie pojmu entropie. Najblizsie k
nasmu sposobu vykladu je text tretej hlavy v Berkeleyskom kurze statistickej fyziky.
Potrebujeme sa tiez opriet o elementarne poznatky z kvantovej mechaniky.

Budeme pracovat s kvantovomechanickym modelom idealneho plynu. Vyhodou
oproti klasickému modelu je skutocnost ze stavy sa dajuu pocitat "ako diskrétne
kusy”. Budeme sa zaoberaf idedlnym plynom totoznych castic so spinom 0.
Vystacime s modelovym systémom castic v nekone¢ne hlbokej potencidlovej jame
tvaru kocky o hrane L. Jednocasticové stacionarne stavy si charakterizované troma
kvantovymi ¢islami nq,n9, ng a ich energie su

272

mh 2 2 2
Enynamns = W(Tﬁ +n3 +n3)

Odhadnime teraz, kolkymi mikrostavmi sa d4 realizovat typicky makrostav idealneho
plynu.

Zoberme si najprv situdciu jednej Castice. Oznacme @(g) pocet jednocasticovych
stavov, ktorych energia je mensia ako €. Ak € je dostatocéne velké, potom tento
pocet mozno odhadnit jednoducho. Myslime si abstraktny priestor tvoreny vek-
tormi 7 = (n1,n2,n3). Stavom v tomto priestore zodpovedaji body s kladnymi
celo¢iselnymi siradnicami. Na jednu elementarnu kocku s jednotkovym objemom
v 7 -priestore pripadd priemerne jeden bod s celoéiselnymi stiradnicami. Energii
pritom zodpovedaji body, ktoré lezia na povrchu gule s polomerom

2mL?
w2h?2
Pocet stavov s energiou mensou ako ¢ teda bude

14 2mL?
= — 77'((

83 " m2h2
V hrubom priblizen{ mézeme vyraz () interpretovat i ako pocet jednocasticovych
stavov, ktorych energia je rddovo porovnatelns s .

2] = ( e)'/?

¢(e) e)*/?

Oznacme teraz ¢(E) pocet stavov celého systému ktorych energia je mensia ako
E. (Upozornime znovu, ze E je energia celého N-¢asticového systému.) Hodnotu
@(E) mo6zme hrubo odhadnit, ak uvdzime, ze dominujicimi mikrostavmi s celkovou
energiu E budu také mikrostavy, v ktorych Castice stavy maja priblizne rovnaku
hodnotu energie € ~ E/N.

Uvazujme popis priradenim jednocasticového stavu kazdej ¢astici (potom budeme
delit N!). Prv4 castica sa moze typicky nachddzat v jednom z ¢(e) jednocasticovych
stavov, podobne druhd az N-td. Celkovo teda dostaneme

o)™

P(E) = m@
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Oznacme teraz 2(F) pocet stavov celého systému, ktorych energia je v tzkom
intervale AF v okoli hodnoty F. Plati

QE) = di(]f) AE
QE) = %w(s)“ldfl(;) (%AE
NE)= %@(E)Nfldif) AE

Uvazujme teraz namiesto funkcie 2(F) jej logaritmus. Dostaneme

In(2(E)) = ln(%) + (N =1 Ing(e) +In d%(;) +IhAE

a po pouziti Stirlingovej formuly dostaneme
d
In(2(E)) =—NInN+ N+ (N —-1)Inp(e) + ln? +InAE
€

Vsimnime si, Ze prvy a treti ¢len st tmerné N1In N (v druhom ¢lene je jedno N
schované vo velkosti objemu V vystupujicom vo vyraze pre (e)). Typicka velkost
prvych troch élenov je rddovo radovo 1022, kym ostatné cleny st nanajvys rovné
In 10?3 a teda zanedbatelné. Plati to i o poslednom ¢lene In AE, ktory je znaéne
neur¢ity (presnost urcenia energie nepozname ani radovo), ale po logaritmovani i
ten je zanedbatelny. Tu vidime jeden zo zdkladnych trikov Statistickej fyziky: pocet
mikrostavov realizujicich dany makrostav je zna¢ne neurcity. Pretoze vsak ide o
mimoriadne obrovské ¢&islo typu 101023, jeho logaritmus je urceny s vyhovujicou
presnostou na zhruba 20 platnych ¢islic.

Tento logaritmus poc¢tu mikrostavov realizujicich dany makrostav ma os-
obitné meno: entropia. (Presnejsie, z historickych dévodov volby jednotiek ide o
k krét tento logaritmus, kde k je Boltzmannova konstanta.) Definujeme teda

S(E) = kIn 2(E)

Pre nas model jednoatémového idealneho plynu, kedZe sme postupovali len velmi
priblizne, sa obmedzime len na vyjadrenie zmeny entropie medzi dvoma stavmi.
Predpokladame totiz, ze priblizenia, ktorych sme sa dopustili, nebudi potom uz
hrat dlohu. Po dosadeni dostaneme vyjadrenie:

S(V,E) = So + kN(In(V/Vy) + 3/2kN In(E/ Eyp)
Tento vztah vyjadruje hodnotu stavovej veli¢iny - entropie - ako funkciu inych

dvoch stavovych veliéin objemu a energie. Pravda, Tahko mozno entropiu prepisat
ako funkciu inej dvojice stavovych veli¢in.

Vyznam entropie spo¢iva v tom, Zze pomocou nej mézme urcit, kedy sa nejaky
systém nachddza v rovnovahe. Predpokladame totiz, ze rovnovazny makrostav je

.....

poctom mikrostavov, teda to bude stav s najvac¢sou entropiou.

Ukéazeme si to na jednoduchom priklade. Uvazujme dva izolované systémy, kazdy
z nich v rovnovéhe. Ich stav je zadany hodnotami E;, Vi resp. Es , Vs, Privedme
tie systémy do kontaktu, tak, ze si moézu tepelne vymienat energiu, ich objemy
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ostavaju nezmenené. Vznikne tak jeden spolotny systém, ktory je charakterizo-
vany celkovou energiou E = E; + Fs a objemom V = V; 4+ V5. Vo vSeobecnosti
ale vzniknuty systém nebude v rovnovahe, jeho dva podsystémy si za¢ni vymienat
energiu (prerozdelovat energiu), kym rovnovdha nenastane. Pri fixnej hodnote
celkovej energie F, je rozdelenie energie medzi dva podsystémy jednoznaéne zadané
hodnotou Fjy, energiu Fs uz dopocitame zo vztahu F, = E — Fy. Celkova en-
tropia bude su¢tom entropii podsystémov (pretoze celkovy pocet mikrostavov bude
su¢inom poétu stavov podsystémov a entropia je logaritmus poétu). Dostaneme
teda

S = 51(V1, Ey) + S2(Va, E — E)

Na hodnotu F; sa pozerame ako na parameter, ktory sa meni dovtedy, kym nenas-
tane rovnovaha, t.j. dovtedy, kym entropia S nebude maximéalna. Jednoduchym
derivovanim sa presved¢ime, ze to nastane vtedy, ked plati:

95\ _ (05
OE, ), \0E>),
aS

Pretoze S aj E st stavové veliciny, je aj parcidlna derivdcia gz nejakou stavovou
velicinou. Predchadzajuci vztah hovori, Ze podsystémy si budu vymienat en-
ergiu dovtedy, kym této (zatial nepomenovand) stavovd veli¢ina nebude v oboch
podsystémoch rovnakd. Vidime teda, ze takato stavova velicina musi nejako
bezprostredne suvisiet s teplotou. Tento suvis si overime na nasom konkrétnom
modeli idealneho plynu, kde mame explicitné vyjadrenie entropie ako funkcie en-

ergie. Vypocet ukéze, ze plati:
95\ _1
oE ), T

Tento vzfah plati vSeobecne, nielen pre idedlny plyn, v podstate ide o definiciu
teploty pre izolovany systém (zadany objemom a energiou). K tomuto faktu sa
eSte vratime neskor pri diskusii mikrokdanonického rozdelenia.

Uvazujme teraz, ze navysSe k vymene tepelnej energie pre dva spojené podsystémy
méze dochédzat k prerozdeleniu celkového objemu. Parameter V; je potom volny
parameter, ktory musime stanovit z podmienky maxima entropie podobne, ako
sme stanovili hodnotu F;. Jednoduchym derivovanim sa presvedéime, ze maximum

nastane, ked plati:
(), - (&)
W1 ) g, Vo) p_p,

Vieme ale, ze prerozdelenie objemov bude pokracovat dovtedy, kym sa nevyrovnaju
tlaky v oboch systémoch. Preto veli¢ina

(%),

musi nejako jednoducho suvisiet s tlakom v systéme. Vypoctom na nasom modeli
idealneho plynu sa presved¢ime o tom, ze plati

95\ _»r
V), T

Tento vztah opat plati vSeobecne, nielen pre idedlny plyn.
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Préve sme si odvodili vztahy pre hodnoty parcidlnych derivécii entropie podla en-
ergie i podla objemu platné v rovnovdhe. KedZze entropia je funkciou energie a
objemu a pozname obe parcidlne derivicie v rovnovahe, mozeme vyjadrit uplny
diferencidl entropie pre rovnovézne (teda vratné) zmeny. Dostaneme

oS oS
= (22 22 aE
ds (8V)EdV—i—(aE>vd

1
dS = 7 (dE +pdV)

Porovnanim s prvou vetou termodynamickou zistime, ze pre vratné zmeny plati

Po dosadeni dostaneme

0Q =TdS
0Q
dsS = —
T
Vidime teda, ze hoci d@ nie je uplny diferencidl (¢o znaci, ze Q nie je stavovd
veli¢ina) vyraz % uz je uplny diferencial a teda pre zmenu zo stavu 1 do stavu 2
integral
0Q
T

krivka z 1 do 2
nezavisi od trajektérie ale len od koncovych bodov. Uvedomiac si tento fakt,
mozeme si znovu, a podstatne jednoduchsie, vypocitat Gcinnost Carnotovho stroja.
Celkova zmena entropie pri cyklickom deji mus{ byt nulové, zmeny entropie na jed-
notlivych tsekoch trividlne vypocitame a dostaneme uz znamy vztah pre i¢innost.
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9.Statistické sibory

Toto je centralna kapitola prednasky o statistickej fyzike. Ukazuje zédkladni myslienku:
stiudium jedného velkého systému nahradim stidiom celého stiboru rovnakych
systémov, z ktorych kazdy sa nachddza v nejakom (v zdsade odlisnom) mikrostave.
Cely sibor pritom reprezentuje jeden makrostav jedného systému. V celej tejto
kapitole pojmom mikrostav budeme rozumiet kvantovy stacionarny stav uvazovaného
systému. Celd tedria sa da budovat aj v ¢isto klasickom duchu, ale uvazovanie
diskrétnych kvantovych stavov podstatne zjednoduSuje vsetky tvahy. Ni¢ pritom
nebrani tomu, aby sme na konci tivah nevykonali kvaziklasické priblizenie, a tak
dostali vztahy, ktoré platia v klasickej Statistike.

”Umenie” Statistickej fyziky spociva v tom, vediet néjst Statisticky subor, ktory
adekvatne reprezentuje skimany makrostav. Vychadza sa z podmienok, za ktorych

»

skiimany makrostav ”zije”. Budeme sledovat tri odlisné situécie:
a) izolovany systém - tomu zodpovedd mikrokdnonicky sibor
b) systém v kontakte s tepelnym rezervodrom - tomu zodpovedd kdnonicky sibor

¢) systém v kontakte s rezervodrom ¢astic - tomu zodpovedd grandkénonicky stibor
Mikrokanonicky subor

Ak skiimame makrostav dostatocne velkého systému, potom reprezentujici Statisticky
subor mozme vytvorit nasledovne:

Vychadzame z toho, ze pre izolovany systém plati zdkon zachovania energie. Preto
izolovany systém je charakterizovany v zasade ostrou hodnotou energie E. Do
reprezentujiicecho mikrokdanonického siboru potom zaradime vsetky mikrostavy
ktoré zodpovedaju energii F, kazdy z nich prave raz.

Poznamenajme, ze celd konstrukcia mé zmysel len pre systémy s velkym poctom
stupniov volnosti (s velkym poctom castic), lebo len vtedy bude pocet stavov v
mikrokdnonickom sibore dostatoéne velky, aby sa mohli prejavit zdkony Statistiky
(zdkony velkych ¢isel).

Ak oznac¢ime ako £2(E) pocet mikrostavov, ktoré majui energiu F (teda vlastne pocet
stavov v mikrokdnonickom stibore), potom entropia makrostavu reprezentovaného
mikrokanonickym siborom bude

S=kln(E)

Pre mikrokdnonicky sibor je jeho energia primarnou (prirodzenou) stavovou veli¢inou.
Teplota tu vystupuje ako odvodend veli¢ina, definovand vztahom

1_ (08
T \O0E),

kde V vo vSeobecnosti symbolizuje vonkajsie parametre.

Pod vonkajsim parametrom rozumieme parameter, ktory urcuje energetické spek-
trum systému, teda hodnoty energetickych hladin. V pripade idealneho plynu
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je naozaj objem v tomto zmysle vonkaj$im parametrom, explicitne vystupuje vo
vztahu pre energie jednocasticovych hladin a teda aj celého systému:

w2 h?

Enynans = W(n% +n5 +n3)

Vo vseobecnosti takychto vonkajsich parametrov moze byt aj viac, popri objeme
napriklad vonkajsie elektrické alebo magnetické pole a pod. Energie mikrostavov
teda zdvisia od vonkajSich parametrov, preto ak sa menia hodnoty vonkajsich
parametrov, meni sa energia stavu, a teda sa kond praca. Ide o priacu v uzsom
slova zmysle, ktori sme nazvali makroskopickou pracou A. Jednd sa totiz o pracu
stvisiacu so zmenou vonkajsieho parametra. Vonkajsi parameter sa moze menit
externym ¢initefom (niekto hybe piestom), tento externy ¢initel potom kond pracu
nad systémom a naopak systém kond préacu nad tym externym éinitefom. Nasa
konvencia je takd, Ze makroskopicki pracu popisujeme z hladiska systému ktory
kona pracu nad vonkajsim ¢initelom.

So zmenou vonkajsieho parametra teda suvisi vykonana préca a preto aj prislusna
zovSeobecnend sila. Tak so zmenou objemu sivisi zovseobecnend sila: tlak. Tlak
systému je preto definovany vztahom,

OF;

oV
kde sme pridali i index i aby sme explicitne naznagcili, ze tlak ako zovSeobecnend
sila pridruzend k parametru V je definovana pre kazdy mikrostav systému.

pi =

Tlak p charakterizujici makrostav systému potom vypocitame ako strednii hodnotu
cez subor

1
P:ﬁ:mZPi

Vsimnime si, Ze dostaneme to isté ako podla vztahu
p_ (08
T \oV ),

Vsimnime si tiez, ze ak oznaéime p(i) = 1/§2(e) ako pravdepodobnost vyskytu
i-teho mikrostavu v mikrokdnonickom stibore (vSetky stavy s danou energiou si
rovnako pravdepodobné, teda pravdepodobnost je konstantnd), potom formélne
mozno pisat aj entropiu akoby strednii hodnotu cez stibor v tvare

S = kZ(— In p(i))p(i)

Pripomenme vSak , Ze entropia (a z nej odvodend veli¢ina teplota)si stavové
veli¢iny, ktoré st charakteristikou makrostavu (a teda vlastne celého statistického
siboru), hovorit o teplote alebo entropii mikrostavu nemé dobry zmysel. U veli¢in,
u ktorych mé zmysel hovorit o ich hodnote v uré¢itom mikrostave, pouzivame ako ich
stavovi hodnotu pre makrostav ich strednii hodnotu. (V zmysle strednej hodnoty



23

cez subor.) Teda napriklad pre plyn mé zmysel hovorit o tlaku charakterizujicom
mikrostav ¢ ale nema zmysel hovorit o entropii mikrostavu alebo teplote mikrostavu.

Kaéanonicky stibor

Budeme teraz skimat makrostav systému, ktory je v tepelnom kontakte s velmi
velkym systémom, ovela vacsim, nez je skimany systém, nazvime ho rezervodr.
Tepelny kontakt znamend, Ze systémy si mozu vymienat energiu. Kedze rez-
ervoar je velmi velky, mozeme jeho teplotu povazovat za prakticky konstantni,
nezavisli na okamzitom rozdeleni energie medzi systém a rezervoar. Systém a rez-
ervoar spolu tvoria jeden velky systém, nazvime ho ”supersystémom”. Supersystém
povazujme za izolovany, jeho celkové energia Fgype, bude konStantnd, supersystém
bude adekvatne popisany mikrokdanonickym rozdelenim. Mikrostavy supersystému
mozme oznacit dvojicou (4, J) kde ¢ je mikrostav "systému” a J je mikrostav "rez-
ervoara”. Mikrokanonicky subor supersystému sa sklada zo vSetkych moznych
stavov (4, J). Tymto siborom je vsetko uréené, mézme napriklad vypoéitat strednd
hodnotu akejkolvek fyzikalnej veliciny. I takej, ktord charakterizuje samotny systém
anijako sa netyka rezervoara. Proste urobime strednt hodnotu cez cely mikrokanonicky
stubor supersystému. Pritakomto vypocte viak vo vzorcoch budi zbytoc¢ne figurovat
stavy rezervoara, ktoré su irelevantné pre vypocet strednej hodnoty veli¢iny tykajicej
sa len systému. M4 preto zmysel otazka, aky ekvivalentny sibor, skladajici sa len
7o stavov systému by sme mali vytvorit, aby pre takéto veli¢iny daval rovnaké
stredné hodnoty ako mikrokanonicky sibor celého supersystému.

Zamerajme sa teda na jeden konkrétny mikrostav systému ¢ a pytajme sa, kolkokrat
zavazi do vypocétu strednej hodnoty nejakej veliciny. Zjavne tolkokrédt, kolko
roznych stavov J rezervodra existuje takych, ze stav supersystému (i, .J) patri do
mikrokanonického stboru. Ak stav ¢ mé energiu F;, potom prislusné stavy J mu-
sia mat energiu Fj = Egyper — F;. Ich pocet je dany entropiou rezervodra. Preto
relativna ”dolezitost” stavu ¢ je imerna hodnote

. 1

p(l) ~ eXp(ESrez(Esuper - Ez))

Rozvojom do prvého rddu dostaneme

; 1 108
p(i) ~ exp(ESTeZ(Esuper) ~ T35 )
. E;
p(i) ~ Cexp(——)

kT
Posledny vztah predstavuje kanonické rozdelenie, udéva relativnu pravdepodobnost

i-teho stavu v kdnonickom stibore. Ak chceme mat vyjadreni absolitnu pravdepodobnost,
musime urcit normaliza¢ni konstantu: oznacime ju Z

Normaliza¢nd konstanta Z je funkciou teploty a vonkajsich parametrov (napr. ob-
jemu). Z nazyvame Statistickou sumou systému. Kdnonické rozdelenie je teda dané
vztahom
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Z rozdelenia uz mozno ur¢it obvyklym spdsobom strednii hodnotu akejkolvek
veli¢iny, ktord je definovand pre jeden mikrostav. Napriklad strednd hodnota en-
ergie systému je

— 1 E;

P e )
Pz 47 9v "V

Stredné hodnota tlaku

O nieto komplikovanejsia je situdcia s entropiou. T mdme definovani zatial len
pre izolovany systém, nie pre systém v kontakte s rezervoarom. To vSak staci. Uve-
domime si totiz, ze entropia je dobre definovand len pre velky systém. Makrostav
velkého systému je v8ak prakticky rovnaky, bez ohladu na konkrétny sposob fixova-
nia vonkajsich podmienok (stavovych veli¢in). Entropiu teda uré¢ime takto: Majme
systém v kontakte s rezervoarom pri teplote T. Z kadnonického rozdelenia urcime
strednii hodnotu energie E. Potom si predstavime ten isty systém, tentoraz uz
izolovany pri fixovanej energii F takej velkej ako bola predtym strednd hodnota
energie E. Pre tento mikrokdnonicky systém uz mame definovand entropiu

S = kn Q(E)

Thto hodnotu teraz definitoricky nazveme entropiou kdnonického systému, z ktorého
sme vysli. Kedze zodpovedajice si makrostavy kanonického a mikrokanonického
systému si makroskopicky nerozlisiteIné, musi takto vypoc¢itand hodnota entropie
suhlasit s empirickou hodnotou.

Vyjadrime eSte raz Statistickl sumu, teraz sumovanim cez energie. Dostaneme
zrejme

7 =Y 0B exp(— )
E

Ak si uvedomime, ze pre velké systémy je 2(FE) rychlo rasticou a exp(—E/kT)
rychlo klesajicou funkciou, potom je zrejmé Ze vo vyraze pre Statisticki sumu

dominuje jeden ¢len a to ten, pre ktory plati £ = E. Dostaneme teda
InZ = In(2(E) exp(—E/kT))
InZ =In2(FE) - E/kT
alebo -
S=klnZ+E/T
Vidime ze veli¢ina In Z umoznuje jednoducho vypocitat entropiu pre kénonicky
systém. Posledny vztah este upravime

1 ,
S=klnZ+ TZEZ'p(Z)

S:kaE:MD—kE:;?p@

S = kanZp(i) — kZlnexp(;—?)p(i)
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S=—k Z In 76Xp(_§i/kT)p(i)

S =—k Z Inp(i)p(i)

a dostali sme uz znamy vyraz pre alternativne vyjadrenie entropie priamo zo
Statistického rozdelenia.

Pozrime sa teraz este aj na prvu vetu termodynamicku o¢ami kanonického rozde-
lenia. Stredni hodnotu energie mézme zapisat i v tvare

i
Zmena strednej energie sa teda da vyjadrit v tvare

dE = Z(Edp(i) +p(i)dE;

Poznamenajme, ze zjavne uvazujeme vratné zmeny lebo stale uvazujeme rovnovazne
rozdelenie. Zmena energie sa deje teda jednak v dosledku pravdepodobnostného
rozdelenia stavov, jednak v désledku zmeny energie stavov. Druhy ¢len zodpoveda
zmene celkovej energie v dosledku zmien energii mikrostavov. Zmena energie
mikrostavu je moznd len v dosledku zmien vonkajsich parametrov, preto druhy
¢len zodpoveda (makroskopickej) praci. Potom prvy ¢len musi zodpovedat pri-
jatému teplu. Mame teda

0Q = Z E;dp(i)
§A ==Y p(i)dE;

Vo vztahu pre §QQ moézeme nahradit
E.
Ei = —leneXp(—]?;) = _lenpi

a dostaneme

6Q = —kTZ In(p(i))dp;
5Q = —kT Z(ln(p(z‘))dpi +pidInp;)

6Q = —kTdY (p;Inp;) = TdS

Pri tprave sme vyuzili fakt, ze vzhladom na zachovanie celkovej pravdepodobnosti

plati
Zpidhlpi = dei = dei =0

Veli¢ina In Z umozinuje jednoducho vyjadrit i stredni energiu. Vyraz
- 1 E;
E = E ZEZ exp(—k—T)

mozno totiz zjavne prepisat do tvaru
1 0

_ E;
E= g acimm Z exp(=37)
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— 1 oz
E= o
— olnZz
E= O(—1/kT)

Zavadza sa preto osobitné pomenovanie pre novi stavovi veli¢inu, tzv. volnt
energiu:

F=—-kTlhZz
resp. obratene
7 — exp(— L
= exp(=+7)
Vidime, ze plati vyjadrenie
F=E-TS

Velicina F hra doleziti dlohu vo fenomenologickej termodynamike.

K pojmu Statistickej sumy sme sa dostali akosi mimochodom, s potreby vyratat
normaliza¢ni konstantu kdnonického rozdelenia. Uz niekolko uvedenych vlastnosti
ukazuje, ze Statistickd suma je v skutoc¢nosti klic¢ovym pojmom. Umenie pocitat v
Statistickej fyzike je totozné s umenim spocitat Statisticki sumu daného systému.
Ak sa podari spocitat Statistickd suma, potom je uz vlastne spocitané vsetko: v
Statistickej sume, presnejsie v jej zavislosti na teplote a na vonkajsich parametroch
je ukryta celd informécia o makroskopickych charakteristikdch systému.

Uz sme si ukézali, ze derivovanim Statistickej sumy podla teploty (presnejsie podla
prevratenej teploty) zistime strednd hodnotu energie. Ak derivujeme Statistickd
sumu podla vonkajsieho parametra zistime strednt hodnotu prislusnej zovieobecnenej
sily. Tak napriklad strednd hodnotu tlaku spoc¢itame ako

1 OF; E;

P=72 v i)

Ak sa budeme zaujimat o stredni hodnotu kvadratu tlaku, dostaneme podobné vy-
jadrenie, v ktorom bude vystupovat druhé derivacia podla objemu. A podobne pre
stredné hodnoty vyssich mocnin. V tom spoé¢iva vyznam tvrdenia, ze vo funkénej
zavislosti Statistickej sumy od objemu je skryté celd informéacia o ndhodnej velicine
tlaku: jednotlivé momenty rozdelenia pravdepodobnosti ziskame postupnym de-
rivovanim podla objemu. Preto Statisticki sumu nazyvame i generujicou funkciou,
pretoze jej derivécie podla vonkajsieho parametra postupne vygeneruji vsetky mo-
menty rozdelenia pravdepodobnosti prislusnej zovseobecnenej sily.

Podobne derivacie podla teploty postupne vygeneruji momenty rozdelenia pravde-
podobnosti energie.
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Ak si eSte uvedomime, Ze entropia tiez bezprostredne suvisi so Statistickou sumou,
vidime, Ze naozaj Statistickd suma je nositelom tplnej informédcie o makrostave
systému.

Grandkéanonicky subor

Uvazujme teraz systém v kontakte s rezervoiarom, ktory si s rezervoarom moze
okrem energie vymienat i ¢astice. VSeobecne dva systémy vo vzajomnom kontakte
si budi vymienat ¢astice tak dlho, kym sa neustali dynamicka rovnovdha. Analog-
ickym postupom ako sme vySetrovali rovnovahu pri vymenach energie dospejeme
k zéveru, ze dva systémy budi v rovnovéhe vzhladom na mozni vymenu castic

vtedy, ak bude platit
051\ _ (052
ON1)  \ON,

oS
(o)
mé vyznamnu tlohu pre posidenie toho, ¢i st dva systémy v rovnovahe vzhladom
na moznu vymenu Castic. Zavadza sa preto osobitné pomenovanie pre veli¢inu

definovanu ako
__7p(95
H= ON

ktord sa nazyva chemicky potencial. Dva systémy su teda v rovnovéhe vzhladom
na vymenu castic ak pri rovnakej teplote maju aj rovnaky chemicky potencidl.
Chemicky potencial je teda dalSou stavovou veli¢inou systému.

Vidno teda, ze veli¢ina

Ak teraz uvazujeme systém v kontakte s rezervodrom s moznou vymenou castic, rez-
ervoar je charakterizovany dvoma konstantnymi veli¢inami, teplotou T' a chemickym
potencidlom p. Systém bude potom charakterizovany sStatistickym siborom, v
ktorom pravdepodobnost néjst tento systém v stave (N, ) - t.j. v i-tom mikrostave
prislichajicom poctu ¢astic N- bude
1 E;
P(N.i) = 7 exp((=N — )
kde Z je tzv. velka Statistickd suma

H E;
N,i

Ak sa potom zaujimame o stredny pocet Castic v systéme, dostaneme
- 1 12 El
N=— Nexp(=—=N — —
7 2 NN — i)
N,i
Otédzkou ostava, ako uré¢ujeme chemicky potenciél p. Prakticky inverziou posledného
vztahu. T.j. nezndmy chemicky potencidl urcime tak, ze pocitame zo vSeobecnou
hodnotou p, zistime zavislost N na p a potom hodnotu p nastavime tak aby sa
prislusna hodnota N zhodovala s empirickou hodnotou.

Uvedomme si, ze velku §tatisticki sumu Z moézme vyjadrif pomocou Statistickej
sumy Z pri fixovanom pocte ¢astic nasledovne
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2= exp((=N) Z(N,V.T)
N

Teraz mozme analogicky zopakovat tvahy o vyjadreni makroskopickych charak-
teristik systému pomocou velkej Statistickej sumy ako sme urobili pri Statistickej
sume.

Pre makroskopicky systém vo vyjadreni sumy dominuji najpravdepodobnejsie hod-
noty, preto pre logaritmus velkej Statistickej sumy dostaneme:

kT
W -F 1

N kT@ln(Z)
o
V analdgii k volnej energii zavedieme termodynamicky potencial {2 vztahom
N
Z = exp(—k—T)

Porovnajme este vyjadrenia pre sumy vyskytujice sa v grandkdnonickom, kdnonickom
a mikorkanonickom rozdeleni.

Mikrokanonické rozdelenie:
QNE)= > 1
i, fizE,N
Kaéanonické rozdelenie:
E
7 = -
(N.T) = > exp(=7) 2N E)
E,fixN

Grandkénonické rozdelenie:

2 T) = Y exp(A) Z(N, 7)
N

Vidno teda, Ze prva suma je najobmedzenejSia, sCitavame cez vSetky stavy pri
fixovanej energii i pocte ¢astic. V druhej sume s¢itavame cez vSetky stavy bez
obmedzenia na energiu ale pri fixovanom pocte castic. V tretej sume s¢itavame cez
vSetky stavy bez obmedzenia na energiu i na pocet castic.
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10.Kvantové idealne plyny

V tejto kapitole aplikujeme metddy Statistickych siborov na pripad idealnych ply-
nov, t.j. systémov zlozenych z neinteragujuich castic.

Budeme uvazovat kvantové plyny. Potom, vzhladom na nerozliSitelnost ¢astic nie
je mozné vybrat z celého siboru jednu casticu a vysSetrovat ju ako vycleneny
podsystém velkého systému. Co viak je mozné urobif, je zameraf sa na jeden
jednocasticovy stav uvazovaného velkého systému. Kedze uvazujeme systém nein-
teragujtcich castic, stavy celého systému je mozné vyjadrit pomocou jednocasticovych
stavov a kvantové ¢isla charakterizujice cely systém budu obsadzovacie ¢isla jed-
notlivych jednocasticovych stavov. Mézeme si preto vybrat jeden z jednocasticovych
stavov a hladief nan ako na nejaky fiktivny podsystém celého systému.

Logika tohto kroku je mozno trochu narocné preto ju este raz zopakujme:

- jednocasticovy stav sa ”zicastiiuje na vytvarani celkového stavu” velkého systému
tak, ze je pren definované obsadzovacie ¢islo n, ktoré pre pripad bozénov nadobuda
niektord z hodnét 0,1,2,3,4,..., pre pripad fermiénov niektord z hodnét 0, 1.
Rozne jednocasticové stavy su oznaCované trojicou ¢isel ni, ny, n3 a pripadne hod-
notou priemetu spinu s,. Stvorica ni,ns,ns,s. teda spolu tvorf meno stavu”.
Energia castice, ktora by sa nachadzala v tomto stave by bola

m2h?

€= m("%*‘”g +n3)

- na urcity vybrany jednocasticovy stav sa teraz za¢nem divat akoby na podsystém
celého systému, pricom jednotlivé stavy tohto podsystému si charakterizované
prave obsadzovacim ¢islom n.

- na nas fiktivny podsystém, ktory je v stave danom obsadzovacim ¢islom n, sa
teraz mozeme divat ako na podsystém, v ktorom sa nachddza n Castic a energia
podsystému v tomto stave je ne

- nas fiktivny podsystém teraz popiSeme grandkénonickym rozdelenim, charakteri-
zovanym teplotou T a chemickym potencidlom pu.

Pripad fermiénov

Pre velku Statistickd sumu dostaneme

n Oe I le
Z = —0—- — LI —
X0 — 57) T PGl i)
n—e
Z=1 —
+exp(—-)
Potom strednt hodnotu obsadzovacieho ¢isla n dostaneme ako
1 I Oe n le
= —(0exp(-=0 — —) + lexp(-=1 — —
7= 7 (0370 = ) + 1exp(iml = 1)
B 1
n= —

[

exp(57) +1
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Posledny vztah sa vola Fermi-Diracovo rozdelenie a vyjadruje strednt obsadenost
fermiénového jednocasticového stavu s energiou ¢ pri teplote T a chemickom po-
tenciali p.

Pripad bozénov

Pre velkt Statistickd sumu dostaneme

Sumaécia je jednoduchd sumaécia geometrického radu, dostaneme
B 1
1 —exp(5=+)

Potom stredni hodnotu obsadzovacieho ¢isla n dostaneme ako

I m ne
n=g 2 nep(zn = i)
Vo vyraze vystupuje sumacia typu

n_ d n_ 4
2o =g, > 4 =

Celkovo teda dostaneme
1

exp(St) — 1
Posledny vztah sa vola Boseho-Einsteinovo rozdelenie a vyjadruje stredni obsadenost
bozdénovej jednocasticovej hladiny s energiou ¢ pri teplote T a chemickom potenciali

1.

n =

Klasicka limita

Vsimnime si teraz klasicky pripad, t.j. situdciu ked strednd obsadenost vsetkych
jednocasticovych hladin je ovela mensia ako jedna, teda ked

_ 1
n=——" —"""<k1

exp(ak_ji‘) +1

Takato situacia nastane nezavisle od toho, ¢ uvazujeme fermiény alebo bozény
vtedy, ked plati

NS Py o

n(e) mexp(5) <
Predpokladajme teda takito situdciu, uvazujeme klasicky idedlny plyn. NaS§im
ciefom je najst vyjadrenie pre chemicky potencial idedlneho klasického plynu.

Stredny pocet Castic v celom uvazovanom objeme plynu dostaneme sumovanim
strednej obsadenosti cez vSetky jednocasticové stavy. Bude teda

N = Zexp(ukT )
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Sumovanie cez jednocasticové stavy mozeme nahradif sumovanim cez jednocasticové
energie

N = ZQ e) exp( kTi)

Sumovanie teraz mozno priblizne nahradlﬁ integralom cez spojité hodnoty energie

N = /dap eXp(Nk'_T )

kde ¢(e) udava pocet jednocasticovych stavov s energiou mensou ako e.

Podla modelu ”¢astica v jame” dostaneme pre ¢astice so spinom 0

1 (2ml?\*?
QD(E) = 67‘— ( T2h2 ) €
Poznamenajme, Ze hoci uvazujeme klasickd limitu, pri ktorej sa stiera rozdiel
medzi fermiénmi a bozénmi, fakt degeneracie hladin vzhladom na spinové stavy
prezije i klasicku limitu. Pre ¢astice s roznym spinom sa preto i v klasickej limite
dostant rozne vysledky lisiace sa vSak len faktorom degeneracie vo vyraze pre pocet

stavov. Preto budeme uvazovat najjednoduchsi pripad bez spinovej degeneracie. Po
dosadeni a preintegrovani dostaneme

kde sme oznacili

Oznacenie nie je ndhodné. Lahko sa mozno presved¢it o tom, Ze objem Vg je ob-
jem zodpovedajuici vinovej dizke deBroglieho viny prislichajicej castici s energiou
radovo rovnou k7. V praxi je Castejsi pripad, ze pozndme pocet ¢astic, a nepozname
chemicky potencial. Obratenim odvodeného vztahu dostaneme

1 Vo
N-Z
() =Ny
alebo "
Q
— kTIn N=-%
1 nN

Poznamenajme, ze uvedeny vztah plati len v klasickom priblizeni, ktoré bude dobré
ak bude platit
p Vo
ex N—<x1

o) =Ny
Vypocitajme teraz este velku Statistickd sumu. Pri vypocte teraz vyuzijeme fakt,
Ze sa sCitava cez vSetky mozné stavy bez obmedzenia, teda vlastne cez vSetky mozné
obsadzovacie ¢isla vSetkych moznych jednocasticovych stavov. To je dévodom
pre¢o prave velkd Statisticki sumu lahko vypocitame. Vo vypocte j oznacuje
jednocasticové stavy, n; obsadzovacie ¢islo j-teho jednocasticového stavu.

Z = Zexp uZnJ anej))
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Z:ZHQXP(RTW(N €5))
Z:HZGXP(kTTLJ(N £5))

pretoze v klasickej limite niet rozdielu medzi fermiénmi a bozénmi, moézme uvazovat
s fermiénmi, kde suma bezi len cez obsadzovacie ¢isla 0 a 1. Dostaneme

2 =TT +expli (e — <))

2 = Y1+ (s 2,))

j
1
2= exp(im(n—2;))
J
a poslednd suma je v klasickom priblizeni rovnd poctu ¢astic, teda
InZ=N
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11.Termodynamické potencialy

Vyjdeme z prvej vety termodynamickej zapisanej pre plyny. Nase uvahy vsak budu
mat vSeobecnejsiu platnost ak pod V budeme vo vSeobecnosti chépat Tubovolny
vonkajsi parameter a pod p prislusni zovseobecneni silu.

dE =6Q — pdV
Pre vratné zmeny potom dostaneme

dE =TdS — pdV

1 1
dS = =dFE + =pdV

7 TP
Tento vztah predstavuje zapis vhodny pre pouzitie pre izolované systémy, lebo pre
ne su prirodzenymi premennymi, ktoré fixuji vonkajsie podmienky prave energia a
objem. Preto tieto vztahy si vhodné pre pouzitie v stvislosti s mikrokdnonickym
rozdelenim.
Ak uvazujeme systém v kontakte s tepelnym rezervoarom, a teda, kdnonické rozde-
lenie, je vhodnejsie pouzit iné vztahy. Pri vyjadreni Statistickej sumy sa ukazala
byt vhodnou veli¢inou volné energia, definovans ako

F=FE-TS

Ide vlastne o Legendreovu transforméciu, pricom sa z prvej vety termodynamickej
dostane
dF =dFE — SdT — TdS
dF =TdS — pdV — SdT —TdS
dF = —-S8dT — pdV
To je prave vhodné vyjadrenie, pretoze ukazuje, Ze volna energia je prirodzene

funkciou premennych T a V, teda premennych ktoré fixuji vonkajsie podmienky
pri kdnonickom rozdeleni.

Ak uvazujeme izotermické zmeny, dostaneme
dFf = —pdV = -0 A
pri restrikcii na izotermické zmeny teda plati
A=—(F,—F)
VoIné energia mé preto vyznam izotermického potencidlu prace, vyjadruje, kolko
prace mozno vytazit pri izotermickej zmene.
Analogicky k tymto divahdm moézeme zaviest i dalsie termodynamické potenciély.

Ak uvazujeme systém so zafixovanou energiou a tlakom dostaneme prirodzene po-
tencial entalpiu
H=FE+pV
potom
dH =7TdS + Vdp
Preto entalpia je prirodzene funkciou entropie a tlaku. Ak uvazujeme izobarické
zmeny, dostaneme

dH = TdS
5Q = dH
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a teda pri restrikcii na izobarické zmeny bude pre prijaté teplo platit
Q=Hy—H;
Entalpia je preto izobarickym potencidlom tepla.
Ak uvazujeme systém pri zadanej teplote a tlaku, dostaneme dalsi tzv. Gibbsov
potenciél, niekedy nazyvany volna entalpia
G=E-TS+pV=H-TS
dG = -SdT + Vdp
Doteraz sme uvazovali len systému s fixnym poctom ¢astic. Pri systémoch s pre-
mennym poctom castic musime explicitne uvazovat zavislost uvedenych potencidlov

na pocte ¢astic N. Z definicie chemického potencidlu dostaneme modifikaciu difer-
encialu entropie vo forme

ds = %(dE + pdV — pdN)
a potom aj
dE =TdS — pdV + udN
dF = —-SdT — pdV + udN
dH =TdS + Vdp + pdN
dG = -SdT + Vdp + pdN
Termodynamicky potencidl G je extenzivna veli¢ina, zavisi vsak od dvoch in-

tenzivnych veli¢in p a T a len jednej intenzivnej veliciny N. Preto sa musi dat
vyjadrit v tvare

G = Ng(p,T)
kde g je uz intenzivna veli¢ina, zavisiaca len od p a T. Na druhej strane ale musi
platit
(v)
el =p
ON ),
preto musi platit
G = Nu(p,T)

Pre grandkénonicky systém nie je prirodzenou premennou pocet castic ale chemicky
potencial, spolu s teplotou a objemom. Preto prislusny termodynamicky potencial
pre grandkdnonicky systém najdeme transformdciou volnej energie vzhladom k N:

2=F—uN
df2 = -5dT — pdV — Ndu
porovnanim s vyrazom pre Gibbsov potencidl dostaneme
2=G—-pV —uN=Np—pV —uN = —pV

Vidime teraz, preco pri vypocte velkej statistickej sumy klasického idedlneho plynu
sme dostali

InZ = exp(N)
plati totiz

n
InZ = exp(—k—T) =exp(——)
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a zo stavovej rovnice uz dostaneme predchadzajice vyjadrenie.

Pozrime sa teraz ako sa modifikuji skimané vztahy pre uvazovani nevratnych
zmien. Potom namiesto vztahu

dE =TdS — pdV + pudN
dostaneme
dE <TdS — pdV + udN

uvedeny vztah vyjadruje narast entropie pri nevratnej zmene relativne k situdcii
pri vratnej zmene. Nésledne potom tiez plati

dF < —SdT — pdV + udN
dH <TdS + Vdp + pdN
dG < —SdT + Vdp + pudN

Vsimnime si ze zo vztahu

1

dS > —(dE + pdV — pudN)

N

plynie pre izolovany systém, (t.j. pri fixnej energii, objeme a pocte Castic) Ze
entropia nadobida za tychto podmienok v rovnovaznom stave maximum.

Podobne zo vztahov

dF < —-8dT — pdV + udN

dG < -SdT + Vdp + pudN
plynie Ze pri fixovanej teplote a objeme nadobtida v rovnovaznom stave minimum
volna energia, a pri fixovanej teplote a tlaku nadobida v rovnovdznom stave mini-
mum Gibbsov potencidl.

Istii nejasnost moze budif otdzka, o minimum vzhladom k ¢omu vlastne ide.
Ukéazeme si to na priklade pre kdnonické rozdelenie, teda fixovani teplotu a vonkajsi
parameter.

Uvazujme priklad systém neinteragujicich spinov vo vonkajsom magnetickom poli.
Stavy spinov su dva, prislusné energie si —uB a +uB. Statistickd suma systému
spinov pri teplote T a vonkajSom poli B teda bude

>; —HiB

2(T,B) = Y exp(- =L )

Hej

_ 1 B
Z(T,B) = 1:[ %, exp(ﬁ)
uB
Z(T,B) = 1:[ cosh(’, =)

B
In Z(T, B) = Nlncosh(Z—T)

a pre celkovy magneticky moment systému ako zovSeobecnenu silu k vonkajsiemu
parametru B dostaneme
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Toto je vysledok ziskany uz znamou technikou. Pozrime sa teraz na techniku min-
imalizdcie volnej energie.

Tu budeme porovnavat volni energiu nerovnovéazneho stavu s volnou energiou
rovnovazneho stavu. Rovnovazny stav je urceny len vonkajSimi podmienkami,
zadanim T a B. Nimi st uz urcené hodnoty vsetkych ostatnych rovnovaznych
velicin. Naproti tomu nerovnovazny stav sa vyznacuje tym, Ze aspon v jednej
veli¢ine sa musi 1isit od rovnovazneho stavu. Uvazujme preto také nerovnovazne
stavy, ktoré sa od rovnovaznych lisia prave hodnotou celkového magnetického mo-
mentu M. Potom M je vlastne dalsi nezavisly parameter charakterizujuci popri T a
B ten nerovnovazny stav. Preto aj volnd energia tohto nerovnovazneho stavu bude
funkciou parametra M popri parametroch T a B.

V uvazovanom nerovnovaznom stave teda mame

F,=F(T,B,M)
kym v rovnovaznom stave mame
F.=F(T,B)
princip minima volnej energie potom hovor{

F, = min F(T, B, M)
M

pricom rovnovdzna hodnota M je prave td4 hodnota M pre ktortd volnd energia
nadobida minimum.

Ako teda vypocitame nerovnovdznu hodnotu F (T, B, M).

Uvazujeme také nerovnovazne stavy, ktoré sa od rovnovaznych nelisia v nicom
inom iba v hodnote M. Znamena to, ze ak oproti vypoctu rovnovaznej Statistickej
sumy zmenime jedine to, ze budeme uvazovat iba stavy s fixovanou celkovou mag-
netizaciou a inak v ni¢om inom nenaruSime relativnu vahu jednotlivych stavov,
dostaneme prave Statistickd sumu hladaného nerovnovazneho stavu.

Bude teda

Zj,“jB
Zn=Z(T,B,M) = .ZP eXP(T)
W, fiw M= p;
MB
Z(T,B,M) = —_—
mem= Y enllE)

pifiw M= ; j;

MB
Z(T, B, M) = exp(— ) > .
wg,fix M= p;

2, B,M) = exp(S2) (M)

kde (M) je pocet stavov spinového systému s celkovou magnetizaciou M. Ak z
celkového poctu N spinov je n obratenych smerom hore, potom celkova magne-
tizdcia bude

M=nB—-(N—-n)B=2nB—-NB

Preto

200 = (/2 vy/em)
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Po vyjadreni

F(T,B,M)=—-kTlnZ(T,B,M)
vyuziti{ Stirlingovej formuly a minimalizacii dostaneme pre rovnovaznu hodnotu
magnetizacie rovnaky vyraz ako vyssie.
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12.Fazové prechody

Pri dostatocne vysokych teplotach a nizkych koncentraciach je chovanie realnych
plynov vyhovujico popisané stavovou rovnicou idedlneho plynu. Odchylky od
chovania typu idedlneho plynu pri nizsich teplotach a vyssich koncentraciach sa
popisuju fenomenologicky. Bolo navrhnutych viacero stavovych rovnic, uvedieme
len jednu, van der Waalsovu, ktora pre jeden kilomol plynu ma tvar

a* .
(p+ fV2)(V—b )= RT
resp. pre N castic
N2
(p+ GW)(V _bN) = NkT

Clen Nb mé priblizne zodpovedat vlastnému objemu molekil v kiloméle plynu
a méa vyjadrovat fakt, ze molekuly maji k dispozicii pre voIny pohyb efektivne
len objem zmenseny o vlastny objem molekil. Clen (aN?/V? mé4 vyjadrovat vplyv
pritazlivych sil medzi molekulami, ¢o akoby viedlo k tomu, Ze molekuly sa efektivne

chovaju ako voIné, ktoré by okrem vonkajsieho tlaku p boli vystavené i ” vndtornému
tlaku” a/V?2.

Pri fixovanych hodnotach p,T predstavuje van der Waalsova rovnica implicitni
rovnicu tretieho radu pre nezndmu V. Tato rovnica moze mat jeden alebo tri redlne
korene. V pripade existencie troch redlnych korenov pri urcitom tlaku a teplote
interpretujeme tieto korene V ako nefyzikélne, oscilujici tvar izotermy v oblasti
existencie troch korenov nahradzame castou priamky p = const a interpretujeme
tuto cast izotermy ako oblast fazového prechodu, pri ktorom nastava rovnovaha
dvoch faz plyn - kvapalina. Pre teploty vySSie ako tzv. kriticka teplota existuje
len jeden redlny korenn V' a k fadzovému prechodu pri stlacani po takejto izoterme
nedochédza.

Vidno teda, ze k rovnovahe faz plyn - kvapalina dochddza len pri teplotach nizsich
ako je kritickd teplota, pritom pri zvolenej teplote fazova rovnovaha nastane pri
celkom urcitej hodnote tlaku. Sustava dvoch faz systému skladajiceho s z jedného
druhu molekil m4 teda len jeden stupen volnosti.

Aby sme zistili zavislost rovnovazneho tlaku koexistencie dvoch fdz na teplote,
predstavme si fiktivny Carnotov stroj pracujici s kilomoélom latky prave v oblasti
fazového prechodu v cykle izoterma (T'+d7T) — adiabata — izoterma 7' — adiabata.
Utinnost Carnotovho stroja je

A _ar
" Qryar T

Vykonand prédca je rovnd ploche uzavretej slTu¢kou na p-V diagrame

A= (Vplyn - Vkvap.)dp
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Teplo prijaté systémom na hornej izoterme je prave kilomolové teplo vyparovania £.
Dosadenim do vztahu pre i¢innost dostaneme Clausiusovu - Clapeyronovu rovnicu
pre krivku rovnovahy dvoch faz

dp /

ar T(Vplyn - Vkvap.)

Pri odvodeni sme nikde nevyuzili fakt, ze ide o rovnovahu plyn - kvapalina, preto
podobna rovnica plati i pre prechodu kvapalina - tuhd latka resp. plyn - tuhd latka.

Vysetrime este na vseobecne obmedzenia na podmienky rovnovéhy roéznych faz pri
viackomponentnych systémoch.

Uvazujme systém skladajici sa z n komponent (t.j. z n druhov molekil) v ktorom
je v rovnovahe f faz. V kazdej faze mozu byt komponenty zastipené v réznych
relativnych koncentracidch. Pre kazdu fdzu teda méme (n — 1) nezavislych veli¢in
- relativnych koncentracii n komponent. (Koncentracie spolu davaji 100 percent,
preto je len (n — 1) nezdvislych.)

Ak este zvazime premenné p a T' dostaneme teda spolu

pocet premennych =2+ f(n — 1)

Podmienky rovnovahy vyzaduju rovnost chemickych potencidlov kazdej kompo-
nenty vo vSetkych fézach. To pre kazdi komponentu ddva (f — 1) rovnic. Spolu
teda mame

pocet rovnic = n(f — 1)

Potom uz zrejme pre pocet stupniov volnosti n-komponentného systému za rovnovdhy
f faz dostaneme

v=24+n—f
Tento vztah sa vold Gibbsovo pravidlo faz. Pre jednokomponentny systém dostaneme
teda:
- systém v jednej fdze mé dva stupne volnosti
- rovnovaha dvoch fadz mé jeden stupen volnosti

- pri rovnovahe troch faz nie je ziadny stupen volnosti, rovnovéha troch fdz moze
nastat len pri ur¢itom tlaku a teplote, hovorime o trojnom bode

poruchova metéda

Vréafme sa teraz k problému redlnych plynov a pozrime sa nakolko je mozné
porozumiet van der Waalsove] rovnici z pohladu Statistickej fyziky. Uvazujme
kénonicky stbor, plyn interagujtcich castic pri zadanom objeme a teplote. To,
¢o musime zratat je Statistickd suma. Budeme uvazovat klasické priblizenie.
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Zamyslime sa nad tym, v ¢om sa pri vypocte prejavi rozdiel oproti idealnemu plynu,
t.j. plynu neinteragujicich molekil. Pre neinteragujiice molekuly bude celkova
energia systému dand su¢tom energii jednotlivych molekil. V klasickom vyjadreni

1
E=2 5l
J

V klasickom formalizme stav systému je popisany zadanim polohy a hybnosti kazdej
Castice, preto suma cez vSetky stavy sa vyjadri ako integral cez 6 N-rozmerny fazovy
priestor siradnic a hybnosti vSetkych castic.

7 = N'/lj(d r;d pj)exp(—ﬁ)

V tomto vztahu C predstavuje vhodni normalizaé¢ni konstantu, ktora sa voli tak,
aby Statistickd suma vysla v klasikom priblizeni rovnako ako v limite kvantovome-
chanického vypoctu, kde sa neintegruje ale s¢itava cez diskrétne stavy. V tom
spoc¢iva zéasadny rozdiel medzi kvantovomechanickym spdésobom vypoctu a kla-
sickym. Kym diskrétne stavy sa daju v absolutnom zmysle spocitat, a teda po-
tom v zmysle Boltzmannovej definicie dostaneme absolitnu normalizaciu entropie,
v klasickej fyzike sa nedd robit sucet cez spojité stavy. Namiesto toho tu vys-
tupuje integral cez fdzovy objem, no volba jednotiek v ktorych tento fdzovy objem
pocitame je Tubovolnd, preto v klasickej Statistike bude entropia urcena len az na
aditivnu konstantu.

Pretoze v exponente vystupuje energia ako suma cez vSetky castice dostaneme
2
J

- C 3 3 p
7= Nl];[/m ;) expl(—5 )

Integral cez suradnice je trividlny. Dostaneme

C N 3 p? N
Z = MV </d pexp(—2ka)>

V pripade interagujicich castic sa situdcia komplikuje, vyrez pre energiu obsahuje
nielen sucet cez vSetky Castice, ktory vedie k faktorizacii ale i stucet cez vsetky pary
castic:

E:Z%pi‘FZU(T“TJ)
J

i<j
Vo vyraze pre Z budu zrejme faktory pochadzajice z integricie cez hybnosti rov-
naké ako v pripade idedlneho plynu, ale integracia cez objem uz nebude trividlna.

Dostaneme teda
_ C 3 P2 N
Z = mZV (/d pexp(—zka)
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kde

Zy = /Hd:arj exp(—%ZU(ﬁﬁk))

<k

Uvazujme teraz len pritazlivé pésobenie molekil. Potencidl potom mézeme povazovat
za mald poruchu voci pripadu idedlneho plynu. Pouzijeme potom techniku, zndmu
i z inych oblasti fyziky, poruchovii metédu. Technicky to znamenad, Ze presny vyraz
nahradime radom, rozvojom podla mocnin poruchového ¢lena, v naSom pripade

peoys

¢len toho radu, teda na prvé mocniny poruchy. Ak vyraz v exponente rozvinieme
do mocnin potencialu, dostaneme

Zy = /Hd?’rj(l —~ kiT > U(ri,mh))

<k
. N(N -1 . . 1 .
ZV:/HdSle—i( B) )/dST‘ldsT‘QﬁU(Tlﬂ"g)/Hdd?‘j
J j>2

N(N = 1)

Z — N_ N—-2
v=Vvi-V 2kT

JEE

ked sme vyuzili, ze interakénd energia zavisi len od rozdielu stradnic a od pre-
mennych r1,72 sme presli k relativnej siradnici r a stradnici taziska R*.

Dostaneme teda priblizne

N2
Zy =VN YN
v kT

kde sme oznacili

a= —%/drU(r)

Potom tiez priblizne plati

N2
InZy =In(VV1+ 2
nZy = In(V7( +kTV))
N2
anvaan+ln(1+ZTV)
aN?
1nZV_N1nV+kTV

Stavovi rovnicu dostaneme, ak vyjadrime zo Statistickej sumy tlak:

olnZ
= kT
b v
p= kT@anv

ov
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N aN?
=Ky = jpye)
aN?

dostali sme naozaj rovnicu tvaru Van der Waalsovej bez zapocitania vplyvu kone¢ného
vlastného objemu molekl.

Opravu na kone¢ny objem molekil by sme pocitali ako vplyv odpudivej ¢asti po-
tencidlu pri malych vzdialenostiach molekul. Pretoze odpudivy potencidl je velky,
nemoézeme jeho vplyv zardtat presne rovnakou technikou. Vzhladom na to, Ze tento
potencial posobi len na malé vzdialenosti, da sa tiez pouzit poruchova metoda, ale
technicky komplikovanejsia, nez sme si tu ukézali.
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13.Prenosové javy

Budeme sa zaoberat stacionarnymi nerovnovaznymi situdciami typu vedenia tepla.
Predstavme si dva rezervoare s roznymi teplotami 77 > T5. Ak ich spojime
napriklad tycou, bude tycou prudit tepelnd energia z teplejSiecho rezervoaru do
chladnejsieho. Ak si rezervodre velmi velké, potom napriek toku energie sa ich
teplota prakticky nebude menit a na ty¢i sa vytvori staciondrny stav: teplota tyce
bude pozdiZ tyce postupne (ukdze sa, ze dokonca rovnomerne) klesat z hodnoty T}
na hodnotu 7%, pricom tyc¢ou bude prudit konstantny tok tepla.

Empiricky sa zistilo, ze mnozstvo tepla, ktoré pretecie prierezom S tyce za cas dt
bude dané vztahom

0Q = —KSd—Tdt
dx

teda ze tok tepla je imerny gradientu teploty. Zaporné znamienko vyjadruje fakt,
ze teplo tecie v smere proti gradientu teploty. Koeficient imernosti K je materialova
konstanta a nazyva sa koeficient vedenia tepla.

Prenos tepla v plyne

Ak namiesto tyce z pevného materidlu si predstavime dlhi trubicu naplnenu ply-
nom, potom budeme moct povedat o koeficient vedenia tepla i nieCo viac.

Predstavme si isty prierez tyce. K prenosu tepla dochadza vdaka chaotickému
pohybu molekil, molekuly prechddzaju cez mysleny prierez oboma smermi, pricom
molekuly prichadzajice zo strany s vyssou teplotou maju v strednom vyssiu energiu
ako tie, ktoré prichddzaji z opac¢nej strany. Po prechode myslenym prierezom
sa molekuly zrazaju, a v zrazkach svoj prebytok energie odovzdavaji okolitym
molekuldm, alebo naopak, svoj nedostatok energie vyrovnavaji na tikor okolitych
molekul.

Mozeme si to predstavit trosku obrazne tak, ako keby molekuly prenasali z jednej
strany na druhu batohy, v ktorych maju nabalenu energiu.

Teraz ddme naSim tvaham i kvantitativny charakter, obmedzime sa vSak len na
radovy odhad, nebudeme sa zaujimat o presné hodnoty ¢iselnych koeficientov v
ziskanych vztahoch.

V hrubom pribliZzeni teda za ¢as dt prejde zlava doprava nivy Sdt molekil, kde ny je
hustota molektil vlavo a vy je ich typickd rychlost. Pritom tieto molekuly prendsaju
”v batohoch” energiu, ktorej typickd hodnota je 1. Naopak sprava dolava prejde
n9v9Sdt molekil, ktoré prendsaju ”v batohoch” energiu, ktorej typicka hodnota je
€9.

Uvazujme teraz situdciu, ked sa jednd o prenos energie v Cistej forme, t.j. ked
nedochédza siicasne k toku castic cez uvazovany prierez. Vtedy musi platit, ze tok
castic zlava doprava je rovny toku sprava dolava, a teda

n1v1 = Nav2
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Celkovy tok energie za jednotku ¢asu cez plochu S potom bude

5Q = dtnvS(sl — 62)

Musime teraz odhadnut rozdiel energetickych hodnét ”v batohoch”. Predstavime
si, ze energia do batohu sa nabali v zrazkach molekil, potom rozdiel energii bude
prave rozdiel strednych energii okolitych molekil v dvoch oblastiach, ktoré si od
seba vzdialené o hodnotu /4, t.j. o dizku strednej volnej drahy. Bude teda:

de
€1 — &9 = —af

Stredna energia jednej molekuly je pritom
C
=V
Na
kde Cy je kilomdlové teplo plynu a N4 je Avogadrova konstanta. Pre koeficient
prenosu tepla teda dostaneme
C
K= —"Ynot
Ny
Zdoraznime, ze nas vztah je iba radovo presny, preto ani blizSie nespecifikujeme,
akd rychlost mame na mysli ked hovorime o typickej rychlosti molekil, ¢i ide o
strednt kvadratickd alebo priemerni rychlost a podobne. Vsetky tieto rychlosti su
totiz rddovo rovnaké.

Stredna volnéd draha molekul pri hustote n a G¢innom priereze zrazky o je rddovo

1
/= —
no
Viskozita

Predstavme si, ze plyn prudi v nejakom potrubi, priCom pridenie nie je turbu-
lentné. Potom plyn prudi akoby vo vrstvach rovnobeznych so smerom prudenia,
pricom rychlosti prudenia v jednotlivych vrstvach nemusia byt rovnaké, napriklad
vrstva blizsia k stene potrubia prudi rychlostou mensou ako vzdialenejsia vrstva.
Predstavme si teda, ze plyn pridi v smere osi x a sledujeme ako sa meni rychlost
prudenia vo vrstvach pri roznej hodnote suradnice y.

Ak hovorime o rychlosti pridenia plynu, musime si uvedomit, ze hovorime o
makroskopickej rychlosti toku molektl. Molekuly v skutoc¢nosti vykondvaji ovela
zlozitejsi chaoticky pohyb. Ibaze pre stojaci plyn je strednd hodnota chaotickych
rychlosti nenulova, zatial ¢o pre pridiaci plyn je strednd hodnota chaotickych
rychlosti rovna rychlosti pridenia.

Ak vsak molekulu sa pohybuji chaoticky, potom prechddzaji i z vrstvy do vrstvy.
Pricom molekuly, ktoré prejdi do rychlej vrstvy z pomalej vrstvy rychlu vrstvu
brzdia, kym molekuly ktoré prejdd z rychlej vrstvy do pomalej vrstvy pomald
vrstvu urychluju.
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Predstavme si plosku S kolmi na smer osi y. Potom sila, ktord pripadd na tito
plochu a ktorou posobi spodna vrstva na hornii bude imerna tejto ploche a gradi-

entu rychlosti pridenia, teda

Ovg

Koeficient 7 sa vola koeficient vnitorného trenia (viskozity).

Toto silové posobenie vlastne vznika v dosledku prenosu hybnosti cez plosku .S,
sila je rovna celkovému prenosu hybnosti za jednotku casu. Teda, veli¢ina, ktora
molekuly prendsaji cez plochu S ”v batohoch” a sposobuju tak vnuitorné trenie, je
hybnost.

Pre treciu silu teda dostaneme

(MUt Jomia)
F — _dtSny— prudenia/,
dy
a teda koeficient vnatorného trenia bude
n = mnul

Difizia
Ak spojime dva rezervoare s nerovnakym chemickym potencidlom, ¢o prakticky
znamend s nerovnakou hustotou molekil, potom v spojovacom vedeni sa vytvori
gradient koncentracie molekul a vznikne makroskopicky tok molekil v smere proti
gradientu

dn = —DSa—ndt
ox

Koeficient D sa vola koeficient difizie.

V tomto pripade molekuly neprendsaji v batohoch ni¢, prendsaji ”"samé seba’ a
tok vznikd v dosledku toho ze pocet prechodov v opa¢nych smeroch je rozny v
dosledku roznej koncentracie molekul na opaénych stranach prierezu S.

Poznamenajme, Ze uvazujeme opaf ¢istd diftuziu, t.j. predpokladdme rovnaku
teplotu a teda i rovnaku rychlost molekdl na oboch strandch. Pritom v pod-
state musime predpokladat, ze to ¢o pocitame je diftizia molekil jedného druhu
v prostredi s molekulami i iného druhu, inak, pri jednokomponentnom systéme by
sme pri homogénnej teplote ale nehomogénnej hustote molekidl mali i nehomogenitu
tlaku a k difuzii by sa pridal i makroskopicky drift. Dostaneme preto

dn = —dtSv@é
ox

a teda pre koeficient difizie dostaneme
D=/

Zdoraznime opat na zaver, ze vztahy, ktoré sme v tejto kapitole odvodili st len
radové, oproti vyrazom uvadzanym v literatire v nich nevystupuju koeficienty typu
1/3 alebo V2 a podobne.
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14.Ziarenie ¢ierneho telesa

Budeme uvazovat rovnovdzny stav elektromagnetického pola v dutine pri teplote
T. K rieseniu tohto problému je mozné pristipit dvoma ekvivalentnymi spésobmi.

Pri prvom vysetrujeme kdnonické rozdelenie pre elektromagnetickému polu ekviva-
lentny systém linearnych harmonickych oscilatorov.

Pri druhom vysSetrujeme grandkanonické rozdelenie foténového plynu s nulovym
chemickym potencidlom.

Elektromagnetické pole v dutine je vinenie vyhovujice vlnovej rovnici. Spomedzi
moznych rieSeni vlnovej rovnice maju osobitny vyznam stacionarne stavy. Sta-
ciondrne stavy elektromagnetického pola si vlastne stojace viny v dutine, ktorych
casova zavislost je Cisté harmonické staciondrne kmitanie. Doélezitost stacionarnych
kmitov, niekedy nazyvanych normélne mddy, spociva v tom, ze Iubovolny iny
stav elektromagnetického pola v dutine je mozné vyjadrit ako superpoziciu sta-
cionarnych kmitov.

Pohybovéa rovnica normdalnych moédov je pritom rovnakd ako pohybova rovnica
linedrneho harmonického oscilatora.

Preto stav elektromagnetického pola v dutine je mozné ekvivalentnym spdsobom
zadat ako stav polu ekvivalentného systému linedrnych harmonickych oscilétorov.

Predstavme si dutinu tvaru kocky o hrane L. Staciondrne kmity si potom stojaté
vlny, ktorych vinova dlzka je dand geometriou dutiny tplne analogicky ako sme
videli pre de Broglieho viny v kvantovomechanickom modeli ¢astice viazanej v kocke
o hrane L.

Normalne mody sui teda oznacované trojicou kladnych celych ¢isel nq, no, ng, pricom
jednej takejto trojici prislichaji dva normdalne médy ¢o zodpovedd dvom moznym
polarizaciam elektromagnetickej viny.

Absolutna hodnota vlnového vektora staciondrneho médu teda bude dand ako

™
kn11n2,n3 = Z(n% + TL% + n%)l/Q

Pre elektromagneticktl vinu je vztah frekvencie a vinového vektora nasledovny:

w=kc
kde c je rychlost svetla.
Bude teda
me
Wni,na,ng = f( % + n% + n§)1/2

Elektromagnetické pole v dutine je teda ekvivalentné systému nekonetného poctu
nezavislych linedrnych oscilatorov, ktoré si oznacené trojicami celych ¢isel.

Stav Tubovolného harmonického oscildtora je dany excitaénym éislom n, pricom
energia oscilatora v stave n je
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By = hw(n+1/2)

Mikrostav elektromagnetického pola v dutine preto zadame ak zaddme excitacné
¢isla vSetkych harmonickych oscilatorov, t.j. ak zaddme excitacné ¢isla

Nny,ng,ng
pre vSetky mozné trojice ni,no, ns.

S tym suvisi technicky problém: pretoze oscilatorov je nekonecéne vela a kazdy z nich
m4 energiu minimdlne 1/2kw vychddza celkové energia formélne nekoneénd. Nulovy
referencny bod energie vSak mozno volit Tubovolne, a teda aj tak, aby bol rovny
(forméalne nekoneénej) energii nulovych kmitov uvazovaného systému oscildtorov.
Preto v dalSom energiu nulovych kmitov nebudeme uvazovat.

Teraz uz vidime, ze elektromagnetické pole je mozné ekvivalentne popisat ako plyn
foténov. Existuje totiz presnd analdgia medzi normélnymi stavmi pola a jedno-
foténovymi stavmi.

Jednofoténové stavy budid podobne ako stavy nerelativistickej castice popisané
kvantovymi ¢islami nq, no, ng, lebo to si vlastne stavy de Broglieho viny, s vlnovou
dlzkou

2L

V/n? 4+ n3 + nk

Rozdiel je v tom, ako energia Castice suvisi s vilnovou dlzkou. Pre nerelativisticku

casticu plati
R A
T 2m 2m\ A

<2wh>
gE=c¢cp==c T

whe
e= 7 n? + n2 + n2
Analégia s normalnymi médmi pola je teda zrejma. Excitaéné éisla harmonickych

oscilatorov potom zodpovedaji obsadzovacim ¢islam jednofoténovych stavov.

Pre foton plati

Dostaneme teda

Strednd energia harmonického oscildtora pri teplote T je

_w
exp(j) — 1

preto stredné excitac¢né ¢islo oscilatora bude

_ 1
n=——p !
exp(kT)

a to je presne stredné obsadzovacie ¢islo bozénového stavu pri nulovom chemickom
potenciali.
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Vidime teda, ze elektromagnetické pole v dutine je ekvivalentné foténovému idedlnemu
plynu s nulovym chemickm potencialom.

Pocet jednofoténovych stavov s energiou mensou ako € bude

14
o(e) = 2§§m/n§ +n+n3

kde tivodny faktor 2 vyjadruje fakt, ze fotén mé dva spinové stavy (dve polarizicie).

Celkovo teda dostaneme
(€) = 1 (el
P = 3T The

Pre stredny pocet foténov s energiou v intervale (e, e + de) bude platit

1
d =¢(e)—————d
ne) =¢'(e) R =19
Po dosadeni dostaneme pre hustotu energie ziarenia pripadajicu na interval (e,e +
de)
3
TE 1
d = d
UE) = e exp(e/kT) =1
alebo po vyjadreni cez kruhové frekvencie
fiw? 1
d = d
ule) m2e3 exp(hw/kT) — 1 “
Tento vztah sa nazyva Planckov zdkon ziarenia ¢ierneho telesa pre spektralnu hus-
totu Ziarenia.

Po preintegrovani cez frekvencie dostaneme pre celkovi hustotu ziarenia
w2kt
~ 15R3¢3
Ak urobime v stenach dutiny, v ktorej sa nachddza rovnovazne Ziarenie otvor, bude
otvorom prudit ziarivd energia. Mnozstvo energie, ktoré vytecie za casovi jednotku
cez plochu S bude

T4

icU
kde faktor 1/4 stvisi s geometriou vytoku energie cez plochu S. Dostaneme teda
w2kt
© 60R3c?
Tento vzfah sa nazyva Stefanov zdkon, konstanta pri T* sa vold Stefanova Boltz-
mannova konstanta.

T4
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15.Chemické reakcie

Chemicky potencial vo vonkajsom poli

Pre chemicky potencial idealneho klasického plynu v objeme V pri teplote T sme
odvodili vztah

NV,

= kT In(

)

kde
27 h?
Q- (ka
Ak namiesto voIného idedlneho plynu uvazujeme idedlny plyn v konStantnom
potencidli U (o prakticky znamend len predefinovanie nulového bodu energie
jednocasticovych stavov ¢ = p?/(2m) + U, dostali by sme pre po zopakovani
predchadzajiiceho postupu pre chemicky potencidl vztah

)3/2

N
w= kT In( V‘{Q)JrU

Zmena energie o konstantni hodnotu nemaé fyzikalne dosledky, no predchdadzajuici
vzfah mozeme velmi uzitocne vyuzit, ak uvazujeme rozne systémy v kontakte s
vymenou castic. Predstavme si dva idedlne klasické plyny zlozené z rovnakych
castic, z ktorych jeden je vo vonkajSom poli U; a druhy vo vonkajSom poli Us.
Ak st tie dva plyny v rovnovahe, pricom si mézu vymienat teplo i Gastice, vieme,
ze rovnovaha sa dosiahne, ak v obidvoch podsystémoch bude rovnaky chemicky
potencial. Musi teda platit

H1 = p2
N1V,
len(‘l/iQ) + Uy = kT In(
1
ked sme uz vyuzili fakt, ze systémy v tepelnom kontakte v rovnovahe musia mat
rovnakd teplotu. Pre objemové hustoty castic n; = N;/V; teda dostaneme

N,y

)+ Us

ni e ( l]l — (72)

Sl exp(— 22

ng  CPVUTTRT

Toto je vztah, ktory uz pozndme ako barometricki formulu a odvodili sme ho
z kénonického rozdelenia. Tento alternativny postup cez chemicky potencial v
niektorych situaciach je transparentne;jsi.

Chemické reakcie
Uvazujme chemicku reakciu ako
}yé + (712 «— 2HCI

Uvazujme plynny stav vSetkych reagentov. Reakcia moze prebiehat oboma smermi.
Fakt, ze pri zltceni vodika a chléru sa uvoln{ energia vazby mozeme najjednoduchsie
vyjadrit tak, ze nulovi energiu molekil HCI posunieme o hodnotu uvolnenej en-
ergie pripadajicej na jednu molekulu, ako keby sa molekuly HCIl nachédzali vo
vonkajSom poli nachadzali vo vonkajsom poli s energiou -U. Stechiometrické pomery
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v chemickej reakcii vyjadrime ¢islami v;, kladnymi pre molekuly do reakcie vs-
tupujice a zapornymi pre molekuly z reakcie vystupujice a vyjadrujicimi pocty
molekul v reakcii (¢itanej zlava doprava). Pre uvedent konkrétnu reakciu

v, =1, v, =1, vher = —2
Uvazujme teda zmes plynov, v ktorej sd tri druhy molekil, Hsy, Cly, HCI.

Ak prebehne dN chemickych reakcii zlava doprava, potom pocty molekil sa zmenia
o hodnoty

dNZ = —I/idN

Gibbsov potencial zmesi plynov bude

G = ZNiNz‘

V rovnovaznom stave za zadaného tlaku a teploty bude Gibbsov potencial miniméalny
a dostameme

dG = —dN Y " pw; =0

Podmienkou rovnovéhy teda bude

ZMM =0

V konkrétnom pripade

HHy, = len(nszQsz)
pet, = kKT In(ne, Vo,cr,)
prcor = kT In(ngciVo, ner) = U

kde kvantové objemy su funkciami len teploty ale uz nie hustot molekul.

Podmienka rovnovahy bude

In(nw, Vo, m,) + In(nci, Vo,ci,) — 2(n(npciVo, aer) +2U/(KT) =0

a po odlogaritmovani dostaneme

2
NH,NCL, :exp(_&) Vo.ra
i kT Vo,m,V.cl

Na pravej strane je len funkcia teploty, preto pri zadanej teplote je Tava strana
konstantnd bez ohladu na poé¢iatotné podmienky pred dosiahnutim rovnovéhy. Tak
napriklad zvySenie poc¢tu molekil vodika v pociatoénej zmesi vedie k znizeniu poc¢tu
nezreagovanych molekul chléru v rovnovahe a pod.
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16.Tepelna kapacita tuhych latok

Pri vypocte tepelnej kapacity tuhych latok vychadzame z toho, ze atémy v tuhej
latke sedia v uzloch mriezky a interaguju so susednymi atémami tak, ze vytvaraju
systém viazanych oscilatorov. Z mechaniky vime, ze pre malé kmity sa systém
viazanych oscildtorov dd previest na systém (prechodom k normélnym médom) na
systém nezavislych linedrnych oscildtorov, pricom celkovy pocet stupiiov volnosti sa
nemeni. Preto mriezka obsahujica N ¢astic sa da previest na systém 3N linearnych
nezavislych harmonickych oscilatorov; Tieto oscilatory zodpovedaji stacionarnym
zvukovym kmitom mriezky.

Preto vypocet strednej energie kmitov mriezky bude velmi podobny vypoc¢tu energie
ziarenia v dutine. Rozdiel je len v tom, ze pocet oscilatorov, ktorymi ekvivalentne
vyjadrujeme pole v dutine je nekone¢ny (pritomné st Tubovolne velké frekvencie
resp. Tubovolne malé vinové dfzky), pocet oscilatorov vyjadrujicich kmity mriezky
je koneény. Preto v pripade kmitov mriezky existuje najvyssia frekvencia sta-
cionarnych kmitov a jej zodpovedajica najmensia vlnova dizka. Hodnotu najvyssej
tzv. Debyovej frekvencie ndjdeme z podmienky, Ze celkovy pocet oscilatorov je
rovny 3N:

WD

3N = dwe’ (w)

Oproti oscildtorom reprezentujucim elektromagnetické pole je i dalsi rozdiel, a
to v degenerédcii. Kym elektromagnetické viny su priecne, preto pri kazdej vine
uvazujeme dve mozné polarizdcie, kmity mriezky mozu byt tak pozdIZne ako i
prie¢ne, preto musime uvazovat tri polarizacie.

Bude preto platit

14
SO(W):?’ggﬂni
) —slds (LY

P =283T \ e

14 3
pw) =553

kde c je rychlost zvuku.

Pre Debyovu frekvenciu dostaneme

6m2 N\ P
Wp = (V)

Namiesto Debyovej frekvencie sa niekedy pre lepsiu nazornost pouziva Debyova
teplota, definovand vztahom
kTp = hwp

Pre typické tuhé latky byva Debyova teplota rddovo 100K. Vypocitame teraz
strednt energiu kmitov mriezky pri teplote T. Dostaneme
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1
exp(fiw/(KT)) —1

wp
E= / dwy’ (w)hw
0

&=

_ 9Nh /WD N w3

-~ wh Jo exp(hw/(kT)) — 1

B 4 [ Tp/T 3

E 9N(1<;Tg / T
(hwp)® Jo exp(z) — 1

a pre teploty T ovela mensie ako Tp moézeme horni hranicu v integrali nahradit
nekoneénom. Potom dostaneme

—  ON(KT)' [ . 3
b= (hwp)® /0 W @) — 1

Integrél sa d4 vypocitat a je rovny 74/15. (Kvalitativne je vSak vyznamné iba to,
ze ide o konstantu.)

Dostaneme potom v priblizeni malych teplot

—  3m*NET?
7 _ 3mINKT!
5T3
Tepelni kapacitu dostaneme potom derivovanim podla teploty:

12Nk (TN
VT s Tp

Pre teploty nizsie ako Debyova teda tepelné kapacita mriezky tuhych latok klesa k
nule ako T3. Pri normalnych teplotach, ktoré si podstatne vyssie ako Debyova, je

naopak pre vSetky w je vyraz v exponente Boseho-Einsteinovho rozdelenia maly,
mozeme nahradit

L
exp(%)—lihw

a dostaneme v zhode s klasickym priblizenim

Cyv =3Nk
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17.Boseho kondenzacia

Bozény si castice, ktoré modzu obsadzovat jednocasticové stavy v Tubovolnom
pocte. Zéakladny stav bozénového systému preto vyzerd tak, ze vSetky cCastice sa
nachadzaji v najnizsom jednocasticovom stave. Preto pri nulovej absolitnej teplote
makrostav systému bude totozny so zakladnym stavov systému, vsetky ¢astice budu
v najnizsom jednocasticovom stave.

Otéazkou je, ¢i pri teplote sice nizkej, ale realisticky odlisnej od nuly, napriklad pri 1K
bude stale este signifikantnd cast zo vSetkych ¢astic v najnizSom jednocasticovom
stave.

Odhadneme to numericky pre pripad kvapalného hélia, ktoré budeme velmi hrubo
povazovat za idedlny bozénovy plyn v krabici s rozmerom lecm?, kde sa nachddza
radovo 10?2 ¢astic.

Energia najnizsieho jednocasticového stavu v tejto situdcii bude radovo 10~8eV,
energia prvého excitovaného jednocasticového stavu bude dvakrat vacsia.

Stredna obsadenost najnizsej hladiny bude

1

eXp(e(l’;T“) -1

n(eo) =

Predpokladajme, ze v najnizSom stave je signifikantna ¢ast ¢astic, potom

’rL(Eo) = 1022
a teda
€0 — M
kT

v tejto situdcii pre obsadenost prvej excitovanej jednocasticovej hladiny pri teplote
1K dostaneme

=10"*

n(er) =

n(el) = 2¢0—p

n(er) =

B 1
ne) = g g

n(er) =103

¢o predstavuje zanedbatelnt ¢ast z celkového poétu 1022 castic. Takze i pri od
nuly rozdielnych teplotach moze nastat situdcia, ze signifikantnd cast castic bude
v najnizsom jednocasticovom stave a uvidime makroskopicky kvantovy jav, Boseho
kondenzéciu.

Doteraz sme pre vypocet stredného poctu castic v grandkanonickom rozdeleni
pouzivali vztah
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1
N=[dep— =
/ v exp(97#) —1

Tento integral sme dostali ndhradou sumy cez diskrétne stavy integralom. Takato
néhrada je vSak nepouzitelnd, ak prvy clen sumy je velmi velky, a to je nas pripad,
ked obsadzovacie ¢islo najnizsej hladiny je velké, kym hodnota funkcie ¢(e) je v
nule nulova, a teda do integralu najnizsi jednocasticovy stav prakticky neprispieva.

Zeland sumu cez vietky stavy preto lepsie aproximuje vyraz

1

exp(5) — 1

N = nfeo) + [ deg/(9

v ktorom sme z celej diskrétnej sumy ponechali explicitne prvy ¢len a len ostatné
sme nahradili integralom. Ten integrdl méa potom vyznam poctu castic v excito-
vanych jednocasticovych stavoch, pritom pociatok energetickej Skdly volime tak,
aby najnizsi jednocasticovy stav mal nulovd energiu.

Podla vyssie uvedeného numerického prikladu je zrejmé, ze ak v zdkladnom stave
bude podstatnd cast ¢astic, nedopustime sa velkej chyby, ak v tom integrali polozime
u = 0. Dostaneme potom

1
exp(z7) — 1

po dosadeni a vhodnej substiticii dostaneme pre pocet Castic v excitovanych stavoch

o2mkT 3/2 1/2
N, = V. (2mkT /d:l: I
4 \ wh? ml/2(exp(x) — 1)

Integrdl sa dd vycislit numericky a je rovny 1,306. (Kvalitativne je podstatné iba
to, ze ide o konstantu.) Jav Boseho kondenzécie vymizne pri teplote Ty pri ktorej
prakticky vsetky Castice budi v excitovanych stavoch teda ak bude platit

N = n(e) —|—/deg0'(e)

ka>3/2

N =2,612V <27r52

Pre teplotu Boseho kondenzécie Ty teda dostaneme odhad

oxh2 [ N \*®
To=Tm (2,6121/)

Numericky pre pripad hélia dostaneme hodnotu 3K, kym experimentalna hodnota
pre objavenie sa supratekutej fazy je 2.17K. R&dovo hodnota sedi, nepresnost je
zapric¢inend zanedbanim interakcie medzi molekulami.

Pre pocet castic v Boseho kondenzate v zavislosti na teplote teda plati

3/2
NO:N—Ne:N<1—<T) )
To
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18.Degenerovany fermiénovy plyn

Stav fermiénového idedlneho plynu v blizkosti nulovej absolutnej teploty je taky,
ze vsetky jednocasticové stavy az po istd energiu st obsadené jednym fermiénom a
vSetky stavy s vysSou energiou st neobsadené.

Energia najvyssieho este obsadeného jednocasticového stavu za nulovej teploty sa
nazyva Fermiho energia ep.

Fermiho energiu lahko vypocitame, ak si uvedomime, Zze pocet jednocasticovych
stavov s energiou mensou ako Fermiho energia musi byt prave rovny poctu vsetkych
castic v plyne. Dostaneme preto podmienku

N = p(er)

resp.

B2 [3r2N\Y?
5F:2m( % )

kde sme volili faktor za spinovi degeneraciu jednocasticovych stavov rovny 2 ako
pre Castice so spinom 1/2.

7 Fermiho Diracovho rozdelenia je zrejmé, ze chemicky potencidl idedlneho plynu
fermiénov pri nulovej teplote je rovny prave Fermiho energii, teda

wT =0)=cep

Pri teplotach blizkych k nule sa dé predpokladat ze hodnota chemického po-
tencidlu nebude prili§ odlisnd od Fermiho energie a stredné obsadzovacie ¢isla
jednocasticovych stavov sa budu odliSovat od svojich hodnét pri nulovej teplote
iba pre stavy v okoli Fermiho hladiny a to v pése o $irke kT

Tento kvalitativny obraz sa podstatne nezmeni az kym sa nedosiahne tzv. Fermiho
teplota

2
k

Fermiénovy plyn pri teplotach nizsich ako Fermiho teplota sa nazyva degenerovany
Fermiho plyn.

T=Tr =

Typickym degenerovanym Fermiho plynom je napriklad plyn vodivostnych elektréonov
v kove. Odhadnime numericky typickt hodnotu Fermiho teploty elektrénov v kove.
Napriklad pre draslik, ktory ma jeden valen¢ny elektron dostaneme vychadzajic z
jeho hustoty, ze hustota elektrénov v mriezke je 1,34.1022cm ™2 a pre Fermiho en-
ergiu dostaneme hodnotu priblizne 2eV, ¢omu zodpovedd Fermiho teplota 24000K.

Vidime teda, ze pri obvyklych teplotach je elektrénovy plyn v kovovej mriezke
vysoko degenerovany. Uk&azme si, ze potom pri beznych teplotich je tepelnd ka-
pacita elektrénového plynu prakticky zanedbatelna.

Budeme pracovat v priblizeni, Zze chemicky potenciadl je rovny Fermiho energii.
Potom mozme tepelni kapacitu vyjadrit v tvare
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dF d 1
C = —_— = d / — _—
V= ar P (e)e—er)gn exp(55E) + 1

kde sme rafinovane zapisali nulu v tvare

dN d 1
0=cmoy — e [ ded(e) o™
“Far T rar / &) (= + 1

Tento trik sme pouzili preto, aby sme mohli Tahko urobit substitiiciu v integrali v

tvare
E—E€EF

YT ThT

Uvedomime si teraz, ze pre nizke teploty sa stredné obsadzovacie ¢isla menia z
jednotkovych na nulové v tzkom pése sirky kT v okoli Fermiho energie. Preto
aj hodnota derivacie Fermiho Diracovho rozdelenia podla teploty bude velka iba
v oblasti energii blizko Fermiho hladiny. Preto podintegralne funkcie, ktoré sa v
okoli Fermiho hladiny menia len pomaly mozeme nahradif konstantou, teda ich
hodnotou pri Fermiho energii. Konkrétne pojde o funkciu ¢’'(¢). V tomto priblizen{
dostaneme

o0

C :kQT / / d 2 exp(x)
v wer) —ep/kT o (exp(z) + 1)2

Pre teploty ovela nizsie ako Fermiho teplota mozno dolnii hranicu integrovania
nahradit —co a dostaneme

Cv = k‘2T<P/(€F)/_OO dmxz(ais(xf)(i)ly

Integrdl mozno vypoéitat, je rovny 72/3. (Kvalitativne je viak podstatné len to,
zZe ide o o konstantu.)

Po dosadeni nakoniec dostaneme

1 T
Cy = —m*Nk—
V=T i,
Tepelna kapacita teda v blizkosti absolitnej nuly klesa linedrne s teplotou. Pre
teploty ovela nizsie ako Fermiho teplota je tepelnd kapacita elektrénového plynu v
kovovej mriezke prakticky zanedbatelna.



