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pri vypracovańı tejto diplomovej práce.
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2 VLADIMÍR MARKO

ÚVOD

Od čias, Hermann Minkowski preformuloval Einsteinovu teóriu relativity do
štvorrozmerného jazyka, v ktorom zjednotil čas a priestor do jedného objektu, fyzici
často použ́ıvajú miesto pôvodných Maxwellovych rovńıc ich relativistický zápis po-
mocou 2-formy intenzity elektromagnetického pol’a, pŕıpadne 4-potenciálu. Na jed-
nej strane je tento pŕıstup pŕınosom vd’aka zjednodušeniu manipulácie s týmito
rovnicami pomocou aparátu diferenciálnej geometrie, na druhej strane však nevidno
explicitne rozdelenie na elektrickú a magnetickú čast’, z ktorých vznikla Maxwellova
teória. Na zistenie, aké elektrické, resp. magnetické, pole môže daný pozorova-
tel’ namerat’, ale i na výpočty rôznych velič́ın závislých od pozorovatel’a v iných
teóriách, sa použ́ıva práve aparát 3 + 1 rozkladov.

Ďal’̌sou motiváciou rozkladov je pozorovanie, že niektoré operátory na podva-
rietách, resp. faktor-varietách, možno poč́ıtat’ pomocou ich ekvivalentu na pôvodnej
variete. Ked’ napŕıklad naṕı̌seme Laplaceov operátor Δ v trojrozmernom euk-
lidovskom priestore E3 pomocou sférických súradńıc (r, ϑ, ϕ), nachádzame čast’
rovnakú ako pri Laplaceovom operátore na dvojrozmernej sfére S2. Ked’ teda
stotožńıme funkcie na sfére s funkciami v E3 nezávislými od r, môžeme Laplaceov
operátor na sfére poč́ıtat’ po drobných úpravách (pozri pŕıklad 1.6.2) pomocou
jednoduchšieho Laplaceovho operátora v E3. Obdobný postup možno aplikovat’
v mnohých d’aľśıch pŕıpadoch, napŕıklad pre homogénne priestory, kde úlohu väčšieho
priestoru hrá grupa.

Prechod od nerelativistickej kvantovej mechaniky k relativistickej dal vzniknút’
Kleinovej-Gordonovej rovnici, ktorá však bola diferenciálnou rovnicou druhého rá-
du, čo spôsobovalo isté t’ažkosti. Tento problém vyriešil Paul Dirac zavedeńım
operátora D/ = γμ∂μ, ktorého štvorec je D’Alembertov operátor �, a ktorý po
ňom dostal meno. Ku Kleinovej-Gordonovu rovnici pribudla ako d’aľsia funda-
mentálna rovnica Diracova rovnica (ktorej riešenia spĺ ňajú aj Kleinovu-Gordonovu
rovnicu). Diracov operátor, neskôr zovšeobecnený na l’ubovol’nú orientovatel’nú va-
rietu, zohráva dôležitú úlohu aj v kvantovej teórii pol’a aj v čistej matematike (teórii
konex́ı).

Vo svojej všeobecnej podobe sa Diracov operátor skladá z dvoch čast́ı, vonkaǰsej
kovariantnej derivácie, ktorá zo spinorového pol’a vytvori 1-formu, a Cliffordovho
súčinu, ktorý z tejto 1-formy sprav́ı opät’ spinorové pole. Samotný fakt, že medzi-
výsledok je 1-forma naznačuje možnost’ štúdia jeho rozkladu. To bol aj pôvodný
impulz zadania tejto diplomovej práce, motivovaný navyše ukážkou odvodenia Dira-
covho operátora na sfére S2 z vnorenia do E3 v článku Field Theory an a Supersy-
metric Lattice [4] od trojice autorov Grosse, Klimč́ık, Prešnajder.

Výsledný rozklad Diracovho operátora je v druhej kapitole spolu s nemenej
dôležitou interpretáciou čast́ı rozkladu, najmä horizontálneho Diracovho operátora.
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Hlavné použitie na źıskanie Diracovho operátora na podvariete, či faktor-variete je
demonštrované v pŕıklade 2.5.1.

Alternat́ıvny spôsob rozštiepenia D’Alembertovho operátora predstavuje operá-
tor d − δ pôsobiaci na nehomogénne formy, na ktorých potom miesto Diracovej
rovnice máme tzv. Diracovu-Kählerovu rovnicu. Tento popis fermiónov pomocou
foriem má začiatky už v roku 1928 v článku Zur Theorie des magnetischen Elektrons
I. [7] od Landaua a Ivanenka. Operátor d − δ je definovaný čisto v jazyku foriem
a preto sa dá prirodzene rozložit’, čomu je venovaná tretia kapitola. V tomto pŕıpade
je váha skutočne najmä na interpretácii zložiek a následnom porovnańı s rozkladom
Diracovho operátora.

Štruktúra práce.
Prvá kapitola sa venuje rozkladovému aparátu diferenciálnych foriem a uvádzané

vzorce sú iba triviálnym zovšeobecneńım vzt’ahov, ktoré možno nájst’ napŕıklad
v článku On 3+1 decompositions with respect to an observer field [1] od Mariána
Fecka. Najzauj́ımaveǰsia je podkapitola 1.5, ktorá sa zaoberá možnost’ou poč́ıtania
Laplaceovho operátora na faktorizovanej variete pomocou Laplaceovho operátora
na pôvodnej variete, ktorý môže byt’ niekedy jednoduchš́ı ako ukazuje pŕıklad 1.6.2.
Táto čast’, včetne pŕıkladov, je tiež s miernymi modifikáciami prevzatá od Fecka.

Druhá kapitola sa zač́ına popisom univerzálnej Cliffordovej algebry, ktorý je vý-
berom dôležitých faktov z knihy An Introduction to Spinors and Geometry with
Applications in Physics [2] od I.M.Benna a R.W.Tuckera, pŕıpadne článku Differ-
ential forms as spinors [6] od W.Grafa. Tento prehl’ad zd’aleka nie je vyčerpávajúci,
zahŕňa iba údaje ktoré sú potrebné na defińıciu spinorov, spinorových poĺı a grupy
Spin(r, s) a na správnu interpretáciu horizontálneho Diracovho a Diracovho-Käh-
lerovho operátora.

Ďalej je definovaná spinová konexia, spinorová reprezentácia a v časti 2.3 sa-
motný Diracov operátor v štandardne použ́ıvanom tvare, najskôr v reči hlavnej
Spin(r, s)-fibrácie SM variety M a potom aj zvyčajným spôsobom na M . Defińıcia
na SM sa zvyčajne v literatúre v tejto forme nevyskytuje, s použit́ım SM sa však
môžeme stretnút’ napŕıklad v Espositovom článku Dirac Operator and Spectral Ge-
ometry [5] pri defińıćı abstraktného Diracovho operátora.

Najdôležiteǰsou čast’ou tejto práce je podkapitola 2.4, v ktorej je za predpok-
ladu existencie horizontálnych nadplôch vypoč́ıtaný rozklad Diracovho operátora.
Jeho konkrétnu aplikáciu ukazuje pŕıklad 2.5.1 na vnoreńı sféry S2 do E3 \ {0}.
Podobné odvodenie Diracovho operátora na S2 je urobené už v článku Field Theory
an a Supersymetric Lattice [4], pridávame však interpretáciu odôvodnenú v časti
2.4. Problémy s rozkladom v pŕıpade neintegrovatel’nosti horizontálnej distribúcie
ukazuje pŕıklad 2.5.2 na Hopfovej fibrácii.

Tretia kapitola sa zaoberá Diracovym-Kählerovym operátorom, zač́ınajúc explic-
itným súvisom s Diracovym operátorom. Čast’ 3.1 je prirodzeným zovšeobecneńım
výpočtov z článku The Dirac Kähler Equation and Fermions on the Lattice [3]
od Bechera a Joosa, v ktorom je tento súvis rozobratý v plochom Minkowského
priestore. Ako ukazuje čast’ 3.2, tieto operátory možno stotožnit’ na varietách,
na ktorých existuje kovariantne konštantný spinor. Pre plochý Minkowského prie-
stor triviálne existujú štyri lineárne nezávislé kovariantne konštantné spinory ako
ukazuje pŕıklad 3.6.1, č́ım je ešte zosilnený súvis s [3].
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V podkapitole 3.3 sú zadefinované spinory a spinorové polia pre Diracov-Kählerov
operátor podl’a už spomı́naných prác [2] a [6]. Nasledujúca čast’ 3.4 je jadrom tretej
kapitoly a zaoberá sa samotným rozkladom Diracovho-Kählerovho operátora. Čast’
3.5 je nakoniec venovaná porovnaniu s rozkladom Diracovho operátora.
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KAPITOLA 1

ROZKLADY DIFERENCIÁLNYCH FORIEM A OPERÁTOROV

Ako sme spomenuli v úvode, napŕıklad 3+1 rozklady sa použ́ıvajú v teórii rel-
ativity. Nás však bude zauj́ımat’ najmä použitie rozkladov na źıskanie operátorov
na podvarietách pomocou ekvivalentov na pôvodnej variete. Tento pŕıstup je de-
monštrovaný v pŕıkladoch a s ich výnimkou je obsah tejto kapitoly iba pŕıpravou
pre rozklad Diracovho a Diracovho-Kählerovho operátora v druhej a tretej kapitole.

V tejto kapitole potrebujeme varietu M s metrickým tenzorom g signatúry (r, s)
(n := dimM = r+s, r ≥ 1) a vektorové pole V (tzv. pole pozorovatel’ov) spĺ ňajúce
g(V, V ) = 1. Všetky konštrukcie sú lokálne.

1.1. Rozklad foriem.
Vektorové pole V v každom bode x ∈ M vyčleňuje vertikálny podpriestor

VerxM = {λV (x)|λ ∈ R} dotykového priestoru TxM a pomocou g je potom o-
hraničujúcou 1-formou Ṽ = g(V, ·) daný aj horizontálny podpriestor HorxM =
{v ∈ TxM |Ṽ (x) = 0}, t.j. ortogonálny doplnok. Zrejme TxM = VerxM ⊕ HorxM ,
čo nám umožňuje rozkladat’ vektory (U = horU + ver U) a pobodovo aj vektorové
polia a následne aj diferenciálne formy. Vd’aka antisymetrii l’ubovol’nej p-formy
α po dosadeńı viac než jedného vertikálneho vektora dostávame totiž nulu a túto
formu teda možno rozložit’ ako

α = Ṽ ∧ ŝ + r̂ , (1.1.1)

kde ŝ a r̂ dávajú nulu už po dosadeńı jedného vertikálneho vektora, nazývame ich
teda horizontálne. L’ahko nahliadneme, že

r̂ = iV jV α a ŝ = iV α ,

teda
hor = iV jV a ver = jV iV , (1.1.2)

kde iW : Λp(M) → Λp−1(M) a jW : Λp(M) → Λp+1(M) sú štandardne definované
vzt’ahmi

(iW α)(U, . . . ) = α(W,U, . . . )

a
jW α = W̃ ∧ α , W̃ = g(W, ·) .

O operátoroch hor a ver sa dá l’ahko presvedčit’, že sú projekčné a hor + ver = 1
(identita v Λp(M)). Poznamenajme ešte, že hor α spl’̌na

(hor α)(U,W, . . . ) = α(hor U,hor W, . . . ) ,

Typeset by AMS-TEX
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čo je štandardná defińıcia z teórie konexii na hlavných fibráciach. Rovnako teda
rešpektuje lineárne kombinácie a súčin ∧ v Cartanovej algebre, je teda homomorfiz-
mom Cartanovej algebry foriem Λ(M) a Cartanovej algebry horizontálnych foriem

Λ̂(M) = hor(Λ(M)) = ⊕n
p=0Λ̂

p(M) , (1.1.3)

Λ̂p(M) = hor(Λp(M)) = {α ∈ Λp(M)|α = hor α} .

1.2. Rozklad operátorov d a ∗.
Ked’ vieme rozkladat’ formy, d’al’̌śım krokom je rozklad operátorov pôsobiacich

na formy (napr. vonkaǰsia derivácia a Hodgeov operátor ∗) v jazyku horizontálnych
operátorov. Tieto však muśıme najskôr zadefinovat’.

Vonkaǰsia derivácia.
Pre vonkaǰsiu deriváciu formy Ṽ ∧ ŝ + r̂ dostávame

d(Ṽ ∧ ŝ + r̂) = dṼ ∧ ŝ − Ṽ ∧ dŝ + dr̂ .

Rozklad 2-formy dṼ je
dṼ = Ṽ ∧ â + ŷ , (1.2.1)

kde â a ŷ sú kinematické charakteristiky pol’a pozorovat’el’ov (pozri dodatok A).
â = g(a, ·) = g(∇V V, ·) (kovariantná derivácia v Levi-Civitovej konexii) je 1-forma
zrýchlenia a ŷ, forma víru (angl. vorticity form), vyjadruje mieru neintegrova-
tel’nosti horizontálnej distribúcie. Definujeme ešte horizontálnu vonkaǰsiu deriváciu

d̂ = hor d = iV jV d (1.2.2)

a po úprave
ver dr̂ = jV iV dr̂ = jV (iV d + diV )r̂ = Ṽ ∧ LV r̂

dostávame pre vonkaǰsiu deriváciu

d(Ṽ ∧ ŝ + r̂) = Ṽ ∧ (−d̂ŝ + â ∧ ŝ + LV r̂) + (ŷ ∧ ŝ + d̂r̂) . (1.2.3)

Poznamenajme, že horizontálna vonkaǰsia derivácia nie je nilpotentná, ale (vid’.
dodatok B)

d̂d̂r̂ = −ŷ ∧ LV r̂ .

Hodgeov operátor ∗.
Z pôvodného metrického tenzora g sa na horizontálnom podpriestore indukuje

metrický tenzor ĝ signatúry (r − 1, s) daný vzt’ahom g = Ṽ ⊗ Ṽ + ĝ. Ked’ ešte ori-
entáciu bázy e1, e2, . . . , en−1 horizontálneho podpriestoru ztotožńıme s orientáciou
bázy e0, e1, . . . , en−1, kde e0 = V , máme všetky údaje na zostrojenie horizontálneho
Hodgeovho operátora ∗̂. Evidentne

∗(Ṽ ∧ ŝ) = ∗̂ŝ
a po porovnańı ∗r̂ a Ṽ ∧∗̂r v ortonormálnej báze sa tieto ĺı̌sia nanajvyš znamienkom,
presneǰsie

∗r̂ = Ṽ ∧ ∗̂η̂r̂ ,

kde η̂ je hlavný automorfizmus foriem (ηα = (−1)deg αα) zúžený len na horizontálne
formy. Spolu teda

∗(Ṽ ∧ ŝ + r̂) = Ṽ ∧ ∗̂η̂r̂ + ∗̂ŝ . (1.2.4)
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1.3. Maticový zápis a d’al’̌sie operátory.
Pre zprehl’adnenie zápisu možno rozklad foriem naṕısat’ ako

α = Ṽ ∧ ŝ + r̂ = ( Ṽ 1 )
(

ŝ
r̂

)
,

(vynechávame znamienko súčinu ∧, ktoré sa implicitne predpokladá všade, kde sa
násobia dve formy) čiže

α ↔
(

ŝ
r̂

)
.

Pre vonkaǰsiu deriváciu dostávame

dα = ( Ṽ 1 )
(−d̂ŝ + â ∧ ŝ + LV r̂

ŷ ∧ ŝ + d̂r̂

)
= ( Ṽ 1 )

(−d̂ + â LV

ŷ d̂

)(
ŝ
r̂

)
,

čiže

d ↔
(−d̂ + â LV

ŷ d̂

)
.

Pomocou vzt’ahov ∗−1 = sgng ∗ ηn+1, δ = ∗−1d ∗ η a LV = diV + iV d už potom
môžeme dokončit’ výpočty a zosumarizovat’ výsledky

η ↔
(−η̂ 0

0 η̂

)
, ∗ ↔

(
0 ∗̂η̂
∗̂ 0

)
, ∗−1 ↔

(
0 ∗̂−1

(−1)n+1∗̂−1η̂ 0

)
,

iV ↔
(

0 0
1 0

)
, jV ↔

(
0 1
0 0

)
, hor ↔

(
0 0
0 1

)
,

d ↔
(−d̂ + â LV

ŷ d̂

)
, LV = iV d + diV ↔

(LV 0
â LV

)
(1.3.1)

a (δ̂ = ∗̂−1d̂∗̂η̂)

δ ↔
(

0 ∗̂−1

(−1)n+1∗̂−1η̂ 0

) (−d̂ + â LV

ŷ d̂

)(
0 ∗̂η̂
∗̂ 0

) (−η̂ 0
0 η̂

)
=

=
( −δ̂ ∗̂−1ŷ∗̂
−∗̂−1LV ∗̂ δ̂ − ∗̂−1â∗̂η̂

)
. (1.3.2)

Pre Laplaceov-deRhamov operátor Δ = −(dδ + δd) rozklad dopadne

Δ ↔
(

Δ̂ + (âδ̂ + δ̂â) + LV L̃V − ỹŷ d̂ỹ − ỹd̂ + δ̂LV − LV δ̂ + LV ã − âỹ

d̂L̃V − L̃V d̂ + ŷδ̂ − δ̂ŷ + L̃V â + ãŷ Δ̂ + d̂ã + ãd̂ + L̃V LV − ŷỹ

)
,

(1.3.3)
kde ã = ∗̂−1â∗̂η̂, ỹ = ∗̂−1ŷ∗̂, L̃V = ∗̂−1LV ∗̂ a Δ̂ = −(d̂δ̂ + δ̂d̂). Napŕıklad
na funkciách (ŝ = 0, r̂ = f a výsledok má tiež iba horizontálnu čast’) dostávame

Δf = (Δ̂ + ãd̂ + L̃V LV )f = (Δ̂ − a + L̃V LV )f . (1.3.4)
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Spomeňme nakoniec ešte involúciu ξ, definovanú vzt’ahom

(ξα)(X1, . . . , Xp) = α(Xp, . . . , X1) . (1.3.5)

Pre p-formu α plat́ı aj
ξα = (−1)[p/2]α ,

kde [x] je dolná celá čast’ č́ısla x. Ked’ ešte prirodzeným spôsobom definujeme ξ̂,
l’ahko nahliadneme, že rozklad operátora ξ je

ξ ↔
(

η̂ξ̂ 0
0 ξ̂

)
. (1.3.6)

1.4. 1 + s rozklad.
Fyzikálne najzauj́ımaveǰśı je pŕıpad r = 1, s = 3, pozrime sa teda na jeho drobné

zovšeobecnenie pre l’ubovol’né n.
Pre r = 1 je metrický tenzor ĝ záporne definitný, možno teda definovat’ kladne

definitný horizontálny metrický tenzor h vzt’ahom g = Ṽ ⊗ Ṽ − h. Potom však
máme iný ako pôvodne uvažovaný horizontálny Hodgeov operátor ∗̂ ≡ ∗̂ĝ, konkrétne
∗̂h = ∗̂ĝ η̂ a teda aj

∗̂−1
h = sgnh∗̂hη̂n = (−1)ssgnĝ∗̂ĝ η̂

n+1 = (−1)s∗̂−1
ĝ η̂ = (−1)n−1∗̂−1

ĝ η̂

alebo naopak ∗̂−1
ĝ = (−1)n−1∗̂−1

h η̂. Niektoré rozkladové vzorce sa teda zmenia, ide
konkrétne o

∗ ↔
(

0 ∗̂h

∗̂hη̂ 0

)
, ∗−1 ↔

(
0 (−1)n−1∗̂−1

h η̂

∗̂−1
h 0

)
,

δ ↔
(

δ̂h ∗̂−1
h ŷ∗̂h

−∗̂−1
h LV ∗̂h −δ̂h + ∗̂−1

h â∗̂hη̂

)
, δh = ∗̂−1

h d∗̂hη̂ = −δĝ

a (bez indexu h na Δ̂, δ̂, ã, L̃V a ỹ, aby sa to zmestilo do riadku)

Δ ↔
( −Δ̂ − (âδ̂ + δ̂â) + LV L̃V − ỹŷ d̂ỹ − ỹd̂ − δ̂LV + LV δ̂ − LV ã − âỹ

d̂L̃V − L̃V d̂ − ŷδ̂ + δ̂ŷ + L̃V â − ãŷ −Δ̂ − d̂ã − ãd̂ + L̃V LV − ŷỹ

)
.

1.5. Laplaceov operátor na faktor-variete.
Uvažujme teraz varietu N , ktorej bodmi sú integrálne krivky pol’a V . Formálne

teda máme d’al’̌siu varietu N a projekciu π : M → N , pre ktorú π ◦Φt = π, kde Φt

je tok generovaný pol’om V . Zrejme

HorxM  Tπ(x)N

a π∗ je izomorfizmus týchto priestorov, inverzné zobrazenie je horizontálny zdvih,
ktorý označ́ıme π∗

x (index x označuje do ktorého bodu vektor zdv́ıhame). Potom
môžeme definovat’ v Tπ(x)N metrický tenzor vzt’ahom

hπ(x)(U,W ) = g(π∗
xU, π∗

xW ) = ĝ(π∗
xU, π∗

xW ) , U, V ∈ Tπ(x)M ,
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čo môžeme po zohl’adneńı g = Ṽ ⊗ Ṽ + ĝ naṕısat’ aj ako

gx = Ṽ (x) ⊗ Ṽ (x) + π∗hπ(x) .

Takto definovaný metrický tenzor h však záviśı od výberu bodu x vo f́ıbri nad π(x).
Jedinou výnimkou je pŕıpad, ked’ sú zobrazenia

π∗
y ◦ πx∗ : HorxM → HoryM , π(x) = π(y) ,

izometrie týchto priestorov. Uvažujme však trochu všeobecneǰsiu situáciu, ked’ sú
to konformné zobrazenia. Potom na N existuje metrický tenzor h taký, že

g = Ṽ ⊗ Ṽ + b2π∗h , 0 < b2 ∈ F(M) , (1.5.1)

resp.
ĝ = b2π∗h .

Ked’̌ze už máme vzt’ah (1.3.4) medzi Δ a Δ̂, v ktorom navyše vypadne L̃V LV f ,
potrebujeme už len vzt’ah medzi Δ̂π∗f a ΔNf (f ∈ F(N)), kde ΔN je Laplaceov
operátor na N . Na to potrebujeme vediet’, že pre p-formu α na n-rozmernom
priestore plat́ı

∗λ2gα = λn−2p ∗g α ,

∗ je operátor prirodzený voči projekcii,

π∗ ◦ ∗h = ∗π∗h ◦ π∗ ,

lebo π∗ je izomorfizmus tenzorových algebier T (HorxM) a T (Tπ(x)N), a pre von-
kaǰsie derivácie plat́ı

π∗ ◦ dN = d ◦ π∗ = d̂ ◦ π∗ .

Netriviálna je druhá rovnost’, ktorú však možno dokázat’ pomocou (1.2.3). Nakol’ko
pre α ∈ Λp(N) máme π∗α ∈ Λ̂p(M), dostávame

dπ∗α = Ṽ ∧ LV π∗α + d̂π∗α = d̂π∗α ,

lebo
LV π∗ =

d

dt

∣∣∣
0
Φ∗

t π
∗ =

d

dt

∣∣∣
0
(π ◦ Φt)∗ =

d

dt

∣∣∣
0
π∗ = 0 .

Potom už pre funkciu f ∈ F(N) máme

Δ̂π∗f = −δ̂d̂π∗f = −∗̂−1
b2π∗hd̂∗̂b2π∗hη̂d̂π∗f = −b1−n ∗−1

π∗h d̂(bn−3 ∗π∗h η̂d̂π∗f) =

= −b−2 ∗−1
π∗h d̂ ∗π∗h η̂d̂π∗f − b1−n ∗−1

π∗h

n − 3
b

(d̂b) ∧ bn−3 ∗π∗h η̂d̂π∗f =

= −b−2π∗ ∗−1
h dN ∗h ηNdNf + ∗−1

b2π∗h

n − 3
b

(d̂b) ∧ ∗b2π∗hπ∗dNf =

=
1
b2

π∗ΔNf +
n − 3

b
(d̂b, π∗dNf)M . (1.5.2)
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Súčin (·, ·) je pritom pre formy α a β (aj nehomogénne) definovaný vzt’ahom

(α, β) ∗ 1 = Sn(α ∧ ∗β) , (1.5.3)

kde Sp : Λ(M) → Λp(M) je projektor vyčleňujúci homogénnu čast’ stupňa p,
a pre horizontálne formy dáva to isté ako defińıcia cez ∗̂ a Sn−1.

Pre Δπ∗f dostávame použit́ım (1.3.4) a (1.5.2) vyjadrenie

Δπ∗f =
1
b2

π∗ΔNf +
n − 3

b
(d̂b, π∗dNf)M − aπ∗f . (1.5.4)

Túto rovnost’ môžeme interpretovat’ aj z prava do l’ava, teda na poč́ıtanie La-
placeovho operátora na N (ΔNf) môžeme použ́ıt’ Laplaceov operátor Δ na M ,
pričom funkcie na N môžeme stotožnit’ s funkciami na M (f ∼ π∗f) konštantnými
na vláknach (integrálnych krivkách pol’a V ). V pŕıpade, že varieta N má zložiteǰsiu
štruktúru ako varieta N (pozri pŕıklad 1.6.2), môže to priniest’ zjednodušenie ma-
nipulácie s Laplaceovym operátorom. Muśıme však zohl’adnit’ zmeny, ktoré pri-
chádzajú z dvoch zdrojov. Prvým je zrýchlenie vektorového pol’a V . Druhým je
v pŕıpade, že miesto izometríı horizontálnych podpriestorov máme iba konformné
zobrazenia, funkcia b. Tá vstupuje do výsledku dva krát. Prvý krát je to prirodzný
faktor 1

b2 , ktorý pre Laplaceov operátor na l’ubovol’nej variete prirodzene dostaneme
pri preškálovańı metriky konštantou b. Druhý krát vstupuje b do výsledku ak
neostáva konštantné ani len v horizontálnom smere (v pŕıpade neintegrovatel’nej
horizontálnej distribúcie, t.j. ŷ = 0, by však d̂b = 0 znamenalo konštantné b).

1.6. Pŕıklady.

1.6.1. Hopfova fibrácia.
Pomocou Eulerovych uhlov je element A grupy SU(2) daný predpisom

A =
(

cos ϑ
2 e−

i
2 (ψ+ϕ) − sin ϑ

2 e
i
2 (ψ−ϕ)

sin ϑ
2 e−

i
2 (ψ−ϕ) cos ϑ

2 e
i
2 (ψ+ϕ)

)

a pre bázu (σa sú Pauliho matice)

Ea = − i

2
σa

Lieovej algebry su(2) definuje rozklad kanonickej 1-formy

θ = A−1dA = A+dA = eaEa

bázu l’avoinvariantných 1-foriem a k nej duálnu bázu l’avoinvariantných vektorových
poĺı

e1 = sin ψdϑ − sin ϑ cos ψdϕ e1 = sin ψ∂ϑ + cotg ϑ cos ψ∂ψ − cos ψ
sin ϑ ∂ϕ

e2 = cos ψdϑ + sin ϑ sin ψdϕ e2 = cos ψ∂ϑ − cotg ϑ sin ψ∂ψ + sin ψ
sin ϑ ∂ϕ

e3 = dψ + cos ϑdϕ e3 = ∂ψ
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Metrický tenzor g = −1
2K, kde K je Killingov-Cartanov metrický tenzor vychádza

g = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3 .

Pre sféru S2 so štandardnými súradnicami ϑ, ϕ projektuje Hopfova fibrácia π :
SU(2) → S2 : A(ϑ, ϕ, ψ) �→ (ϑ, ϕ) integrálne krivky vektorového pol’a V = e3

do bodov S2. Dosadeńım explicitných vzorcov sa l’ahko oveŕı

g = e3 ⊗ e3 + π∗h = Ṽ ⊗ Ṽ + π∗h (b = 1) ,

kde h je štandardný metrický tenzor na sfére.
Nakol’ko d̂b = d̂1 = 0 (alebo aj n − 3 = 0) a

dṼ = de3 = −e1 ∧ e2 ,

čiže â = 0 a a = 0, medzi porovnávanými Laplaceovmi operátormi je najjednoduchš́ı
možný vzt’ah

Δgπ
∗f = Δ̂gπ

∗f = π∗Δhf .

Navyše LV e1 ∧ e2 = 0, takže L̃V = LV a celý Laplaceov operátor na SU(2) je

Δg = Δ̂g + LV LV .

1.6.2. Sféra Sn v En+1 \ {0}.
V En+1 definujeme pomocou kartézskych súradńıc x0, x1, . . . , xn a xa ≡ xa

vzdialenost’ r =
√

xaxa od počiatku. Potom pre

V := ∂r =
1
r
xi ∂

∂xi
a Ṽ = dr =

1
r
xidxi

z dṼ = ddr = 0 vidno â = 0 a ŷ = 0. Horizontálne nadplochy sú sféry s polomerom
r a pre prirodzenú projekciu π : En+1 \ {0} → Sn, ktorá lúče (integrálne krivky
pol’a ∂r) projektuje do zodpovedajúcich bodov jednotkovej sféry (Sn, h) vnorenej
do En+1 \ {0} = (Rn+1 \ {0}, g), teda máme

g = dr ⊗ dr + r2π∗h .

Nakol’ko však pre b = r je d̂b = iV jV db = i∂r
dr ∧ dr = 0, zrejme z (1.5.4) ostane

iba
Δgπ

∗f =
1
r2

π∗Δhf .

To je napŕıklad pre n = 2 v zhode so známym rozkladom

ΔE3 = ∂2
r +

2
r
∂r +

1
r2

ΔS2 ,

v ktorom prvé dve časti dajú na π∗f , teda na funkciách konštantných vo vláknach
(ktoré zodpovedajú funkciám na sfére), nulu.
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KAPITOLA 2

ROZKLAD DIRACOVHO OPERÁTORA

Diracov operátor D/ bol pôvodne zostrojený v plochom Minkowského priestore
ako operátor spĺ ňajúci D/2 = �, kde � = ∂2

x+∂2
y +∂2

z−∂2
t je D’Alembertov operátor.

Jeho zovšeobecnenie na varietu s metrickým tenzorom g signatúry (r, s) (n = r+s),
ktoré je nutné vo všeobecnej teórii relativity, pŕıpadne už v plochom Minkowského
priestore pri použit́ı krivočiarych súradńıc, si vyžaduje nasledujúce objekty.

Uvažujme ortonormálne repérne pole e0, e1, . . . , en−1, pre ktoré štandardne defin-
ujeme

gab = g(ea, eb)

a matica (gab) je inverzná ku (gab) (gabgbc = δa
c ; pre ortonormálne repérne pole sú

matice (gab) a (gab) č́ıselne zhodné, r krát 1 a s krát −1 na diagonále). Korepérne
pole ea je potom dané ako

ea = gabg(eb, .) .

Budeme použ́ıvat’ skrátený zápis operátorov

ia := iea
, ia := gabib , ja := ea∧ , ja := gabj

b a ∇a := ∇ea
,

kde ∇ je kovariantná derivácia v Levi-Civitovej konexii.
V d’aľsom texte budeme pož́ıvat’ indexy a, b, c na označenie premenných idúcich

od 0 do n − 1, zatial’ čo indexy i, j, k pôjdu iba od 1 do n − 1.

2.1. Cliffordova algebra, grupa Spin(r, s).
Cliffordova algebra je obsiahla téma, ktorú možno nájst’ napŕıklad v [2], odkial’

v skratke zopakujeme údaje, ktoré budeme potrebovat’. Tejto téme sa muśıme
venovat’ viac ako je zvyčajné vo fyzikálnej literatúre, lebo pri rozklade Diracovho
operátora sa stretneme aj s párnou podalgebrou Cliffordovej algebry. Navyše sa
s touto témou ešte stretneme v d’al’̌sej kapitole o Diracovej-Kählerovej rovnici.

Pre vektorový priestor V rozmeru n := dimV < ∞ nad pol’om K (bud’ R alebo
C) označme TV ∗ algebru všetkých čisto kovariantných tenzorov. Pre metrický
tenzor g : V × V → K definujeme (ako zvyčajne, x̃ = g(x, ·))

g(x̃, ỹ) := g(x, y) , x, y ∈ V .

Označme J obojstranný ideál v TV ∗ generovaný tenzormi α⊗α− g(α, α), α ∈ V ∗.
Cliffordovou algebrou C(V ∗, g) asociovanou s V nazveme faktor-algebru

C(V ∗, g) = TV ∗/J ,

v ktorej súčin (tzv. Cliffordov) označujeme ∨. Ako reprezentantov možno v tejto al-
gebre zvolit’nehomogénne formy, ako lineárny priestor je teda izomorfná s vonkaǰsou
algebrou ΛV ∗ a teda dim C(V ∗, g) = dim ΛV ∗ = 2n. Súčin ∨ je daný vzt’ahom

x̃ ∨ ω = x̃ ∧ ω + ixω , x ∈ V , ω ∈ ΛV ∗ , x̃ = g(x, ·) (2.1.1)

Typeset by AMS-TEX
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a asociativitou. Potom
ω ∨ x̃ = x̃ ∧ ηω − ixηω . (2.1.2)

a
α ∨ β + β ∨ α = 2g(α, β) , α, β ∈ V ∗ , (2.1.3)

Algebra T ∗(V ) je Z aj Z2 graduovaná, tenzory v J sú však len Z2-homogénne,
nie Z-homogénne, preto C(V, g) ded́ı iba Z2-graduovanost’, ktorá sa zhoduje so Z2-
graduovanost’ou reprezentantov v ΛV ∗. V d’aľsom texte budeme vynechávat’ znak
Cliffordovho súčinu ∨, na rozdiel od predchádzajúcej kapitoly teda nesmieme vy-
nechávat’ znak ∧.

Poznamenajme, že aj vonkaǰsiu algebru ΛV ∗ možno źıskat’ ako podiel TV ∗/I,
kde I je ideál generovaný tenzormi typy α ⊗ α, α ∈ V ∗. Obe algebry, C(V ∗, g) aj
ΛV ∗, prirodzene dedia operátory iX , η a ξ definované12 na TV ∗, lebo iX(J) ⊂ J ,
iX(I) ⊂ I a podobne pre η a ξ. Množinu ΛV ∗ so súčinmi ∧, ∨ a (·, ·) (vid’.
(1.5.3)) nazývame Kählerova-Atyiahova algebra. Zapisujeme ju (ΛV ∗,∧,∨, ·), kde
α · β := (α, β) je skrátený zápis pre súčin (·, ·).

Reálne Cliffordove algebry závisia iba od rozmeru n = r + s a signatúry (r, s)
metriky g, budeme ich preto označovat’ Cr,s(R). Ich podrobnou klasifikáciou sa
nebudeme zaoberat’.

Regulárne (invertovatel’né) prvky s Cliffordovej algebry, pre ktoré sV ∗s−1 ⊂ V ∗,
tvoria Cliffordovu grupu Γ a samotný predpis

χ(s)α = sαs−1 , α ∈ V ∗ , (2.1.4)

je potom homomorfizmom Γ → O(r, s), lebo

2g(sαs−1, sβs−1) = sαs−1sβs−1 + sβs−1sαs−1 = s2g(α, β)s−1 = 2g(α, β) .

Ukazuje sa, že pre s ∈ Γ je ξ(s)s násobkom identity, preto možno predpis

λ(s) = ξ(s)s (2.1.5)

interpretovat’ ako homomorfizmus λ : Γ → R.
Rôzne podgrupy grupy Γ sú rozobrané v [2]. Pre nás je najzauj́ımaveǰsia párna

podgrupa Γ+ (obsahujúca iba párne prvky grupy Γ) a jej podgrupa ±Γ+ (ozna-
čovaná aj SPIN(r, s)), resp. +Γ+ (tiež SPIN+(r, s)), tvorená prvkami s ∈ Γ+,
pre ktoré λ(s) = ±1, resp. λ(s) = 1. Pre túto podgrupu je χ dvojlistovým
nakryt́ım SO(r, s), resp. SO+(r, s). Vo fyzikálnej literatúre sa zvyčajne vyskytuje
len grupa Spin(r, s) := SPIN+(r, s), ktorá je pre n ≥ 3 univerzálnou nakrývajúcou
grupou súvislej grupy SO+(r, s), kým SO(r, s) = SO+(r, s)×{1, PT} je nesúvislá3

s výnimkou r = 0 (neexistuje T ) alebo s = 0 (neexistuje P ), kedy sú grupy SO(r, s)
a SO+(r, s) totožné.

Komplexné Cliffordove algebry závisia iba od n (označenie Cn(C)) a pre párne n
plat́ı

Cn  M2n/2(C) ,

1iXα = α(X) pre α ∈ V ∗ a iX(α ⊗ β) = (iXα) ⊗ β + (ηα) ⊗ (iXβ) pre α, β ∈ TV ∗
2ηα = (−1)deg αα a ξ podl’a (1.3.5)
3P je priestorová a T časová inverzia
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kde Mk(K) je algebra k × k mat́ıc na pol’om K, zatial’ čo pre nepárne n

Cn  M2(n−1)/2(C) ⊕M2(n−1)/2(C) .

Párne prvky algebry Cn(C) evidentne tvoria podlagebru C+
n (C), pre ktorú navyše

plat́ı
C+

n (C)  Cn−1(C) .

Spomeňme ešte pojem zkomplexnenej Cliffordovej algebry CC(V, g), kde V je reálny
vektorový priestor. Ten možno komplexne rozš́ırit’ na V C a C-lineárne možno
rozš́ırit’ aj metriku g : V × V → R na gC : V C × V C → C. Potom pre algebru
C(V C, gC) uvažovanú ako 2n+1-rozmernú reálnu algebru plat́ı

C(V C, gC)  C(V, g) ⊗ C(R)

a CC(V, g) := C(V, g) ⊗ C(R) nazývame4 zkomplexnenou Cliffordovou algebrou.
Tá oproti zvyčajnej komplexnej Cliffordovej algebre obsahuje ešte operáciu kom-
plexného združenia (v časti C(R)). Ukazuje sa, že pre párne n je izomorfná s al-
gebrou komplexných mat́ıc, kde sa komplexné združenie realizuje komplexným
združeńım jednotlivých komponent mat́ıc vo vhodnej báze. Pre nepárne n to však
môže byt’ zložiteǰsie.

Doteraz uvažované Cliffordove algebry sa nazývajú aj univerzálnymi Cliffor-
dovymi algebrami a l’ubovol’ná asociat́ıvna algebra, ktorej generátory spĺ ňajú vzt’ah
(2.1.3) sa nazýva Cliffordovou algebrou.

Komplexné štvorcové matice γ0, γ1, . . . , γn−1 minimálneho rangu (dá sa ukázat’,
že sú 2[n/2] × 2[n/2]) spl’̌najúce antikomutačné vzt’ahy

{γa, γb} = 2gab (2.1.6)

nazývame reprezentáciou Cliffordovej algebry priestoru s metrikou g. Ako vidno
z predchádzajúceho, pre párne n generujú tieto matice algebru izomorfnú so zkom-
plexnenou Cliffordovou algebrou CC

r,s(R), pre nepárne n však len s jednou jej
jednoduchou komponentou, pričom matice spĺ ňajúce (2.1.6) generujúce druhú kom-
ponentu sú neekvivalentnou reprezentáciou univerzálnej Cliffordovej algebry.

Matice γ̃1, γ̃2, . . . , γ̃n−1 definované vzt’ahom

γ̃i := −iγ0γi , i = 1, 2, . . . , n − 1 , (2.1.7)

tiež spĺ ňajú antikomutačný vzt’ah (2.1.6), avšak len pre a, b �= 0. Nakol’ko

γ̃iγ̃j = −γ0γiγ0γj = γiγj , (2.1.8)

možno z nich l’ahko vytvorit’ všetky kombinácie súčinov dvoch pôvodných γ-mat́ıc,
(γiγj = γ̃iγ̃j , γ0γj = iγ̃j a γiγ0 = −iγ̃i) a tak generujú párnu podalgebru. Tá je
pre párne n izomorfná s totálnou Cliffordovou algebrou Cn−1(C), zatial’ čo pre ne-
párne n dostávame pomocou (2.1.8) a faktu, že n − 1 je párne, rovnicu

γ̃1γ̃2 . . . γ̃n−1 = γ1γ2 . . . γn−1 = γ0(γ0γ1γ2 . . . γn−1) .

Nakol’ko však pre nepárne n

γ0γ1γ2 . . . γn−1 ∝ 1 ,

môžeme z mat́ıc {γ̃a} źıskat’ znovu maticu γ0 a potom aj všetky matice {γa}, matice
{γ̃i} generujú tú istú algebru M2(n−1)/2(C)  Cn−1(C).

4C(R) je algebra komplexných č́ısel nad pol’om R
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2.2. Spinory, spinorová reprezentácia, spinová konexia.
Spinormi nazývame prvky komplexného vektorového priestoru V nesúceho ire-

ducibilnú reprezentáciu zkomplexnenej Cliffordovej algebry. Evidentne je to 2[n/2]

rozmerný komplexný priestor a ako už bolo spomenuté, pre nepárne n existujú dve
neekvivalentné reprezentácie. Ked’̌ze grupa Spin(r, s) je definovaná ako podmnožina
invertovatel’ných prvkov Cliffordovej algebry, máme automaticky aj reprezentáciu
grupy Spin(r, s).

V predchádzajúcej časti sme už predstavili reprezentáciu Cliffordovej algebry
γ-maticami. Teraz môžeme ako spinory vziat’ matice 2[n/2] × 1 (tzv. stĺpcové
vektory), a reprezentácia Cliffordovej algebry aj grupy Spin(r, s) sa realizuje ako
násobenie zl’ava. Prvky grupy Spin(r, s) a teda aj jej Lieovej algebry spin(r, s) sú
párne, z podmienky (2.1.4) sa potom dá ukázat’, že do spin(r, s) patria iba lineárne
kombinácie mat́ıc

Jab =
1
4
[γa, γb]

a identity, ktorú však vylúči λ(s) = 1 (vid’. (2.1.5)). V tejto báze je Lieova algebra
spin(r, s) daná komutátorom

[Jab, Jcd] = gacJdb + gcbJad + gadJbc + gdbJca . (2.2.1)

Pre Weylovu bázu Ea
b v gl(n, R) ((Ea

b )c
d = δa

dδc
b) tvoria matice Eab = gacEb

c −
gbcEa

c bázu so(r, s) a spĺ ňajú komutačné vzt’ahy

[Eab, Ecd] = gacEdb + gcbEad + gadEbc + gdbEca

rovnaké ako pre matice Jab, takže predpis

ρ′(Eab) = Jab =
1
4
[γa, γb] (2.2.2)

je (tzv. spinorovou) reprezentáciou algebry so(r, s) v spin(r, s).
Pre 1-formy konexie definované všeobecným vzt’ahom

∇V ea = ωb
a(V )eb

definujeme 1-formy
ωab = gacω

c
b ,

ktorých komponenty ωμab sa pre Levi-Civitovu konexiu a ortonormálne repérne pole
(stále uvžujeme iba tento pŕıpad) často nazývajú aj spinovou konexiou. Z definič-
ného vzt’ahu pre ωb

a možno úpravami dostat’ užitočné vyjadrenie

ωab(V ) = g(∇V eb, ea) , (2.2.3)

z ktorého pomocou ∇g = 0 l’ahko vidno, že ωab je antisymetrické v a a b.
Pre 1-formu konexie ω = ωa

b Eb
a = 1

2ωabEab s hodnotami v Lieovej algebre so(r, s)
potom máme

ρ′(ω) =
1
2
ωabρ′(Eab) =

1
8
ωab[γa, γb] =

1
4
ωabγ

aγb ,

kde sme využili antisymetriu ωab.
Označme OM hlavnú SO+(r, s)-fibráciu πOM : OM → M ortonormovaných

repérnych poĺı s rovnakou orientáciou v časovej i priestorovej časti. Spinová konexia
je na OM poṕısaná 1-formou ωOM s hodnotami v Lieovej algebre so+(r, s) =
so(r, s), pre ktorú okrem iného pláı aj ω|O = σ∗ωOM , kde σ : O → OM je l’ubovol’ný
lokálny rez.
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2.3. Diracov operátor.
Diracov operátor D/ na variete (M, g) je v skutočnosti definovaný pomocou hlav-

nej Spin(r, s) fibrácie πSM : SM → M . Vzhl’adom na to, že rozklady rob́ıme
lokálne, nebudeme sa zaoberat’ globálnymi vlastnost’ami tejto konštrukcie a môžeme
sa na túto fibráciu pozerat’ aj ako na súčinovú fibráciu.

Dvojlistové nakrytie χ : Spin(r, s) → SO+(r, s) indukuje dvojlistové nakrytie
χ′ : SM → OM (πSM = πOM ◦ χ′), ktoré má voči pravým akciam grúp Spin(r, s)
a SO+(r, s) na SM a OM pŕıjemné správanie χ′◦Rg = Rχ(g)◦χ′. Na SM definujeme
1-formu konexie ωSM := ρ′(χ′∗ωOM ), kde ρ′ je spinorová reprezentácia s defińıciou
(2.2.2). Ked’ máme veličinu Φ : SM → (V, ρ̄) typu ρ̄ (t.j. Φ ◦ Rg = ρ̄(g−1)Φ, kde
R je pravá akcia grupy Spin(r, s) na SM a ρ̄ je reprezentácia Spin(r, s) vo V ),
kovariantná derivácia je daná všeobecným predpisom

DΦ = dSMΦ + ρ̄′(ωSM )Φ ,

kde ρ̄′ je reprezentácia algebry spin(r, s) odvodená z ρ̄. Spinorové pole Ψ je pole
typu ρ̄, kde ρ̄ je ireducibilná reprezentácia. Pre zvyčajnú už spomı́nanú realizáciu
stĺpcovými vektormi sme ztotožnili algebru spin(r, s) s maticami Jab a tým sme
vlastne s maticami ztotožnili aj prvky S grupy Spin(r, s). Potom však máme ρ̄ = I

(S �→ S) a ρ̄′ = I. Dostávame teda DΨ = dSMΨ + ωSMΨ alebo

DΨ = dSMΨ +
1
4
(χ′∗ωOM )abγ

aγbΦ . (2.3.1)

Kovariantná derivácia zachováva typ ρ̄, čiže aj DΨ spĺ ňa R∗
SDΨ = S−1DΨ, trans-

formačný vzt’ah pre D teda vyzerá R∗
SDR∗

S−1 = S−1DS.
Na SM definujeme horizontálne vektorové pole e/ s hodnotami v Cliffordovej

algebre (presneǰsie v lineárnom podpriestore L, ktorého bázou sú generátory {γa})
predpisom

e/(x) = γaêa(x) , (2.3.2)

kde ê(x) = {êa} je horizontálny zdvih repéru χ′(x) (bod χ′(x) ∈ OM interpretujeme
ako bázu TπSM (x)M) do bodu x. Porovnańım s odsekom 2.1 zist́ıme, že grupa
Spin(r, s) predpisom γa → S−1γaS (S ∈ Spin(r, s)) definuje rotáciu γa → Aa

bγb

v L, kde A = χ(S). Zo vzt’ahu S−1γaS = Aa
bγb však vidno, že e/ sa správa rovnako

ako D, teda
e/(RSx) = γaêa(RSx) = γaAb

aêb(x) = S−1e/(x)S . (2.3.3)

Diracov operátor definujeme ako

D/Ψ = −i ie/DΨ = −iγaiea
DΨ , (2.3.4)

kde −i je vecou konvencie a γaia sa nazýva aj Cliffordov súčin (vid’. [5]) a, ako
hovoŕı názov, má bĺızko k súčinu ∨, čo však pri práci s γ-maticami vel’mi nevidno.
Podl’a predchádzajúceho je správanie D/ voči pravej akcii zrejme

R−1
S D/ ◦ R∗

S−1 = S−1D/S . (2.3.5)
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Preklad do reči objektov na samotnej variete M sa realizuje rezom σ : O → SM .
Pre spinorové pole σ∗Ψ budeme, ako je zvykom, použ́ıvat’ označenie Ψ a rovnako
neṕı̌seme explicitne σ∗ ani pri ostatných objektoch. Vd’aka σ∗dSM = dσ∗ a

σ∗χ′∗ωOM = (χ′ ◦ σ)∗ωOM = ω ,

kde χ′ ◦ σ je rez χ′ ◦ σ : O → OM , však môžeme miesto dSM a ωSM použit’ d a ω,
čo sú skutočne objekty zviazané s M a nie SM . Kovariantné derivácia Ψ je

DΨ = dΨ + ρ′(ω)Ψ = dΨ +
1
4
ωabγ

aγbΨ (2.3.6)

a Diracov operátor je

D/ = −iγaia(d +
1
4
ωabγ

aγb) . (2.3.7)

Aby sme D slovne odĺı̌sili od kovariantnej derivácie ∇ v Levi-Civitovej konexíı,
budeme ju označovat’ pŕıvlastkom spinorová.

Správanie voči pravej akcii grupy Spin(r, s) je teraz nahradené správańım voči
zmene rezu σ(x) → σ′(x) = RS(x)σ(x). Potom sa uvažované objekty transformujú
podl’a vzt’ahov

Ψ → S−1Ψ , D → S−1DS a D/ → S−1D/S . (2.3.8)

Samotný fakt, že sa Diracov operátor skladá z dvoch čast́ı, pričom po aplikovańı
kovariantnej derivácie dostávame 1-formu, ukazuje na možnost’ rozkladu podobne
ako sa rozkladajú operátory v predchádzajúcej kapitole. Situácia je však trochu
komplikovaneǰsia. V pŕıpade neintegrovat’el’nosti horizontálnej distribúcie totiž nie
je jasná ani len otázka, čo je horizontálna kovariantná derivácia. Najlepš́ı pŕıklad
na demonštráciu tohto faktu je Hopfova fibrácia (vid’. 2.5.2).

2.4. Rozklad Diracovho operátora pri existencii horizontálnych nad-
plôch.

Pripomeňme, že integrovatel’nost’ horizontálnej distribúcie je ekvivalentná pod-
mienke ŷ = 0 pre pole v́ıru ŷ.

Začnime najprirodzeneǰśım pŕıpadom, ked’ je pole pozorovat’el’ov zviazané s re-
pérnym pol’om vzt’ahom V = e0. Potom

horD = d̂ +
1
4
horωabγ

aγb = d̂ +
1
4
horωjkγjγk +

1
2
hor ω0kγ0γk . (2.4.1)

Rozdiel medzi LC-konexiou ∇ na variete M a LC-konexiou ∇̂ na horizontálnej
nadploche je daný vzt’ahom (ktorý možno chápat’ aj ako defińıciu K)

∇UW = ∇̂UW + K(U,W )

pre horizontálne vektory U a W a vertikálny vektor K(U,W ), kde K je tenzor
vonkaǰsej krivosti. Pre formy konexie teda dostávame

ω0k(ei) = g(∇ei
ek, e0) = g(∇̂ei

ek + K(ei, ek), e0) = V · K(ei, ek)
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a

ωjk(ei) = g(∇ei
ek, ej) = g(∇̂ei

ek + K(ei, ek), ej) = g(∇̂ei
ek, ej) =: ω̂jk(ei) .

(2.4.2)
Ked’ ešte operátor hor na 1-formách naṕı̌seme ako eiii, dostávame

hor ωjk = eiiiωjk = eiiiω̂jk = ω̂jk

a prvé dva členy (2.4.1) identifikujeme ako horizontálnu spinorovú kovariantnú de-
riváciu

D̂ := d̂ +
1
4
ω̂jkγjγk = d̂ +

1
4
ω̂jkγ̃j γ̃k =: D̃ , (2.4.3)

kde sme použili defińıciu (2.1.7) a rovnicu (2.1.8) a pomocou

eiiiω0k = V · K(ei, ek)ei

uprav́ıme horD na výsledný tvar

hor D = D̂ +
1
2
V · K(ej , ek)ejγ0γk = D̃ +

i

2
V · K(ej , ek)ej γ̃k . (2.4.4)

Definujme

hor D/ := −iγaiahor D , D̂/ := −iγiiiD̂ a D̃/ := −iγ̃iiiD̃ . (2.4.6)

Potom pre K rozš́ırené predpisom K(U, V ) := K(hor U,hor V ) aj na nehorizontálne
vektory definujeme

Tr(V · K) := V · K(ej , ek)gjk = V · K(ea, eb)gab (2.4.7)

a vd’aka symetrii vonkaǰsej krivosti K vychádza

horD/ = −iγiiihor D = −iγiii(D̂ +
1
2
V · K(ej , ek)ejγ0γk) =

= D̂/ +
i

2
V · K(ej , ek)γ0γjγk = D̂/ +

i

2
γ0Tr(V · K) (2.4.8)

alebo
−iγ0horD/ = D̃/ +

1
2
γ0Tr(V · K) . (2.4.9)

Pozrime sa teraz na vertikálnu čast’ Diracovho operátora. Pre spinorovú kova-
riantnú deriváciu máme

ver D = jV iV D = Ṽ (LV +
1
4
ωab(V )γaγb) = Ṽ (LV − 1

2
ωj0(V )γ0γj +

1
4
ωjk(V )γjγk) .

Nakol’ko
ωj0(V ) = g(∇V V, ej) = g(a, ej) =: aj ,
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táto čast’ je oprava za zrýchlenie pol’a pozorovatel’ov a pre skrátenie označ́ıme

a · γ := ajγ
j , resp. a · γ̃ := aj γ̃

j . (2.4.10)

Ďal’̌sia čast’, obsahujúca
ωjk(V ) = g(∇V ek, ej) ,

je oprava za otáčanie pozorovatel’a. Ukazuje sa teda, že pozorovatel’ je poṕısaný
nielen rýchlost’ou, z ktorej sa odv́ıja zrýchlenie (a to je za absencie ŷ jedinou kine-
matickou charakteristikou), ale celým repérnym pol’om. Rôzne vyjadrenia ωjk(V )
sa nachádzajú v dodatku C.

Nakoniec pre
ver D/ := −iγaiaver D = −iγ0iV ver D (2.4.11)

dostávame
ver D/ = −iγ0LV +

i

2
a · γ − i

4
ωjk(V )γ0γjγk (2.4.12)

alebo
−iγ0ver D/ = −LV +

i

2
a · γ̃ − 1

4
ωjk(V )γ̃j γ̃k . (2.4.13)

Rozklad Diracovho operátora teda vyzerá ako

D/ =
[
−iγ0LV +

i

2
a · γ − i

4
ωjk(V )γ0γjγk

]
+

[
D̂/ +

i

2
γ0Tr(V · K)

]
(2.4.14)

alebo

−iγ0D/ =
[
−LV +

i

2
a · γ̃ − 1

4
ωjk(V )γ̃j γ̃k

]
+

[
D̃/ +

1
2
Tr(V · K)

]
. (2.4.15)

Ked’̌ze sme v časti 2.1 preskúmali matice {γ̃i}, nie však matice {γi} (pripomeňme,
že i �= 0), z operátorov D̂/ a D̃/ l’ahšie interpretujeme D̃/ ako horizontálny operátor.
Pre nepárne n je to presne štandardne použ́ıvaný Diracov operátor na horizontálnej
nadploche, pričom pre párne n máme oproti štandardnej situácíı na horizontálnej
nadploche dvakrát väčšie matice aj spinory. Vieme však, že párna podalgebra je
v tomto pŕıpade izomorfná súčtu M2n/2−1(C) ⊕ M2n/2−1(C), takže po prechode
do vhodnej bázy (táto báza mat́ıc a súvisiaca báza vektorového priestoru spinorov
nemá nič spoločné s repérnym pol’om {ea} v X(M)), musia byt’ matice {γ̃i} blokovo
diagonálne a spinor sa rozpadne na dva spinory, na ktoré Diracov operátor pôsob́ı
zvlášt’. Tieto dva spinory potom nesú neekvivalentné reprezentácie Cliffordovej
algebry.

Pozrime sa teraz na rozklad Diracovho operátora voči repérnemu pol’u, ktoré nie
je zviazané s vektorovým pol’om V . Túto bázu môžeme źıskat’ z predchádzajúcej
zámenou ea → e′a = Ab

aeb, ktorej zodpovedá transformácia Ψ → Ψ′ = S−1Ψ
spinorového pol’a a transformácia D/ → D/′ = S−1D/S Diracovho operátora, pričom
S−1γaS = Aa

bγb. Pre rozklad podl’a (2.4.15) dostávame

−iS−1γ0SD/′ = S−1

[
−LV +

i

2
a · γ̃ − 1

4
ωjk(V )γ̃j γ̃k

]
S + S−1

[
D̃/ +

1
2
Tr(V · K)

]
S .
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Výpočtom zist́ıme
S−1γ0S = A0

bγ
b = g(V, e′b)γ

b

a pre skrátenie zápisu označ́ıme

Va := g(V, ea) a V • γ := Vaγa ,

kde súčin • zvýrazňuje, že sa jedná o súčin s γ-maticami pomocou novej bázy.
V horizontálne časti vid́ıme operátor D̃/′ = S−1D̃/S, ktorý je unitárne ekvivalentný

s horizontálnym Diracovym operátorom D̃/. Napriek tomu, že zvyčajne to nie je
Diracov operátor podl’a defińıcie (2.3.7), budeme ho nazývat’ horizontálny Diracov
operátor. Ked’ si ešte všimneme, že S−1Tr(V ·K)S = Tr(V ·K), horizontálna čast’
je vybavená.

Vertikálnu čast’ najskôr uprav́ıme spät’ na

−iV (d +
1
4
ωabγ

aγb) .

Ako vieme,

S−1(d +
1
4
ωabγ

aγb)S = (d +
1
4
ω′

abγ
aγb) ,

kde ω′
ab sú 1-formy konexie voči novému repérnemu pol’u. Potom je však hori-

zontálna čast’
−LV − 1

4
g(∇V e′b, e

′
a)γaγb

a môžeme znovu hl’adat’ čast’, ktorá zodpovedá zrýchleniu. Na to rozlož́ıme e′a a e′b
na horizontálnu a vertikálnu čast’ podl’a vzorca

e′a = hor e′a + VaV

a po označeńı a′
a := g(a, e′a) upravujeme

g(∇V e′b, e
′
a) = g(∇V e′b,hor e′a + VaV ) = −g(e′b,∇V hor e′a) − g(e′b,∇V V )Va =

= −g(hor e′b + VbV,∇V hor e′a) − a′
bVa = g(∇V hor e′b,hor e′a) + a′

aVb − a′
bVa .

Ked’
ω̂ab := g(∇V hor e′b,hor e′a) (2.4.16)

interpretujeme ako horizontálne formy konexie voči všeobecnému repérnemu pol’u,
môžeme ešte upravit’ vertikálnu čast’

−LV − 1
4
(a′

aVb−a′
bVa)γaγb− 1

4
ω̂ab(V )γaγb = −LV +

1
4
[V •γ, a•γ]− 1

4
ω̂ab(V )γ̂aγ̂b ,

kde
γ̂a := − i

2
[V • γ, γa] (2.4.17)

nazveme horizontálnymi γ-maticami, lebo pre horizontálne vektory U a W plat́ı

{U • γ̂,W • γ̂} = 2g(U,W ) . (2.4.18)
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Tento vzt’ah je spolu s rovnost’ou ω̂abγ
aγb = ω̂abγ̂

aγ̂b overený v dodatku D.
Pre rozklad Diracovho operátora nakoniec dostávame

−i(V • γ)D/′ =
[
−LV +

i

2
a • γ̂ − 1

4
ω̂ab(V )γ̂aγ̂b

]
+

[
D̃/′ +

1
2
Tr(V · K)

]
. (2.4.19)

Keby sme vychádzali zo vzt’ahu (2.4.14), dostali by sme

D/′ = i(V • γ)
[
−LV +

i

2
a • γ̂ − 1

4
ω̂ab(V )γ̂aγ̂b

]
+

[
D̂/′ + i(V • γ)

1
2
Tr(V · K)

]
,

(2.4.20)
kde D̂/′ = S−1D̂/S, čo však možno rýchleǰsie nahliadnut’ vynásobeńım (2.4.19) výra-
zom i(V • γ) použit́ım triviálneho (V • γ)2 = 1.

Znovu vieme v obidvoch rozkladoch identifikovat’ deriváciu v smere V , časti
za zrýchlenie, za otáčanie repérneho pol’a a za vonkaǰsiu krivost’, čiže podl’a (E.2)
tiež expanziu objemu, ako aj horizontálny Diracov operátor D̃/′, resp. D̂/′, ktorý
je však pre repérne pole nezávislé od V iba unitárne ekvivalentný s Diracovym
operátorom podl’a defińıcie (2.3.7).

2.5. Pŕıklady.
V pŕıkladoch miesto indexu 0 použ́ıvame n (= 3), preto indexy a, b, c idú od 1

po n a indexy i, j idúce od 1 po n − 1 = 2. Ak je repérne pole {ea} zviazané
s vektorové pol’om V , je to vzt’ahom V = en.

2.5.1. Sféra S2 v E3 \ {0}.
Uvažujme v E3 \ {0} sférické ortonormálne repérne pole e1 = 1

r ∂ϑ, e2 = 1
r sin ϑ∂ϕ

a e3 = ∂r. Formy konexie ωab voči tomuto pol’u vychádzajú

ω12 = −ω21 = − cos ϑdϕ , ω13 = −ω31 = dϑ a ω23 = −ω32 = sin ϑdϕ .

Pre V = ∂r a Ṽ = dr vidno, že ωij(V ) = 0. Navyše aj a = 0 (vid’. pŕıklad 1.6.2),
takže rozklad Diracovho operátora D/s v E3 \ {0} voči sférickému repérnemu pol’u
pre l’ubovol’né γ-matice (napr. Pauliho matice) s použit́ım

Tr(V ·K) = g(∇1e1, e0)+g(∇2e2, e0) = ω01(
1
r
∂ϑ)+ω02(

1
r sinϑ

∂ϕ) = −1
r
− 1

r
= −2

r

vychádza

−iγ0D/s = −LV + D̃/ +
1
2
Tr(V · K) = −LV + D̃/ − 1

r
.

Rozklad Diracovho operátora D/k = −iσa∂a pre kartézske repérne pol’e (a nulové
formy konexie ωab, teda pomocou a = 0 aj nulové ω̂ab) je

−i(V • σ)D/k = −LV + D̃/′ − 1
r

.

Ked’ teraz ohranič́ıme pôsobenie D/k iba spinorové polia konštantné v lúčoch (in-
tegrálnych krivkách vektorového pol’a V = ∂r), ktoré môžeme stotožnit’ so spino-
rovými pol’ami na sfére S2, použit́ım

(V • σ)σa∂a =
1
r
xbσ

bσa∂a =
xa

r
∂a +

i

r
xaεab

cσ
c∂b = ∂r − i

r
σcRc
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a vynechańım derivácie v smere V dostávame na sfére s polomerom r horizontálny
Diracov operátor

D̃/(r) =
1
r
(iσaRa + 1) ,

kde
Ra = −εab

cxb∂c

sú generátory rotácíı. Na S2 (r = 1) teda dostávame Diracov operátor

D/S2 = iσaRa + 1 .

Zač́ınali sme v nepárnorozmernom priestore, takže sa nevyskytne rozštiepenie to-
hoto operátora na dve časti. Zopakujme však, že i ked’ to nie je Diracov operátor
podl’a defińıcie (2.3.7), je s takýmto Diracovym operátorom unitárne ekvivalentný.
Tento Diracov operátor je známy napŕıklad z [4], čo však tiež nie je jeho prvý výskyt
(pozri citácie v [4]).

2.5.2. Hopfova fibrácia.
Uvažujme Hopfovu fibráciu π : SU(2) → S2, pričom budeme použ́ıvat’ objekty

zavedené v pŕıklade 1.6.1. Rozkladom

dAA−1 = dAA+ = faEa

navyše definujme ešte bázu pravoinvariantných 1-foriem a duálnu bázu pravoinvari-
antných vektorových poĺı

f1 = sin ϕdϑ − sin ϑ cos ϕdψ f1 = − sin ϕ∂ϑ − cotg ϑ cos ϕ∂ϕ + cos ϕ
sin ϑ ∂ψ

f2 = cos ϕdϑ + sin ϑ sinϕdψ f2 = cos ϕ∂ϑ − cotg ϑ sin ϕ∂ϕ + sin ϕ
sin ϑ∂ψ

f3 = dϕ + cos ϑdψ f3 = ∂ϕ

a metrický tenzor sa dá naṕısat’ aj ako

g = f1 ⊗ f1 + f2 ⊗ f2 + f3 ⊗ f3 .

Formy LC-konexie ωab, resp. ω′
ab, voči ortonormálnej báze ea, resp. fa, vychádzajú

ωab = −1
2
εabce

c , resp. ω′
ab = −1

2
εabcf

c .

Diracov operátor pre γa = −σa voči báze ea, resp. fa, je

D/ = −iγaia(d +
1
4
ωbcγ

bγc) = iσaea − i

8
εabcσ

aσbσc = iσaea − 6i

8
ε123σ

1σ2σ3

teda
D/ = iσaea +

3
4

, resp. D/′ = iσafa +
3
4

.

Projekcia π zobrazuje vektorové polia {fa} na generátory rotácíı

R1 = − sin ϕ∂ϑ − cotg ϑ cos ϕ∂ϕ

R2 = cos ϕ∂ϑ − cotg ϑ sinϕ∂ϕ

R3 = ∂ϕ
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a tak by sa po porovnańı s predchádzajúcim pŕıkladom mohlo zdat’, že stač́ı vziat’
projekciu

π∗D/ = iσaπ∗fi + π∗
3
4

= iσaRa +
3
4

a mali by sme dostat’ Diracov operátor na sfére, ktorý sa vel’mi podobá na Dira-
cov operátor z predchádzajúcej úlohy. V skutočnosti je to však ináč. Keby sme
totiže vzali napŕıklad formy konexie voči repérnemu pol’u {ea}, za horizontálne
formy konexie je prirodzené prehlásit’ horωij , kde i, j = 1, 2. Tie však evidentne
vychádzajú nulové na rozdiel od foriem konexie na sfére (vid’. pŕıklad 2.5.1, ω12 =
−ω21 = − cos ϑdϕ).

Podl’a defińıcie LC-konexie vzt’ahom

g(∇UV,W ) =
1
2
{Ug(V,W ) + V g(U,W ) − Wg(U, V )+

+g([U, V ],W ) − g([U,W ], V ) − g(U, [V,W ])}
pri poč́ıtańı foriem konexie voči ortonormálnemu repérnemu pol’u dostaneme

ωab(ec) =
1
2
{g([ec, eb], ea) − g([ec, ea], eb) − g(ec, [eb, ea])} .

Ked’ sa vrátime k Hopfovej fibrácii, najskôr si uvedomı́me, že pre porovnanie
konexíı na S2 a SU(2) nemôžeme vziat’ na SU(2) l’avoinvariantné repérne pole
e1, e2, e3 (ale chceme repérne pole zviazané s V = e3), lebo π∗e1(x), resp. π∗e2(x),
dáva rôzne výsledky pre rôzne body x toho istého f́ıbra. Tento problém rýchlo
vyriešime, ked’ miesto e1 a e2 vezmeme

e′1 = cos ψe1 − sin ψe2 = − 1
sinϑ

∂ϕ + cotg ϑ∂ψ a e′2 = sinψe1 + cos ψe2 = ∂ϑ

a pre projekcie dostaneme

π∗e′1 = − 1
sinϑ

∂ϕ a π∗e′2 = ∂ϑ ,

čiže tiež ortonormálne repérne pole. Ked’ spoč́ıtame komutátory

[e′1, e
′
2] = − cos ϑ

sin2 ϑ
∂ϕ +

1
sin2 ϑ

∂ψ a [π∗e′1, π∗e′2] = − cos ϑ

sin2 ϑ
∂ϕ ,

vid́ıme, že
π∗[e′1, e

′
2] = [π∗e′1, π∗e′2] ,

čo zač́ına vyzerat’ sl’ubne. Potom už l’ahko spoč́ıtame

1
2
{g([e′1, e

′
2], e

′
1) − g([e′1, e

′
1], e

′
2) − g(e′1, [e

′
2, e

′
1])} = g([e′1, e

′
2], e

′
1) = cotg ϑ ,

1
2
{g([e′2, e

′
2], e

′
1) − g([e′2, e

′
1], e

′
2) − g(e′2, [e

′
2, e

′
1])} = g(e′2, [e

′
1, e

′
2]) = 0 ,
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1
2
{h([π∗e′1, π∗e′2], π∗e′1) − h([π∗e′1, π∗e′1], π∗e′2) − h(π∗e′1, [π∗e′2, π∗e′1])} =

= h([π∗e′1, π∗e′2], π∗e′1) = cotg ϑ

a

1
2
{h([π∗e′2, π∗e′2], π∗e′1) − h([π∗e′2, π∗e′1], π∗e′2) − h(π∗e′2, [π∗e′2, π∗e′1])} =

= h(π∗e′2, [π∗e′1, π∗e′2]) = 0 .

Vid́ıme teda, že skutočne môžeme pre 1-formy konexie ωab voči repérnemu pol’u
e′1, e

′
2, e3 interpretovat’ ω̂12 = hor ω12 ako horizontálnu 1-formu konexie (pre i, j =

1, 2 je vd’aka antisymetrii efekt́ıvne len jedna 1-forma konexie), lebo je pull-backom
1-formy konexie na sfére.

Skúsme teraz pre repérne pole f1, f2, f3 použit’ vzt’ah (2.4.20) až na to, že máme
antisymetrický tenzor vonkaǰsej krivosti (pozri nižšie), nahrad́ıme teda Tr(V · K)
pôvodým V · K(fa, fb)γaγb. Pre vonkaǰsiu krivost’ máme

V · K(fa, fb) := g(∇hor fa
hor fb, V ) = −g(hor fb,∇hor fa

V ) .

Ked’̌ze hor fb = fb − VbV a g(VbV,∇hor fa
V ) = Vbg(V,∇hor fa

V ) = 0, môžeme
vynechat’ operátor hor na fb. Vd’aka F(SU(2))-linearite kovariantnej derivácie
vynechanie operátora hor na fa pridá iba člen úmerný ∇V V = a, čiže 0, preto
vynecháme aj tento. Spätným prehodeńım ∇fa

na fb potom dostaneme

V · K(fa, fb) = g(∇fa
fb, V ) = g(∇fa

fb, fc)fc(V ) = ωcb(fa)V c = −1
2
εcbaV c .

Potom po dosadeńı γaγb = (−σa)(σb) = σaσb vychádza

V · K(fa, fb)γaγb =
1
2
V cεabcσ

aσb

a vd’aka antisymetrii εabc nahrad́ıme σaσb polovicou komutátora, teda iεab
dσ

d

a po použit́ı εabcε
ab

d = 2gcd źıskame

V · K(fa, fb)γaγb = i(V • σ) .

Potom však čast’ vzt’ahu (2.4.20) zodpovedajúca vonkaǰsej krivosti je

i(V • γ)
1
2
V · K(fa, fb)γaγb = −i(V • σ)

1
2
i(V • σ) =

1
2

.

Vo vertikálnej časti podobne dostávame (radšej použijeme γa ako γ̂a)

−i(V • γ)
1
4
ω̂ab(V )γaγb = i(V • σ)

1
4
g(∇V hor fb,hor fa)σaσb =

= i(V • σ)
1
4
g(∇V fb, fa)σaσb = i(V • σ)

1
4
V cg(∇fc

fb, fa)σaσb =
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= i(V • σ)
1
4
V c(−1

2
εabc)σaσb = −i(V • σ)

1
4
i(V • σ) =

1
4

.

Pre rozklad Diracovho operátora podl’a (2.4.20) nakoniec máme

D/ = i(V • σ)LV +
1
4

+ D̂/′ +
1
2

= i(V • σ)LV + D̂/′ +
3
4

.

Po dosadeńı explicitného vyjadrenia D/ = iσafa + 3
4 vid́ıme, že

D̂/′ = iσafa − i(V • σ)LV = iσa(fa − VaV ) = iσahor fa = iσaR̂a ,

kde {R̂a} sú horizontálne zdvihy generátorov rotácíı. Ako vid́ıme, stále nedokážeme
stotoňit’ Diracov operátor na sfére S2 s horizontálnym Diracovym operátorom
na SU(2).

Ked’ si všimneme, že {Va} a teda aj V •σ je nezávislé od ψ, l’ahko nahliadnneme,
že pôsobenie Diracovho operátora D/S2 = iσaRa + 1 na spinory v S2 možno ekvi-
valentne poṕısat’ pôsobeńım operátora D̂/ + i(V • σ)V = iσafa na spinory v SU(2)
spĺ ňajúce

Ψ(ϑ, ϕ, ψ) = e−iψ(V •σ)Ψ(ϑ, ϕ, 0) .

Táto konštrukcia je však vel’mi násilná a použ́ıva špecifické vlastnosti Hopfovej
fibrácie. Nedáva preto žiadny návod na pŕıpadné zovšeobecnenie. Dokonca už
horizontálne formy konexie sme dokázali identifikovat’ iba pre špeciálne repérne
pole (V a horizontálny zdvih repérneho pol’a na S2) a vo všeobecnom pŕıpade zatial’
nie je jasné ani to, či je defińıcia (2.4.16) opodstatnená. Navyše ani pre fibráciu
π : M → N , ked’ môžeme definovat’ horizontálne 1-formy konexie, nevieme nájst’
Diracov operátor na báze N pomocou Diracovho operátora na M . Táto téma teda
ostáva ešte otvorená a vyžaduje vyžaduje si d’aľsie štúdium.
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KAPITOLA 3

DIRACOVA-KÄHLEROVA ROVNICA

Diracov operátor D/ ∼ �− 1
2 má v diferenciálnej geometŕı analógiu D ∼ d − δ,

nakol’ko aj (d − δ)2 = Δ, kde Laplaceov-deRhamov operátor Δ je zovšeobecnený
D’Alambertov operátor �. Preto d − δ nazývame aj Diracov-Kählerov operátor.
Zatial’, čo však Diracov operátor D/ pôsob́ı na spinorové polia, operátor d− δ pôsob́ı
v priestore nehomogénnych diferenciálnych foriem. Pozrime sa teda najkôr na ich
súvis.

Budeme uvažovat’ komplexné diferenciálne formy, čo je v zhode s porovnávanými
komplexnými Diracovskými spinormi.

3.1. Kovariantne konštantná nehomogénna forma Z.
Pre ortonormálne repérne pole {ea}, pridružené korepérne pole {ea} a repre-

zentáciu {γa} Cliffordovej algebry definujme vektorové pole e/, resp. 1-formu e\,
s hodnotami v Cliffordovej algebre vzt’ahom

e/ := γaea , resp. e\ := γbgbaea = γaea ,

a nehomogénnu formu Z s hodnotami v Cliffordovej algebre vzt’ahom

Z := exp(e\) =
n∑

p=0

1
p!

e\p = I + e\ +
1
2!

e\ ∧ e\ + · · · + 1
n!

e\ ∧ · · · ∧ e\︸ ︷︷ ︸
n krát

.

Plat́ı
iae\ = γa ,

iae\p =
p−1∑
k=0

(−1)ke\kγae\p−1−k

a d’alej použit́ım
{γa, e\} = 2ea (3.1.1)

a
{ea, e\} = 0

dostaneme po prekomutovańı γa dol’ava, resp. doprava,

iae\p = pγae\p−1 − p(p − 1)jae\p−2 , (3.1.2)

resp.
iae\p = (−1)p−1pe\p−1γa + p(p − 1)jae\p−2 . (3.1.3)

Typeset by AMS-TEX
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Pre iaZ teda plat́ı

iaZ =
n∑

p=0

1
p!

(pγae\p−1 − p(p − 1)jae\p−2) = γa
n−1∑
q=0

1
q!

e\q − ja
n−2∑
q=0

e\q .

Ked’ si ešte všimneme, že γaγa = 1 (bez sč́ıtania) a teda

γa 1
n!

e\n = γaγa γ1 . . . γn︸ ︷︷ ︸
n−1 , okrem a

ea ∧ e1 ∧ · · · ∧ en︸ ︷︷ ︸
n−1 , okrem a

= ja 1
(n − 1)!

e\n−1 ,

môžeme hornú hranicu sumácie posunút’ o 1. Navyše je jae\n ≡ 0, lebo je to n + 1-
forma na n-rozmernej variete, čo nás necháva zhrnút’ predchádzajúce výpočty do
vzt’ahu

iaZ = γaZ − jaZ ,

resp. (ako vyjde použit́ım (3.1.3))

iaZ = ηZγa + jaZ .

Tieto vlastnosti formy Z budeme neskôr potrebovat’ upravené na tvar

(ia + ja)Z = γaZ , (3.1.4)

(ia − ja)Z = ηZγa (3.1.5)

a nakoniec ešte
jaZ =

1
2
(γaZ − ηZγa) . (3.1.6)

Pre párne n možno komponenty Za
b (x) formy Z(x) interpretovat’ ako bázu priestoru

ΛTxM∗. Porovnanie vzt’ahov (3.1.4) a (2.1.1), resp. (3.1.5) a (2.1.2), potom ukazuje
súvis medzi l’avým, resp. pravým, Cliffordovym násobeńım a maticami {γa} pre
túto bázu. Pre nepárne n sú však Za

b (x) iba polovicou bázy ΛTxM∗, ako druhú
polovicu môžeme vziat’ (ηZ(x))a

b . To ukazuje aj na druhý aspekt mat́ıc {γa},
konkrétne, že pre nepárne n generujú iba jednu komponentu univerzálnej Cliffor-
dovej algebry.

Pozrime sa teraz na kovariantnú deriváciu ∇aZ formy Z. Najskôr z vyjadrenia
(2.2.3) foriem konexie ωab použit́ım ∇ag = 0, ∇agbc = 0 a V = ed(V )ed dostaneme

(∇aeb)(V ) = ∇a(eb(V )) − eb(∇aV ) = ∇a(gbcg(ec, V )) − gbcg(ec,∇aV ) =

= gbcg(∇aec, V ) = gbcg(∇aec, ed)ed(V ) ,

čiže
∇aeb = gbcωdc(ea)ed ,

∇ae\ = γcωdc(ea)ed

a

∇ae\p =
p−1∑
k=0

e\ ∧ ∇ae\ ∧ e\p−1−k =
p−1∑
k=0

e\ ∧ γcωdc(ea)ed ∧ e\p−1−k .
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Ked’ použit́ım antikomutačného vzt’ahu (3.1.1) premiestnime γc spolu s ωdc(ea)ed

na začiatok, dostávame

∇ae\p = pγcωdc(ea)ed ∧ e\p−1 − p(p − 1)ωbce
b ∧ ec ∧ e\p−2 .

pre ∇aZ dostávame

∇aZ =
n∑

p=0

1
p!

(pγcωdc(ea)ed ∧ e\p−1 − p(p − 1)ωbce
b ∧ ec ∧ e\p−2) =

=
n−1∑
q=0

1
q!

ωbc(ea)γceb ∧ e\q −
n−2∑
q=0

1
q!

ωbc(ea)eb ∧ ec ∧ e\q .

Ked’ si uvedomı́me, že zvýšeńım horných hrańıc súčtov na n nič nepridáme, prichá-
dzame k medzivýsledku

∇aZ = ωbc(ea)eb ∧ (γc − ec) ∧ Z .

Trojnásobným použit́ım (3.1.6) dostaneme

∇aZ =
1
2
ωbc(ea)eb ∧ (γcZ +ηZγc) =

1
4
ωbc(ea)(γcγbZ −γcηZγb −γbηZγc +Zγbγc)

a vd’aka antisymetrii ωbc v indexoch b a c zostáva

∇aZ =
1
4
ωbc(ea)(γcγbZ + Zγbγc) . (3.1.7)

Ako ukáže krátky výpočet v súradniciach, vonkaǰsiu deriváciu možno vyjadrit’ ako

d = ja∇a

pre l’ubovol’nú symetrickú konexiu (bez torzie), špeciálne teda aj pre LC-konexiu,
pre ktorú navyše plat́ı aj

δ = −ia∇a .

Pomocou (3.1.4) a (3.1.7) teda spoč́ıtame

(d − δ)Z =
1
4
ωbc(ea)(γcγbγaZ + γaZγbγc) (3.1.8)

a pomocou (3.1.5) a (3.1.7)

(d + δ)Z = −1
4
ωbc(ea)(γcγbηZγa + ηZγaγbγc) . (3.1.9)

Spoč́ıtajme ešte DZ, čiže

DZ = dZ + [ρ(ω) ∧ Z] = dZ +
[
1
4
ωbc(ea)eaγbγc ∧ Z

]
.
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Použit́ım
γaγbγl = 2γaδb

l − 2δa
l γb + γlγ

aγb

dostávame

[γbγc, γl . . . γm] = 2{(γbδc
l − δb

l γ
c) . . . γm + · · · + γl . . . (γbδc

m − δb
mγc)}

a následne

[
1
4
ωbc(ea)eaγbγc ∧ e\p

]
=

1
4
ea ∧

p−1∑
k=0

e\kωbc(ea)2(γbδc
l − δb

l γ
c)ele\p−1−k =

= ea ∧
p−1∑
k=0

e\kωbc(ea)γbece\p−1−k =
p−1∑
k=0

(−1)ke\kωbc(ea)γbea ∧ ece\p−1−k ,

kde sme vd’aka antisymetrii ωbc združili členy γbδc
l a −δb

l γ
c. Teraz ostáva už iba

spoč́ıtat’

de\p +
[
1
4
ωbc(ea)eaγbγc ∧ e\p

]
=

p−1∑
k=0

(−1)ke\k(de\ + ωbc(ea)γbea ∧ ec)e\p−1−k =

=
p−1∑
k=0

(−1)ke\kγb(deb + ωb
c ∧ ec)e\p−1−k ,

čo je pri nulovej torzii rovné 0 podl’a Cartanovych štruktúrnych rovńıc. Z je teda
spinovo (v zmysle D, nie ∇) kovariantne konštantná nehomogénna forma s hodno-
tami v Cliffordovej algebre.

Poznamenajme ešte, že akcia

Z �→ S−1ZS

prvku S grupy Spin(r, s) na Z zodpovedá zmene bázy ea �→ e′a = Ab
aeb maticou

A = χ(S), čo sa dá l’ahko nahliadnut’ pomocou výpočtu S−1e\S na novej báze

S−1e\S(e′a) = S−1γcgcde
dS(Ab

aeb) = γeAc
egcde

d(Ab
aeb) = γeAc

egcbA
b
a = γegea ,

kde posledná rovnost’ plat́ı, lebo A ∈ SO+(r, s). Potom už zrejme S−1e\S = γae′a,
kde {e′a} je pŕıslušne transformované korepérne pole.

3.2. Súvis d − δ a D/.
Pre spinorové polia Ψ a Φ zostrojme nehomogénnu formu

φ := Φ+ZΨ

a použit́ım (3.1.4) a (3.1.8) dostaneme

i(d − δ)φ = i(ja + ia)∇a(Φ+ZΨ) =
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= i(ja + ia)((∇aΦ+)ZΨ) + Φ+(∇aZ)Ψ + Φ+Z∇aΨ) =

= i(eaΦ+)γaZΨ + iΦ+((d − δ)Z)Ψ + iΦ+γaZeaΨ =

= i((eaΦ+)γa + Φ+ 1
4
ωbc(ea)γcγbγa)ZΨ + iΦ+γaZ(ea +

1
4
ωbc(ea)γbγc)Ψ .

Po identifikovańı známych výrazov

i(d − δ)φ = (D/+Φ)+ZΨ + iΦγaZiaDΨ ,

kde D/+ je Diracov operátor s hermitovsky združenými maticami γa, ktoré však
evidentne spĺ ňajú tie isté antikomutačné vzt’ahy {γa+, γb+} = gab, čiže sú tiež
reprezentáciou Cliffordovej algebry.

Obdobný výpočet možno spravit’ aj pre

i(d + δ)φ = Φ+ηZD/Ψ − i(iaD+Φ)+ηZγaΨ .

Vidno teda, že operátory i(d−δ) a iη(d+δ) pôsobia sčasti ako Diracov operátor.
Ak chceme dostat’ ekvivalenciu medzi Diracovou-Kählerovou rovnicou

(i(d − δ) + m)φ = 0 , resp. (iη(d + δ) + m)φ = 0 , (3.2.1)

a Diracovou rovnicou

(D/+ + m)Φ = 0 , resp. (D/ + m)Ψ = 0 , (3.2.2)

muśıme sa obmedzit’ na podpriestory priestoru nehomogénnych foriem invariantné
voči týmto operátorom. V pŕıpade operátora i(d − δ) je to zrejme podpriestor
tvorený formami typu φ = Φ+ZΨ, kde Ψ je pevne zvolené spinorové pole vy-
hovujúce podmienke

γaZiaDΨ = 0 (3.2.3)

a pre operátor iη(d + δ) sú to formy typu φ = Φ+ZΨ, kde Φ spĺ ňa

(eaD+Φ+)ηZγa = 0 . (3.2.4)

Ak má platit’ rovnica (3.2.3) pre nehomogénnu formu, pri každom bázovom vek-
tore ea ∧ · · · ∧ eb muśı byt’ nula. To však znamená že musia platit’ rovnice, ktoré
vzniknú z (3.2.3) nahradeńım Z výrazom γ[a . . . γb]. Tieto kombinácie γ-mat́ıc však
tvoria bázu Cliffordovej algebry ako lineárneho priestoru, takže muśı pre každú
maticu M platit’ aj rovnica (teraz ju už naṕı̌seme s indexami na maticiach)

(γa)i
jM

j
k(iaDΨ)k = 0 ,

ktorá je lineárnou kombináciou predtým uvažovaných rovńıc. Špeciálne táto rovnica
plat́ı pre matice M tvaru M j

k = (γA)j
Iδ

K
k , kde I, A a K sú konštanty, a lineárnou

kombináciou takýchto rovńıc je aj rovnica

δI
i (γa)i

j(γA)j
Iδ

K
k (iaDΨ)k = 0
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ktorá je vd’aka δI
i (γa)i

j(γA)j
I = Tr(γaγA) = nδa

A ekvivalentná s rovnicou

iADΨ = 0 .

Tá má platit’pre všetky A, takže môžeme povedat’, že rovnica (3.2.3) je ekvivalentná
s rovnicou

DΨ = 0 . (3.2.5)

Rovnako možno ukázat’, že rovnica(3.2.4) je ekvivalentná s rovnicou

D+Φ = 0 . (3.2.6)

Jedná sa teda o kovariantne (vzhl’adom k D, nie ∇) konštantné spinorové polia,
ktorých existencia je netriviálnou požiadavkou na varietu M . Napŕıklad párnoroz-
merná varieta na ktorej existuje takýto spinor je nutne Kählerova varieta s nulovým
Ricciho tenzorom krivosti [2]. Ak však takéto pole predsa len existuje, rovnice
(3.2.1) a (3.2.2) sú ekvivalentné. Implikácia (3.2.2) ⇒ (3.2.1) je zrejmá a opačnú
implikáciu možno ukázat’ podobne ako sme pred chv́ıl’ou prešli z (3.2.3) ku (3.2.5).

3.3. Spinory pre Diracov-Kählerov operátor.
Vo všeobecnom pŕıpade sa śıce operátory i(d − δ) a D/ ĺı̌sia, môžeme sa však

pozriet’ aj na rozklad Diracovho-Kählerovho operátora a skúsit’ ho porovnat’ s rozk-
ladom Diracovho operátora. Pred tým si však muśıme vyjasnit’, čo je v tomto
pŕıpade spinor, resp. spinorové pole.

V Kähler-Atyiahovej algebre (Λ,∧,∨, ·) (vid’. 2.1) je ∨-násobenie zl’ava re-
prezentáciou (tzv. regulárnou) Cliffordovej algebry ρ : (ΛV ∗,∨) → EndΛV ∗.
Táto reprezentácia nie je ireducibilná, ale indukuje ireducibilnú reprezentáciu ρ :
(ΛV ∗,∨) → EndI, kde I je minimálny l’avý ideál. Prvky I preto nazývame
spinormi5 a I priestorom spinorov. Z prehl’adu komplexných Cliffordovych algebier
v 2.1 vidno, že l’avé ideály v zkomplexnenéj Cliffordovej algebre sú 2[n/2]-rozmerné
podpriestory, pre párne n následne dostávame 2n/2 ekvivalentných reprezentácii.
Pre nepárne n dostávame 2(n−1)/2 ekvivalentných reprezentácii v každej z dvoch
jednoduchých komponent, ale reprezentácie v rôznych komponentách sú neekviva-
lentné. Minimálny l’avý ideál I môžeme naṕısat’ ako I = (ΛV ∗,∨)∨P , kde P ∈ ΛV ∗

je primit́ıvny idempotent, teda P ∨P = P �= 0 (idempotent) a nemožno ho naṕısat’
ako súčet dvoch idempotentov (primit́ıvny).

Varietu M s algebrou diferenciálnych foriem so súčinmi ∧, ∨ a · (teda s Kähler-
Atyiahovou algebrou nad každým bodom x ∈ M) nazývame Kählerova-Atyiaho-
va fibrácia. Priestor spinorových poĺı je l’avý ideál vyčlenený hladkým pol’om P
primit́ıvnych idempotentov P (x) (aby sme mali v každom bode spinor v zmysle
predchádzajúcej defińıcie). Evidentne máme rovnakú násobnost’ priestorov spino-
rových poĺı ako to bolo pre spinory.

Ked’ dôkladne preskúmame súvis Diracovho a Diracovho-Kählerovho operátora
v predchádzajúcej časti, zist́ıme, že podpriestor foriem na ktorý sme sa obmedzili
bol invariantný voči ∇a a ia + ja ≡ ea∨. Čo sa týka druhého operátora, podl’a
práve spomenutej defińıcie spinorového pol’a je to úplne prirodzené. Avšak ∇a

5V pŕıpade nepárneho n, ked’ sa nejedná o vernú reprezentáciu Cliffordovej algebry, sa použ́ıva
aj presneǰsie označenie semi-spinor, vid’. [2].



32 VLADIMÍR MARKO

tieto podpriestory zachováva práve vtedy, ked’ P∇aP = 06. Diracovu-Kählerovu
rovnicu pre jedno spinorové pole teda možno uvažovat’ iba v pŕıpade existencie pol’a
P primit́ıvnych idempotentov vyhovujúceho podmienke

P∇aP = 0 , a = 0, 1, . . . , n − 1 .

V pŕıpade jeho neexistencie nás však stále môže Diracov-Kählerov operátor zauj́ı-
mat’, ked’ vezmeme idempotent P = 1 (nie je primit́ıvny). Jeho rozklad na primi-
t́ıvne idempotenty dáva naraz viac ireducibilných reprezentácíı (čast́ıc), ktoré však
v Diracovej-Kählerovej rovnici nemožno separovat’ (vid’. [6]).

3.4. Rozklad Diracovho-Kählerovho operátora.
Všimnime si najskôr, že v pŕıpade Kählerovej-Atyiahovej fibrácie je sú všetky

súčiny (∧, ∨ aj ·) v Λ̂(M) totožné so súčinmi v Λ(M) aplikovanými na horizontálne
formy7. To znamená, že Kählerova-Atyiahova algebra (Λ̂T ∗

x M,∧,∨, ·) je vnorená
do (ΛT ∗

x M,∧,∨, ·), avšak operátor hor nie je homomorfizmom týchto algebier, lebo
nerešpektuje súčiny ∨ a · pre vertikálne formy.

Pre α = Ṽ ∧ ŝ + r̂ z l’avého ideálu I v (Λ(M),∨) dostaneme použit́ım (2.1.1)

ei ∨ (Ṽ ∧ ŝ + r̂) = −Ṽ ∧ (ei ∨ ŝ) + ei ∨ r̂

a následne
ei ∨ horα = hor ei ∨ α .

To však znamená, že ei ∨ hor(I) ⊂ hor(I), čiže hor(I) je l’avý ideál v (Λ̂,∨)
a operátor i(d̂ − δ̂) môžeme interpretovat’ ako horizontálny Diracov-Kählerov o-
perátor.

Predpokladajme, že ∇aα ∈ I pre všetky α ∈ I a a = 0, 1, . . . , n − 1. Potom
pre r̂ ∈ hor(I), teda r̂ = hor(Ṽ ∧ ŝ + r̂), kde je Ṽ ∧ ŝ + r̂ ∈ I, dostávame postupne

Ṽ ∨ (Ṽ ∧ ŝ + r̂) = ŝ + Ṽ ∧ r̂ ∈ I ,

∇i(ŝ + Ṽ ∧ r̂) = (∇iŝ + (∇iṼ ) ∧ r̂) + Ṽ ∧∇ir̂ ∈ I
a preto, že (∇iṼ )(V ) = g(∇iV, V ) = −g(V,∇iV ) = 0, t.j. ∇aṼ je horizontálna
1-forma, nakoniec

hor(Ṽ ∨ (∇iŝ + (∇iṼ ) ∧ r̂) + Ṽ ∧∇ir̂)) = iV jV ∇ir̂ = ∇̂ir̂ ∈ hor(I) .

Zistili sme, že pre minimálny l’avý ideál I invariantný voči ∇a je hor(I) l’avý
ideál invariantný voči ∇̂i. Ostáva nám ešte preskúmat’, či je aj minimálny.

Najskôr ukážeme, že hor(I) �= {0}. Predpoklad hor(I) = {0} totiž hovoŕı,
že všetky formy α ∈ I sú tvaru Ṽ ∧ ŝ. I je však l’avý ideál, takže aj Ṽ ∨ (Ṽ ∧ ŝ) =
ŝ ∈ I, čiže ŝ = 0. Tým sme však dostali I = {0}, čo nie je minimálny l’avý ideál.

6Ako sme sa mohli presvedčit’, pri existencii spinovo kovariantne konštantného spinora existuje
primit́ıvny idempotent vyhovujúci tejto podmienke.

7Pre súčin · sme to poznamenali hned’ po defińıcii a pre ∨ to vyplýva z (2.1.1) a asociativity.
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Pre nepárne n majú minimálne l’avé ideály v (Λ(M),∨) a (Λ̂(M),∨) rovnaký
rozmer a z predchádzajúceho tvrdenia potom môžeme usúdit’, že hor(I) je skutočne
minimálny l’avý ideál.

Pre párne n je situácia komplikovaneǰsia, porovnatel’ná s pŕıpadom nepreskúma-
ných mat́ıc {γi}. Môžeme vyslovit’ predpoklad, že ako v pŕıpade {γ̃} dostaneme
aj teraz zjednotenie dvoch minimálnych l’avých ideálov, ale nemáme k dispoźıcii
argumenty, ktoré by ho jednoznačne dokázali (alebo vyvrátili).

Pozrime sa teraz na explicitný tvar rozkladu. Podl’a (1.2.3) a (1.3.2) máme

i(d − δ) ↔ i

(−(d̂ − δ̂) + â LV − ∗̂−1ŷ∗̂
ŷ + L̃V d̂ − δ̂ + ∗̂−1â∗̂η̂

)
.

Pre porovnanie s rozkladom Diracovho operátora sa zrejme muśıme obmedzit’
na pŕıpad ŷ = 0 a ostane nám iba

i(d − δ) ↔ i

(−(d̂ − δ̂) + â LV

L̃V d̂ − δ̂ + ∗̂−1â∗̂η̂
)

.

Ked’ rozṕı̌seme L̃V = ∗̂−1LV ∗̂ ako (vid’. dodatok F, (F.1))

L̃V = LV − Tr(V · K) + 2V · K(ei, ej)ji ∧ ij ,

posledný člen muśıme pri interpretácii ešte rozdelit’ na dve časti, pre i = j a i �= j.
Zatial’, čo čast’ i = j dáva znovu stopu Tr(V · K), čast’ i �= j však podstatne
meńı formy, na ktoré pôsob́ı a nemá priamočiare vysvetlenie. Ked’ toto rozštiepenie
explicitne vlož́ıme do rozkladového vzorca, dostaneme pri označeńı Kij = K(ei, ej)
výsledný vzorec

i(d− δ) ↔ i

( −(d̂ − δ̂) + â LV

LV + Tr(V · K) +
∑

i�=j 2V · Kijj
i ∧ ij d̂ − δ̂ + ∗̂−1â∗̂η̂

)
. (3.4.1)

3.5. Porovnanie rozkladov Diracovho a Diracovho-Kählerovho operáto-
ra.

Ked’ porovnávame rozklad (2.4.14) Diracovho a rozklad (3.4.1) Diracovho-Kähle-
rovho operátora, na prvý pohl’ad oba obsahujú svoj horizontálny ekvivalent, Lieovu
deriváciu v smere pol’a V , čast’ zodpovedajúcu zrýchleniu aj vonkaǰsej krivosti
(t.j. expanzii objemu, pozri (E.2)) a nakoniec ešte jeden člen, ktorý sme v Dira-
covom operátore interpretovali ako dôsledok otáčania pozorovatel’a, ale ktorého
interpretácia nám v Diracovom-Kählerovom operátore zatial’ chýba.

Ked’ chceme hl’adat’ hlbšie súvislosti, uvedomı́me si najskôr, že v pŕıpade Dira-
covho-Kählerovho operátora máme okrem rozkladu operátora i(d − δ) aj rozklad
samotných spinorových poĺı. To ukazuje, že sa tieto rozklady môžu vel’mi ĺı̌sit’
a nemusia mat’ okrem týchto všeobecných charakterist́ık žiadne d’aľsie spoločné
znaky. Pri pohl’ade na výsledky pŕıkladu 3.6.2 sa ukazuje, že napŕıklad horizontálny
Diracov operátor D̂/ a horizontálny Diracov-Kählerov operátor d̂− δ̂ nemajú okrem
časti zodpovedajúcej samotným deriváciam spinorového pol’a nič spoločné.
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3.6. Pŕıklady.

3.6.1. Minkowského priestor.
V plochom Minkowského priestore evidentne môžeme vziat’ štyri lineárne nezá-

vislé kovariantne konštantné spinorové polia

(Ψ(1),Ψ(2),Ψ(3),Ψ(4)) =

⎛
⎜⎝

⎛
⎜⎝

1
0
0
0

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝

0
1
0
0

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝

0
0
1
0

⎞
⎟⎠ ,

⎛
⎜⎝

0
0
0
1

⎞
⎟⎠

⎞
⎟⎠

a pre štyri spinorové polia Φ(1), . . . ,Φ(4) môžeme definovat’ φ =
∑4

a=1 Φ(a)+ZΨ(a).
Diracova Kählerova rovnica

(i(d − δ) + m)φ

je potom ekvivalentná štyrom Diracovym rovniciam

(D/+ + m)Φ(a) , a = 1, 2, 3, 4 .

Becher a Joos v článku [3] nazývajú (odhliadnuc od odlǐsných konvenćı) polia Φ(a)

Diracovskými komponentami diferenciálnej formy φ.

3.6.2. Sféra S2 v E3 \ {0}.
Súradnice budeme znovu č́ıslovat’ od 1 po 3 a budeme použ́ıvat’ sférické repérne

pole e1 = 1
r ∂ϑ, e2 = 1

r sin ϑ∂ϕ a e3 = ∂r a pridružené korepérne pole e1 = rdϑ,
e2 = r sinϑdϕ a e3 = dr. Vopred uved’me

de1 = −1
r
e1 ∧ e3 , de2 = cotg ϑe1 ∧ e2 − 1

r
e2 ∧ e3 a de3 = 0 . (3.5.1)

Polož́ıme γa = σa, č́ım ztotožńıme Spin(3, 0) a SU(2).
V kartézskej súradnicovej báze máme kovariantne konštantné spinorové polia

(Φk(1),Φk(2)) =
( (

1
0

)
,

(
0
1

))
.

Pre sférické repérne pole nájdeme kovariantne konštantné spinorové polia najl’ahšie
transformáciou týchto poĺı pomocou pŕıslušnej matice S−1(ϑ, ϕ, r). Vd’aka faktu,
že na integrálnych krivkách vektorového pol’a V = ∂r je uvažovaná rotácia repérne-
ho pol’a konštantná, a parametrizácii grupy SU(2) Eulerovými uhlami (vid’. pŕıklad
1.6.1) je to práve A−1(ϑ, ϕ, 0) = A+(ϑ, ϕ, 0), pričom sme ψ, na ktorom nezálež́ı,
zvolili rovné 0. Voči sférickému repérnemu pol’u máme teda kovariantne konštantné
spinory

(Ψ(1),Ψ(2)) =
((

cos ϑ
2 e−

i
2 ϕ

− sin ϑ
2 e−

i
2 ϕ

)
,

(
sin ϑ

2 e
i
2 ϕ

cos ϑ
2 e

i
2 ϕ

))
.

Muśıme poznamenat’, že dané repérne pole možno použit’ iba v časti E3 menšej
ako E3\{0}. Totiž, zatial’, čo matica A(x), ktorá popisuje prechod od kartézskeho
repérneho pol’a k radiálnemu (ea → ebA

b
a) spojito záviśı od x ∈ E3\{0}, matica

S(x) v skutočnej Spin(3, 0) fibrácii E3 \ {0} pri prechode k sférickému pol’u zmeńı
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na sl’učke ϕ = 0 → ϕ = 2π znamienko. Budeme teda pokračovat’ s vedomı́m, že
všetky výpočty sú lokálne (ako v celej práci).

S použit́ım multiindexovej notácie eab...c = ea∧eb∧· · ·∧ec máme pre Z explicitne

Z = (1 + ie123) + σ1(e1 + ie23) + σ2(e2 − ie13) + σ3(e3 + ie12) =

=
(

1 + ie123 + e3 + ie12 e1 + ie23 − ie2 − e13

e1 + ie23 + ie2 + e13 1 + ie123 − e3 − ie12

)
.

Uvažujme formu

φ = Φ+ZΨ(1) , Φ =
(

Φ1

Φ2

)
.

Nebudeme explicitne ukazovat’, že i(d−δ)φ = (D/Φ)+ZΨ(1), lebo je to dlhý a náročný
výpočet. Pre čitatel’ov, ktoŕı si tento fakt chcú overit’, odporúčame l’ahš́ı pŕıklad
radiálneho repérneho pol’a v E2 \ {0}.

Rozklad Z je

Z = e3 ∧
(

ie12 + 1 −ie2 + e1

−ie2 − e1 ie12 − 1

)
+

(
1 + ie12 e1 − ie2

e1 + ie2 1 − ie12

)
=: e3 ∧ Zv + Zh .

Potom
φ = e3 ∧ Φ+ZvΨ(1) + Φ+ZhΨ(1) =: e3 ∧ φv + φh .

Vd’aka nulovému zrýchleniu a v́ıru máme pre V = ∂r rozkladový vzorec

i(d − δ) ↔ i

(−(d̂ − δ̂) LV

L̃V d̂ − δ̂

)
.

Pozrime sa teda ako pôsob́ı d̂ − δ̂ na jednotlivé časti φ. Na to najskôr spoč́ıtame
Označme teda C := cos ϑ

2 a S := sin ϑ
2 a rozṕı̌sme explicitne

φh = e−
i
2 ϕΦ1∗((1 + ie12)C − (e1 − ie2)S) + e−

i
2 ϕΦ2∗((e1 + ie2)C − (1 − ie12)S) ,

∗̂η̂φh = e−
i
2 ϕΦ1∗((e12 + i)C + (e2 + ie1)S) + e−

i
2 ϕΦ2∗((−e2 + ie1)C − (e12 − i)S)

a použit́ım
d̂e1 = 0 a d̂e2 = cotg ϑe12

d’alej dostaneme

e+ i
2 ϕdφh = (e1Φ1∗)(e1C + ie12S) + (e2Φ1∗)(e2C + e12S) + (e1Φ2∗)(ie12C − e1S)+

+(e2Φ2∗)(−e12C−e2S)+cotg ϑΦ1∗ie12S+cotg ϑΦ2∗ie12S+
1
2r

Φ1∗(−e1S+ie12C)+

+
1
2r

Φ2∗(−ie12S − e1C) − i

2r sin ϑ
(Φ1∗(e2C + e12S) + Φ2∗(−e12C − e2S)) ,

e+ i
2 ϕd∗̂η̂φh = (e1Φ1∗)(ie1C+e12S)+(e2Φ1∗)(ie2C−ie12S)+(e1Φ2∗)(−e12C+ie1S)+
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+(e2Φ2∗)(−ie12C+ie2S)+cotg ϑΦ1∗e12S−cotg ϑΦ2∗e12S+
1
2r

Φ1∗(−ie1S+e12C)+

+
1
2r

Φ2∗(e12S + ie1C) +
i

2r sinϑ
(Φ1∗(ie2C − ie12S) + Φ2∗(−ie12C + ie2S))

a

e+ i
2 ϕ(d̂−δ̂)φh = (e1Φ1∗)(e1C+ie12S)+(e2Φ1∗)(e2C+e12S)+(e1Φ2∗)(ie12C−e1S)+

+(e2Φ2∗)(−e12C−e2S)+cotg ϑΦ1∗ie12S+cotg ϑΦ2∗ie12S+
1
2r

Φ1∗(−e1S+ie12C)+

+
1
2r

Φ2∗(−ie12S − e1C) − i

2r sin ϑ
(Φ1∗(e2C + e12S) + Φ2∗(−e12C − e2S))

+(e1Φ1∗)(ie2C − S) + (e2Φ1∗)(−ie1C + iS) + (e1Φ2∗)(C + ie2S)+

+(e2Φ2∗)(iC − ie1S) − cotg ϑΦ1∗S + cotg ϑΦ2∗S − 1
2r

Φ1∗(ie2S + C)+

+
1
2r

Φ2∗(−S + ie2C) +
i

2r sinϑ
(Φ1∗(−ie1C + iS) + Φ2∗(iC − ie1S)) .

Pre porovnanie spoč́ıtajme e
i
2 ϕ(iD̂/+Φ)+ZΨ. Ked’̌ze Pauliho matice sú hermi-

tovské (σa+ = σa), plat́ı D/+ = D/ a D̂/+ = D̂/. Pomocou foriem konexie z pŕıkladu
2.5.1 zist́ıme, že D̂/ explicitne vychádza

D̂/ = −iσ1e1 − iσ2e2 − iσ1 1
2r

cotg ϑ .

Potom

iD̂/Φ =
(

e1Φ2 − ie2Φ2 + 1
2r cotg ϑΦ2

e1Φ1 + ie2Φ1 + 1
2r cotg ϑΦ1

)

a e
i
2 ϕ(iD̂/Φ)+ZΨ(1) vychádza

e
i
2 ϕ(iD̂/Φ)+ZΨ(1) = (e1Φ2∗ + ie2Φ2∗ +

1
2r

cotg ϑΦ2∗)(1 + ie12)C+

+(e1Φ2∗ + ie2Φ2∗ +
1
2r

cotg ϑΦ2∗)(−e1 + ie2)S+

+(e1Φ1∗ − ie2Φ1∗ +
1
2r

cotg ϑΦ1∗)(e1 + ie2)C+

+(e1Φ1∗ − ie2Φ1∗ +
1
2r

cotg ϑΦ1∗)(−1 + ie12)S

Porovnańım člen po člene zist́ıme, že členy obsahujúce eiΦa∗ sú zhodné, č́ım zároveň
akákol’vek podobnost’ konč́ı. Zhodnost’ členov eiΦa∗ obsahujúcich derivácie sa-
motných spinorových poĺı sme aj očakávali z členov (∇aΦ+)(ia + ja)ZΦ, resp.
(iσaiadΦ)ZΨ, vo výraze (d̂ − δ̂)φ, resp. (iDΦ)+ZΨ. Ukázalo sa však, že ostatné
členy nemajú žiadny viditel’ný súvis.
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Záver

Ciel’om tejto práce bolo vypoč́ıtanie rozkladu Diracovho operátora voči pol’u po-
zorovatel’ov metódami modernej diferenciálnej geometrie. Počas vypracovávania sa
často objavili nové požiadavky, pre pochopenie Diracovho operátora bolo potrebné
zoznámit’ sa s teóriou konexíı a Cliffordovych algebier a Diracov-Kählerov operátor
si vyžiadal d’aľsie štúdium algebraických štruktúr. Z hl’adiska osobného pŕınosu mi
táto práca dala mnoho znalost́ı, ktoré môžem v budúcnosti uplatnit’.

V hlavnej časti práce sme ukázali explicitný tvar rozkladu Diracovho operátora
v pŕıpade integrovt’el’nej horizontálnej distribúcie, ktorý sme ilustrovali na konkrét-
nom pŕıklade. Zároveň sa nám podarilo dobre interpretovat’ všetky časti rozkladu.
Tieto súvisia s pohybom v čase, zrýchleńım pozorovatel’a, jeho rotáciou, expanziou
objemu (úzko súvisiacou s vonkaǰsou krivost’ou horizontálnych nadplôch) a nakoniec
horizontálnym Diracovym operátorom, ktorý si sme ďalej interpretovali v závislosti
od parity dimenzie uvažovaného priestoru. Pre nepárnorozmernú varietu je hor-
izontálny Diracov operátor obyčajným Diracovym operátorom na podvariete, ak
je však varieta párnorozmerná pôsob́ı na dvojicu spinorových poĺı na horizontálnej
nadploche.

V pŕıpade neintegrovatel’néj horizontálnej distribúcie je tento problém zložiteǰśı.
Predchádzajúce výpočty ma viedli k záveru, že v tomto pŕıpade nie je možné ani
správne identifikovat’ horizontálnu Levi-Civitovu konexiu. Ako však ukázal výpočet
počas spisovania pŕıkladu 2.5.2, táto cesta nie je úplne beznádejná. Vzhl’adom
na neskoré odhalenie tejto cesty tento pŕıpad ešte nie je dôkladne preskúmaný
a vyžaduje si d’aľsie skúmanie.

Posledná čast’ sa venuje rozkladu Diracovho-Kählerovho operátora, ktorý je ekvi-
valentom Diracovho operátora pri alternat́ıvnom popise spinorových poĺı čisto v reči
diferenciálnej geometrie na pôvodnej variete bez hlavných G-fibrácíı. Pri porov-
nańı rozkladov Diracovho a Diracovho-Kählerovho operátora sa ukazuje, že sa śıce
prirodzene skladajú z čast́ı podobných významom, ale hlbš́ı súvis medzi týmito
rozkladmi sa nám nepodarilo objavit’.
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Dodatky

Všetky výpočty použ́ıvajúce ortonormálne repérne pole e0, e1, . . . , en−1 a pŕısluš-
né korepérne pole e0, e1, . . . , en−1 sú spravené pre e0 = V (e0 = Ṽ ), čo ul’ahčuje
prácu s horizontálnymi formami, napr. e1, . . . , en−1 je báza horizontálnych 1-foriem.
Pre ujasnenie ešte dodajme, že vo Ṽ = g00g(V, ·) vynechávame g00 = 1, čo niekedy
môže viest’ ku zmeteniu čitatel’a.

A. Interpretácia â a ŷ v (1.2.1)..

1-forma zrýchlenia â.
Spoč́ıtajme

â = iV dṼ = (iV d + diV )Ṽ = LV Ṽ = LV (g(V, ·)) =

= (LV g)(V, ·) + g(LV V, ·) = (LV g)(V, ·)
V l’ubovol’ných súradniciach však pre LC-konexiu máme

(LV g)ij = Vi;j + Vj;i

a potom

((LV g)(V, .))i = V jVi;j + V jVj;i = (∇V Ṽ )i + d
1
2
g(V, V ) = (∇V Ṽ )i ,

takže
â = ∇V Ṽ = ∇V (g(V, ·)) = (∇V g)(V, ·) + g(∇V V, ·) = g(a, ·) , (A.1)

kde a = ∇V V je pole zrýchleńı pol’a V .

2-forma ŷ.
Podl’a Frobeniovej vety je horizontálna distribúcia integrovatel’ná práve vtedy,

ked’ ŷ = 0. podmienku ŷ �= 0 možno preformulovat’ aj ako nemožnost’ synchronizácie
hod́ın pozorovatel’ov, vid’. [1].

B. Výpočet d̂d̂r̂.
Plat́ı

dr̂ = Ṽ ∧ LV r̂ + d̂r .

Potom

d̂d̂r̂ = hor d(dr̂ − Ṽ ∧ LV r̂) = hor(−dṼ ∧ LV r̂ + Ṽ ∧ dr̂) = −hor dṼ ∧ horLV r̂

a pomocou hor dṼ = ŷ a

horLV r̂ = (1 − jV iV )LV r̂ = LV r̂ − jV iV (iV d + diV )r̂ = LV r̂

dostávame
d̂d̂r̂ = −ŷ ∧ LV r̂ . (B.1)

I ked’ operátor d̂ nie je nilpotentný, pre každú horizontálnu oblast’D (t.j. dotykové
vektory k D sú horizontálne) očakávame platnost’ Stokesovej vety a kvôli ∂∂D = 0
muśı platit’ ∫

D
d̂d̂r̂ =

∫
∂∂D

r̂ = 0 .

To je skutočne splnené, lebo pre horizontálnu oblast’ D je podl’a Frobeniovej vety
pre ohraničujúcu 1-formu Ṽ (jednu z n − dimD) plat́ı dṼ |D = 0, t.j. ŷ|CalD = 0
(vid’. [1]).
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C. Rôzne vyjadrenia ωjk(V ) a V · K.
Pre ωij(V ) dostaneme použit́ım nulovej torzie (∇UW = ∇W U + [U, V ]) rôzne

vyjadrenia

ωij(V ) = g(∇V ej , ei) = g(∇ej
V + [V, ej ], ei) = g([V, ej ], ei) − g(V,∇ej

ei) =

= g([V, ej ], ei) − V · K(ej , ei) ,

ωij(V ) = g(∇V ej , ei) = −g(ej ,∇V ei) = · · · = −g([V, ei], ej) + V · K(ei, ej) ,

teda
ωij(V ) =

1
2
(g([V, ej ], ei) − g([V, ei], ej)) = g([V, e[j ], ei]) . (C.1)

Zároveň dostávame užitočné vyjadrenie

V · K(ei, ej) =
1
2
(g([V, ei], ej) + g([V, ej ], ei)) = g([V, e(i], ej)) . (C.2)

Ďaľsie vyjadrenie pre V · K dostávame výpočtom (LV g)(U,W ) pre horizontálne
vektory U a W . V l’ubovol’ných súradniciach

(LV g)(U, V ) = (Vμ;ν + Vν,μ)UμW ν = (∇W Ṽ )(U) + (∇U Ṽ )(W ) =

= −Ṽ (∇W U) − Ṽ (∇UW ) = −2V · K(U,W ) . (C.3)

D. Horizontálne γ-matice {γ̂a}.
Pre overenie (2.4.18) spoč́ıtajme

{[V • γ, γa], [V • γ, γb]} = VcVd{[γc, γa], [γd, γb]} = VcVd(γcγaγdγb − γaγcγdγb−
−γcγaγbγd + γaγcγbγd + γdγbγcγa − γdγbγaγc − γbγdγcγa + γbγdγaγc) .

Po prekomutovańı γc ku γd, aby sme použit́ım symetrie VcVd v indexoch c a d mohli
miesto γcγd ṕısat’ gcd, dostaneme

VcVd(−4gcd(γaγb + γbγa) + 4gbc(γaγd + γdγa)) = −8gab(VcVdg
cd) + 8Vdg

daVcg
cb .

Ked’̌ze XaYbg
ab = g(X,Y ), po kontrakćı s horizontálnymi vektormi U a W druhý

člen vypadne (g(V,U) = 0) a z prvého dostaneme

{[V • γ, U • γ], [V • γ,W • γ]} = −8g(U,W )

a po pridańı faktorov − i
2 dostaneme (2.4.18).

Na overenie ω̂abγ
aγb = ω̂abγ̂

aγ̂b, t.j.

ω̂ab[γa, γb] = ω̂ab[γ̂a, γ̂b] (D.1)

použijeme, že

ω̂ab = g(∇V hor e′b,hor e′a) = g(hor∇V hor e′b, e
′
a) = (hor∇V hor e′b)a

sú komponenty horizontálneho vektora hor∇V hor e′b, č́ım kontrakciou s Vcg
ca dos-

taneme nulu. Máme teda Vcg
caω̂ab = 0 a vd’aka antisymetrii ω̂ab a indexoch a a b

aj Vcg
cbω̂ab = 0. Upravme teda

[γ̂a, γ̂b] = −1
4
VcVd[[γc, γa], [γd, γb]] = −4VcVd[Jca, Jdb] =

= −4VcVd(gcdJba + gadJcb + gcbJad + gabJdc) .

Vd’aka antisymetŕı v a a b je prvý člen rovný 4Jab = [γa, γb], čo sme chceli dostat’.
Druhý, resp. tret́ı, člen po sč́ıtańı s ω̂ab obsahuje Vdg

daω̂ab = 0, resp. Vcg
cbω̂ab = 0.

Posledný člen triviálne vypadáva kvôli symetrii VcVd a antisymetrii Jcd v indexoch
c a d. Tým je dôkaz (D.1) ukončený.
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E. Koeficient expanzie objemu θ.
Definujme tzv. koeficient expanzie objemu θ vzt’ahom (vid’. [1])

θ ∗ 1 := V μ
;μ = ∇ · V = divV . (E.1)

Potom máme

θ ∗ 1 = (divV ) ∗ 1 = LV ∗ 1 = LV (Ṽ ∧ ∗̂1)
(1.3.1)

= Ṽ ∧ LV ∗̂1 ,

čiže
LV ∗̂1 = θ∗̂1 .

Pri ŷ = 0 však môžeme nahliadnut’ vzt’ah medzi θ a vonkaǰsou krivost’ou K. Plat́ı

LV ∗̂1 = LV (e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en−1) =

= (LV e1)∧ e2 ∧ · · ·∧ en−1 + e1 ∧ (LV e2)∧ · · ·∧ en−1 + · · ·+ e1 ∧ e2 ∧ · · ·∧ (LV en−1) .

V prvom súčine sa prejav́ı z LV e1 iba zložka e1(i1LV e1) a podobne, môžeme teda
naṕısat’

LV ∗̂1 = (i1LV e1 + i2LV e2 + · · · + in−1LV en−1)∗̂1 = (iiLV ei)∗̂1

a následne

θ = iiLV ei = iiLV (gijg(ej , ·)) = gijii(LV g)(ej , ·) + gijiig(LV ej , ·) =

= gij(LV g)(ej , ei) + gijg([V, ej ], ei) = −Tr(V · K) , (E.2)

kde sme použili (C.3) a (C.2) so symetriou gij .

F. Výpočet L̃V = ∗̂−1LV ∗̂ pri ŷ = 0.
Výpočet stač́ı spravit’ na bázových prvkoch ei′∧ej′∧· · ·∧ek′

, o zvyšok sa postará
linearita operátora L̃V . Pre začiatok spoč́ıtajme

LV ∗̂ei′ ∧ ej′ ∧ · · · ∧ ek′
= LV gii′gjj′

. . . gkk′
ik . . . ijii∗̂1 = gii′gjj′

. . . gkk′×

×(iLV ek
. . . ijii∗̂1 + · · · + ik . . . iLV ej

ii∗̂1 + ik . . . ijiLV ei
∗̂1 + ik . . . ijiiLV ∗̂1) .

Posledný člen už poznáme, vo výsledku pre L̃V sa prejav́ı ako θ. Ďalej máme

LV ei = ea(LV ek)ea = gabg(eb,LV ei)ea

a potom
iLV ei

= gabg(eb,LV ei)ia

a pretože i0 sa v našom výpočte neprejav́ı, môžeme sa obmedzit’ na sč́ıtanie od 1
do n − 1 (miesto a a b ṕı̌seme l a m) a dostaneme

∗̂−1gii′gjj′
. . . gkk′

ik . . . ijiLV ei
∗̂1 = ∗̂−1gii′gjj′

. . . gkk′
ik . . . ijg

lmg(em,LV ei)il∗̂1 =
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= gii′g(em,LV ei)∗̂−1glmgjj′
. . . gkk′

ik . . . ijil∗̂1 = gii′g(em,LV ei)em∧ej′ ∧· · ·∧ek′
.

Z (1.3.1) vieme, že pre priestorovú 1-formu r̂ je LV r̂ tiež priestorová 1-forma.
Použit́ım emim ako identity v Λ̂1(M) potom máme

LV ei′ = emimgii′LV (g(ei, ·)) = gii′(LV g)(ei, em)em + gii′g(LV ei, em)em .

Po porovnańı s predchádzajúcim výrazom dostávame

L̃V ei′∧ej′∧· · ·∧ek′
= (LV +θ)ei′∧ej′∧· · ·∧ek′−(gii′(LV g)(ei, em)em∧ej′∧· · ·∧ek′

+

+gij′
(LV g)(ei, em)ei′ ∧ em ∧ · · · ∧ ek′

+ · · ·+ gik′
(LV g)(ei, em)ei′ ∧ ej′ ∧ · · · ∧ em) =

= (LV + θ − (LV g)(el, em)em ∧ il)ei′ ∧ ej′ ∧ · · · ∧ ek′
,

t.j., po zohl’adneńı (C.3) a (E.2),

L̃V = LV − Tr(V · K) + 2V · K(ei, ej)ji ∧ ij . (F.1)
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