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Za£ína sa laickým úvodom do problematiky symetrií. �alej sa £itate© zoznámi
so základnými pojmami z diferenciálnej geometrie (vektorovými po©ami a ich
tokmi), ktoré sú potrebné pri ²túdiu symetrií diferenciálnych rovníc. Na intuitív-
nej úrovni sa objas¬uje pojem symetrie diferenciálnej rovnice. Na jednoduchých
príkladoch sa postupne vysvet©uje, ako sa symetrie h©adajú a ukazuje sa, ako
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Predhovor

Táto bakalárska práca sa venuje symetriám diferenciálnych rovníc a jednou
z mnohých aplikácii symetrií - h©adaniu nových rie²ení rovnice zo známych rie-
²ení pouºitím nájdených symetrií.

Práca sa snaºí sprístupni´ tému napriek jej náro£nosti £o naj²ir²ej £itate©skej
obci. Je písaná s úmyslom, aby sa £o najvac jej £itate©ov do£ítalo £o naj¤alej
a aby tí, £o sa dostanú aº nakoniec, mohli zobra´ pero a papier a nájs´ si
pomocou postupu, ktorému porozumejú v práci, symetrie nejakej zaujímavej
diferenciálnej rovnice.

Ide predov²etkým o intuitívne pochopenie problematiky a tomu je prispôso-
bená aj miera rigoróznosti práce a mnoºstvo obrázkov (je ich aº 28). Nebude sa
rozvádza´ v²eobecná teória a nebudú sa dokazova´ ºiadne vety. Pre matematic-
kých nad²encov sú v kapitole 5 uvedené formulácie dvoch viet, ktoré sa v práci
pouºívajú. Autor túto kapitolu napísal, aby sa mal kde pozrie´ na presné znenie
viet (v preh©adnej²ej verzii neº na²iel v literatúre), keby bolo treba. Nenad²enci
môºu túto £as´ pokojne presko£i´.

Hlavným cie©om práce je na jednoduchých príkladoch ukáza´, ako sa to celé
robí. Nájdu sa symetrie niektorých diferenciálnych rovníc známych z predná²ok
z fyziky (napríklad vo©ný pád, rovnica vedenia tepla) a predvedie sa, ako sa
pomocou symetrií vyrábajú nové rie²enia zo známych rie²ení.

Práca nepredpokladá znalos´ diferenciálnej geometrie. V kapitole 2 sa zavedie
nieko©ko potrebných pojmov z tejto oblasti, nepôjde v²ak o ni£ zloºité. V texte
sa vyskytnú pojmy Lieova grupa a Lieova algebra. Ak £itate© o nich ve©a nevie,
nemusí zúfa´. Aparát Lieových grúp nie je nevyhnutný k tomu, aby sme sa
nau£ili h©ada´ symetrie. Úplne sta£í po£u´, ºe za tým, £o budeme robi´, sú
nejaké Lieove grupy.
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Kapitola 1

Úvod - £o sú to symetrie

1.1 De�nícia symetrie
Slovo symetria ©udia pouºívajú

zvä£²a v dvoch významoch.
Prvý nie je presne de�novaný

a znamená nie£o sebepodobné, har-
monické a vyrovnané. Ak hovoríme,
ºe strom je symetrický, myslíme tým,
ºe jedna jeho £as´ sa nejak podobá na
druhú. Je zaujímavé zamyslie´ sa nad
tým, kde sa v nás berie zmysel pre symetriu a pre£o £lovek preºíva iné pocity
pri poh©ade na symetrický objekt neº na asymetrický. Ke¤ sa pozrieme okolo
seba, v²imneme si, ºe príroda rada vytvára veci, ktoré sú symetrické. Kry²tály,
stromy, kvety, ©udské telo, ale aj ve©ké objekty, ako planéty, hviezdy a galaxie
vykazujú istý stupe¬ symetrie.

My sa ale budeme zaobera´ symetriou z iného poh©adu. Ten je exaktnej²í
a dá sa presne matematicky formulova´.

Ako symetriu de�nova´? Jedna moºná de�nícia1 hovorí: Objekt je symet-
rický, ke¤ na ¬om môºeme spravi´ nejakú operáciu, po ktorej bude rovnaký ako
predtým. Inak povedané, predmet je invariantný vzh©adom na operáciu symetrie.
Napríklad váza je invariantná vzh©adom na operáciu rotácie. Ke¤ ju oto£íme
okolo zvislej osi, vyzerá rovnako.2

Na symetrie sa dá pozera´ aj z druhej strany. Ke¤ vyrábame nejaký symet-
rický predmet, nemusíme ho v istom zmysle prácne vyrába´ celý. Napríklad ke¤
kreslíme strom, netreba ho kresli´ celý. Sta£í si dobre namo£i´ ²tetec, nakresli´
polovicu stromu na ©avú stranu papiera, preloºi´ papier a na pravú polovicu
odtla£i´ nakreslenú £as´ a strom máme hotový (Obr. 1.1). Na nakeslenie ²tvor-
lístka sta£í nakresli´ len jeden lupienok (skúsení maliari kreslia dokonca len pol
lupienka) a ostatné dosta´ prekladaním papiera. �peciálne na nakreslenie kolesa
sta£í spravi´ malú £iarku, preklada´ papier stredom budúceho kolesa a odtlá£a´
£iarku dookola (nekone£ne ve©akrát). Cítime, ºe symetria kolesa je vo svojej

1Feynmanova interpretácia Weylovej de�nície symetrie. Pozri [2] kapitola 11.
2Pekne de�noval symetriu aj Joseph Rosen: Symetria je imunita vo£i moºnej zmene. Po-

zri [5].
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Obr. 1.1: Ako kresli´ symetrické obrázky.

podstate iná neº symetria stromu. Strom je zrkladlovo symetrický, to je druh
diskrétnej symetrie. Koleso je rota£ne symetrické3 a hovoríme o spojitej symet-
rii. (Spojitými symetriami sa bude zaobera´ aj táto práca.) �ím je obrázok
symetrickej²í, tým menej z neho sta£í nakresli´ a zvy²ok dorobi´ pouºitím sy-
metrií. So symetriami diferenciálnych rovníc je to rovnako. �ím viac symetrií
rovnica má, tým menej rie²ení sta£í pozna´ na to, aby sme pomocou symetrií
vyrobili v²etky ostatné rie²enia.

1.2 Symetrie fyzikálnych zákonov
V duchu de�nície symetrie z predchádzajúceho £lánku budeme hovori´ o sy-

metriách fyzikálnych zákonov.
Zoberme si napríklad známy fyzikálny jav - spadnutie chleba z ruky na zem.

Fyzikálne ide o vo©ný pád (odpor vzduchu neuvaºujeme). Asi kaºdému niekedy
vypadol z ruky chlieb a (pod©a v²etkých historických záznamov) vºdy spadol
na zem.4 Keby sme merali, ako dlho padal,5 namerali by sme vºdy rovnaký £as
(za predpokladu rovnakých po£iato£ných podmienok). Rovnako by dopadli aj
¤al²ie merania. Fyzikálne javy fungujú rovnako nezávisle na tom, kedy sa za£ali.
Táto symetria sa nazýva translácia v £ase.

�al²ia symetria je translácia v priestore. Chlieb padá na zem rovnako v ku-
chyni aj v obýva£ke. Je nutné doda´, ºe aby v²etko fungovalo rovnako (aj pri
translácii v £ase), treba zabezpe£i´ nielen rovnaké po£iato£né podmienky (vý²ku,
nulovú po£iato£nú rýchlos´), ale musíme dba´ na to, aby vo©nému pádu neza-
vadzala stoli£ka a aby v²etko, £o môºe ma´ vplyv na ná² experiment, bolo na
rovnakých miestach.

Spome¬me e²te Galileiho (resp. Lorentzovu) transformáciu, £o je pohyb po
priamke kon²tantnou rýchlos´ou. Vo©ný pád funguje rovnako v kuchyni aj v idú-
com vlaku. Na to sme si uº zvykli, ale je pozoruhodné, ºe fyzikálne zákony majú
takúto symetriu.

Fyzikálny zákon popisujúci nejaký jav povaºujeme za symetrický vzh©adom
na nejakú operáciu, ak po tejto operácii bude jav vyzera´ úplne rovnako a vý-

3Túto symetriu ²ikovne vyuºívajú sústruºníci a hrn£iari. Sústruºník chce vyrobi´ rota£ne
symetrický svietnik. Preto nevyrezáva celý svietnik ru£ne, ale pouºije sústruh, na ktorom
rozto£í kus dreva a reguluje len vzdialenos´ noºa od stredu otá£ania. Sta£í mu �nakresli´� len
pro�l svietniku. (Podobne postupuje hrn£iar pri výrobe vázy.)

4Samozrejme, pod©a Murphyho zákona, vºdy omastenou stranou dole.
5Treba by´ pripravený a v druhej ruke vºdy nosi´ stopky a pohotovo ich spusti´, ke¤ chlieb

vypadne.
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sledky v²etkých na²ich meraní budú zhodné. Symetrie fyzikálnych zákonov majú
fundamentálny a ove©a hlb²í význam neº symetrie predmetov.6

1.3 Symetrie diferenciálnych rovníc
Na£rtli sme, ºe pojem symetrie sa dá z predmetov zov²eobecni´ na abs-

traktné veci. Toto zov²eobecnenie hovorí, ºe akýko©vek objekt (napríklad aj
matematický) je symetrický, ak na ¬om vykonáme nejakú (matematickú) ope-
ráciu a bude vyzera´ úplne rovnako ako predtým. Fyzikálne zákony majú isté
symetrie a tým pádom aj (diferenciálne) rovnice, ktoré matematicky vyjadrujú
fyzikálne zákony, majú zodpovedajúce symetrie.

Na de�níciu symetrií diferenciálnych rovníc budeme potrebova´ nieko©ko
pojmov z diferenciálnej geometrie, o ktorých si nie£o povieme v nasledujúcej
kapitole. V kapitole 3 sa k de�nícii symetrie diferenciálnej rovnice vrátime.

6Zo symetrií fyzikálnych zákonov dokonca vyplývajú niektoré symetrie predmetov. Naprí-
klad hviezdy sú sféricky symetrické kvôli tomu, ºe gravita£ný zákon má takúto symetriu.
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Kapitola 2

Vektorové polia

2.1 Úvod
Vektorové polia sú k©ú£ovým objektom pre h©adanie symetrií diferenciál-

nych rovníc. Pod pojmom vektor si predstavujeme ²ípku, ktorá má nejaký smer
a d¨ºku. Vektory (v dvoch rozmeroch) zvykneme zapisova´ v tvare

~v = (a, b) = a ~ex + b ~ey

Kde £ísla a, b nazývame zloºky vektora a vektory ~ex, ~ey sú prvky bázy (2-rozmer-
ného) vektorového priestoru.

Vektorové pole poznáme ako predpis, ktorý nám v kaºdom bode priestoru
zadáva vektor. Matematicky to vyzerá

~V (~r) = A(x, y) ~ex + B(x, y)~ey (2.1)

kde ~r ≡ (x, y) je miesto, v ktorom nám predpis zadáva vektor. Funkcie A(x, y),
B(x, y) nazývame zloºky alebo komponenty vektorového po©a a vektorovým po-
liam ~ex, ~ey sa hovorí báza vektorových polí.

Pre potreby tejto bakalárskej práce, ale aj pre mnoho iných zaujímavých
vecí, je potrebné tieto predstavy preformulova´ a upresni´. Niekedy hovoríme
o vektoroch a vektorových poliach nielen v rovine a trojrozmernom priestore,
ale aj na nie£om v²eobecnej²om (napr. na krivých plochách). Pod nie£ím v²e-
obecnej²ím máme na mysli varietu.

Varieta je pojem z diferenciálnej geometrie. Je to matematický priestor,
ktorý sa v dostato£ne malom okolí kaºdého bodu podobá na euklidovský pries-
tor (Rn) nejakého rozmeru. Tento rozmer sa volá rozmer variety. Napríklad
priamka a kruºnica sú jednorozmerné variety. Rovina, povrch gule a plávacieho
kolesa (torus) sú dvojrozmerné variety.1 Celková ²truktúra variety môºe by´
v²ak zloºitej²ia. Varieta je v²etko, na £om sa v okolí kaºdého bodu dajú zavies´
lokálne súradnice.

Vektor v bode P leºiacom na variete M je prvok (dotykového) vektorového
priestoru (TP M), ktorý je spojený s bodom P . Vektor teda ºije len v bode P

1Na²a Zem je dobrým príkladom na objasnenie pojmu variety. Kedysi sme si mysleli, ºe
Zem je doska (lokálne vyzerá ako R2) a aº neskôr sme zistili, ºe ºijeme na povrchu gule, £o je
zloºitej²ia dvojrozmerná varieta.
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a ²ípka, ktorou ho znázor¬ujeme, nemá ni£ s ostatnými bodmi, cez ktoré ju kres-
líme. S kaºdým bodom variety je spojený jeden vektorový priestor a vektorové
pole na variete je predpis, ktorý v kaºdom bode vyberá z príslu²ného priestoru
jeden vektor.

2.2 Vektorové pole ako diferenciálny operátor
V tejto práci budeme pouºíva´ pre vektorové polia formalizmus, v ktorom

pole (2.1) bude ma´ tvar

V = A(x, y)
∂

∂x
+ B(x, y)

∂

∂y

¶

¶ x

¶

¶ y

x

y

Obr. 2.1: Jednotkové vek-
tory ∂x, ∂y.

Zmenilo sa iba to, ºe namiesto ozna£enia ~ex, ~ey pí²eme
parciálne derivácie ∂

∂x , ∂
∂y . Pre parciálne derivácie bu-

deme v celej práci pouºíva´ skrátené ozna£enia

∂

∂x
≡ ∂x

∂

∂y
≡ ∂y alebo ∂

∂xi
≡ ∂i

Vektorové pole je v novom formalizme diferenciálny
operátor 1. rádu s nekon²tantnými koe�cientami.
Keby nás s ním zavreli do prázdnej miestnosti, po
pár hodinách nudy nás zrejme napadne pusti´ ho na
nejakú funkciu f(x, y).

Zoberme vektorové pole (Obr. 2.2)

V = ∂x

(teda A = 1, B = 0). Po aplikovaní na funkciu f(x, y) dostaneme

V f = 1
∂f

∂x
+ 0

∂f

∂y
= lim

ε→0

f(x + ε, y)− f(x, y)
ε

£o je derivácia f v smere súradnicovej osi x. Hovorí o tom, ako sa zmení f , ke¤
urobíme in�nitezimálny (mali£ký) krok v smere súradnice x. V²imnime si, ºe
v starom zápise tohoto po©a: V = ~ex, majú ²ípky rovnaký smer ako derivácia
v novom formalizme. Podobne to funguje pre pole V = ∂y. Operátory ∂x, ∂y teda
majú zmysel nejakých smerov, podobne ako mali v starom formalizme ²ípky.

¶ x

x

y

Obr. 2.2: Vektorové pole
V = ∂x.

Ak aplikujeme v²eobecné pole

V = A(x, y)∂x + B(x, y)∂y

na f , dostaneme v kaºdom pevnom (x, y) deriváciu f
v smere (A(x, y), B(x, y)),2 ktorá hovorí o tom, ako
sa mení f v bode (x, y), ke¤ spravíme mali£ký krok
v smere (A(x, y), B(x, y)).

Schopnos´ vektorového po©a sledova´ malé zmeny
nejakej funkcie sa vyuºije pri h©adaní symetrií rovníc.
Je vidie´, ºe medzi �starými� ²ípkami a �novými� de-
riváciami v smere je nejaký súvis. V skuto£nosti sú

2Presnej²ie deriváciu v smere vynásobenú
√

A2 + B2.
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tieto formulácie ekvivalentné. Úplne poctivou de�níciou vektorov a vektorových
polí sa tu zaobera´ nebudeme.3

V²eobecne v n rozmeroch budeme ma´ pole4

V = V i(x)
∂

∂xi
i = 1, . . . , n (2.2)

kde x ≡ (x1, . . . , xn).

2.3 Transformácia komponentov vektorového
po©a pri zámene súradníc

V práci budeme potrebova´ zapísa´ vektorové pole vo viacerých súradni-
ciach. Bázové vektory v polárnych súradniciach (Obr. 2.3) zavádzame tak, ºe ∂r

smeruje radiálne a ∂ϕ má smer narastania súradnice ϕ.

¶ r¶ j

r

j
x

y

Obr. 2.3: Bázové vektory
v polárnych súradniciach.

Mohlo by nás napadnú´ kresli´ ∂ϕ ako zatá£ajúcu
²ípku idúcu stále po jednej kruºnici so stredom v po-
£iatku. �ípky v²ak stále kreslíme rovné. Nie je dôvod
ich kresli´ zato£ené. Ako sme uviedli v závere odseku
2.1, vektor je spojený len s bodom, v ktorom ho po-
uºívame (v ¬om kreslíme za£iatok ²ípky). Podobne
na sfére, ak máme v nejakom bode sféry vektor, teda
rovnú ²ípku, netreba sa znepokojova´, ºe uº kúsok od
za£iatku je ²ípka �nad sférou�. Vektor je £isto bodová
záleºitos´ a ²ípky sú len pomocný nástroj pre na²u
predstavivos´.

Majme v polárnych súradniciach vektorové pole

V = ∂ϕ ≡ 0∂r + 1∂ϕ (2.3)

Je to pole, ktoré má v²ade smer ϕ, a teda sa to£í okolo po£iatku (Obr. 2.4).
Chceli by sme vedie´, aký bude zápis po©a v kartézskych súradniciach. Robíme

x

y

Obr. 2.4: Vektorové pole ∂ϕ.
3�itate© o tom viac nájde v knihe [1] v kapitole 2.
4V zápise (2.2) a v celej práci pouºívame Einsteinovu suma£nú konvenciu. Tu s£ítavame

cez opakujúci sa index i.
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zámenu súradníc

x = r cos ϕ

y = r sin ϕ

Vektorové pole v novom formalizme je diferenciálny operátor. Predstavme si, ºe
pole (2.3) pôsobí na funkciu

f(x, y) = f(x(r, ϕ), y(r, ϕ))

Pôsobenie vyzerá

∂ϕf =
∂f

∂x

∂x

∂ϕ
+

∂f

∂y

∂y

∂ϕ
= (−y∂x + x∂y)f

Pole (2.3) má teda v kartézskych súradniciach podobu

V = −y∂x + x∂y

Derivova´ pod©a ϕ je to isté, ako derivova´ pod©a x a y takýmto spôsobom.5
Vo v²eobecnosti sa komponenty vektorových polí transformujú nasledovne.

Máme vektorové pole

V = V i(x)∂i i = 1, . . . , n

x ≡ (x1, . . . , xn)

a to isté pole v iných súradniciach

V = V ′i(x′)∂′i i = 1, . . . , n

x′ ≡ (x′1, . . . , x′n)

Ak máme zámenu súradníc x 7→ x′(x) (to je n vzorcov), potom vz´ah medzi
komponentami po©a v £iarkovaných a ne£iarkovaných súradniciach dostaneme
jednoducho. Je to to isté pole, takºe

V i(x)∂i
!= V ′i(x′)∂′i

Prepí²eme derivácie, podobne ako v príklade s po©m ∂ϕ.

∂if =
∂f

∂xi
=

∂f

∂x′j
∂x′j

∂xi
=

(
∂x′j

∂xi

∂

∂x′j

)
f

Potom vychádza

V i(x)
∂x′j

∂xi
∂′j = V ′i(x′)∂′i

Po premenovaní indexov na ©avej strane (i ↔ j) získavame na prepis kompo-
nentov univerzálny vzorec

V ′i(x′) = J i
j(x)V j(x) J i

j(x) =
∂x′i

∂xj
(2.4)

pri£om pravú stranu, samozrejme, treba vyjadri´ v nových súradniciach x′.
5V²imnime si, ºe £ím sme ¤alej od po£iatku, tým vä£²ia je d¨ºka vektorov. Ale v zápise

po©a v polárnych súradniciach stojí pred ∂ϕ koe�cient 1. Z toho vyplýva, ºe d¨ºka bázového
vektora ∂ϕ nie je v²ade rovnaká. Na na²ej úrovni úplne sta£í intuitívne vedie´, ako smer
²ípok v starom formalizme súvisí s diferenciálnym operátorom (smerovou deriváciou) v novom
formalizme a ºe s d¨ºkami je to komplikovanej²ie.
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2.4 Integrálne krivky a tok vektorového po©a
2.4.1 Integrálne krivky vektorového po©a

Ke¤ £lovek bezradne sedí v bode P variety M , mal by sa (skôr neº upadne do
depresie) rozhliadnu´, £i náhodou v bode P nezbadá nejaký vektor.6
Ak má to ²´astie, ºe na variete je dané vektorové pole
V , nie je dôvod smúti´. �lovek sa môºe rýchlo poba-
li´ a vykro£i´ v smere vektora VP (ur£eného po©om
V ) a rýchlos´ou, ktorú mu predpisuje d¨ºka vektora.
Príde do in�nitezimálne blízkeho bodu a nájde v ¬om
¤al²í vektor. Pou£ený predchádzajúcou skúsenos´ou,
neotá©a a krá£a ¤alej v smere vektora. Takto môºe ís´
stále ¤alej. Vznikne cesti£ka, ktorá má v kaºdom bode
smer príslu²ného vektora. Takáto cesti£ka sa volá in-
tegrálna krivka vektorového po©a a budeme ju ozna-
£ova´ γ(t).

Ak máme zadané vektorové pole V = V i(x)∂i, integrálne krivky sa nájdu
vyrie²ením rovníc

ẋi = V i(x) i = 1, . . . , n (2.5)
Sú to oby£ajné diferenciálne rovnice 1. rádu a sú zre´azené.7 Rie²ením je

x(t) ≡ (x1(t), . . . , xn(t))

Sú to v²etky integrálne krivky (²tartujúce z rôznych bodov). Ak nás zaujíma len
tá na²a - ²tartujúca v £ase t = 0 v bode P , pouºijeme po£iato£nú podmienku

x(0) != P

Predvedieme si to na jednoduchom príklade. Máme v rovine vektorové pole

V = ∂ϕ ≡ 0∂r + 1∂ϕ (2.6)

Rovnice pre integrálne krivky sú

ṙ = 0
ϕ̇ = 1

Rie²enie je

r(t) = c1

ϕ(t) = t + c2

kde c1, c2 sú ©ubovo©né reálne kon²tanty. Takto sme dostali v²etky integrálne
krivky po©a (2.6). Sú to parametrizované kruºnice, ktorými je vyplnená celá
rovina (Obr. 2.5).

6Presnej²ie povedané, treba sa rozhliadnu´ v dotykovom vektorovom priestore TP M a po-
zrie´ sa, £i je v ¬om rozsvietený niektorý vektor. Pozri záver £asti 2.1.

7Pre£o rovnice pre integrálne krivky majú podobu (2.5), tu nebudeme presne zdôvod¬ova´.
Do h¨bky sa tomu porozumie po pre(po)£ítaní £astí 2.1 - 2.3 z knihy [1]. Idea je táká, ºe
derivácia hocijakej krivky ur£í k nej dotykový vektor v kaºdom bode, ktorým prechádza (©avá
strana v (2.5)). Ak má by´ táto krivka integrálna, musia by´ vektory ¬ou ur£eté (v kaºdom
bode) totoºné s tými, ktoré udáva pole (pravá strana v (2.5)).
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Obr. 2.5: Integrálne krivky vektorového po©a ∂ϕ.

Krivka ²tartujúca v bode (r0, ϕ0) má parametrické vyjadrenie

r(t) = r0

ϕ(t) = t + ϕ0 t ∈ (−∞,∞)

Krá£a´ po integrálnej krivke tu znamená to£i´ sa do nekone£na po kruºnici proti
smeru hodinových ru£i£iek.8

Integrálne krivky majú dôleºitú vlastnos´ - nikde sa nepretínajú. Vyplýva
to z toho, ºe ak sme na variete v bode P , pre£ z neho sa ide dopredu v smere
(jednozna£ne ur£eného) vektora VP alebo dozadu v smere −VP , a teda kaºdým
bodom variety ide jedna krivka.

2.4.2 Tok vektorového po©a
Vektorové pole V na variete M prirodzene rozvlák¬uje varietu na integrálne

krivky. Ak kaºdý bod P ∈ M posunieme o parametrickú vzdialenos´ t po integ-
rálnej krivke, na ktorej leºí, vznikne zobrazenie

Gt : M → M pobodovo P ≡ γ(t0) 7→ γ(t0 + t)

ktoré sa volá tok vektorového po©a.9 Je to vlastne jednoparametrická mnoºina
zobrazení (pre kaºdú hodnotu t máme jedno zobrazenie).

Hr 0,j 0L
G tHr 0, j 0L

t

j 0
x

yPre pole ∂ϕ v hlavných úlohách ú£inkujú

M ≡ R2 P ≡ (r0, ϕ0)
γ(t) : r(t) = r0

ϕ(t) = t + ϕ0

Tok Gt je to£ením roviny o uhol t.
Tok má dôleºitú skladaciu vlastnos´ vo£i para-

metru t (Obr. 2.6). Ke¤ sa posúvame o (paramet-
rickú) vzdialenos´ t + s, je to to isté, akoby sme sa
najprv posunuli o t a potom e²te o s (alebo opa£ne).

Gt+s = Gt ◦Gs = Gs ◦Gt (2.7)
8Rovnaký výsledok by sme dostali, aj keby sme pracovali v kartézskych súradniciach.
9Niekedy hovoríme aj tok generovaný vektorovým po©om.
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Obr. 2.6: Skladacia vlatnos´ toku.

Zobrazeniu Gt sa niekedy hovorí aj jednoparametrická grupa transformácií
variety. Grupa je to z toho dôvodu, ºe prvky mnoºiny zobrazení Gt sa dajú
�násobi´� spôsobom uvedeným v (2.7) a výsledok násobenia je prvkom tej istej
mnoºiny (splnené sú aj poºiadavky na grupové násobenie - asociatívnos´, jed-
notkový prvok (Gt=0) a inverzný prvok (G−t)). Jednoparametrická grupa preto,
lebo prvky v grupe sú parametrizované jedným parametrom t.

Vz´ah medzi vektorovým po©om V a jeho tokom Gt je vzájomne jednozna£ný.
Po©u V vieme priradi´ tok Gt a naopak tok Gt jednozna£ne ur£uje pole V .

x

y

x

y

Obr. 2.7: Medzi vektorovým po©om a jeho tokom je jednozna£ný súvis.

Táto jednozna£nos´ je k©ú£ová pre skúmanie symetrií diferenciálnych rovníc.
Symetrie diferenciálnej rovnice tvoria jednoparametrické grupy transformácií
nejakej variety, a teda nejaké toky. Namiesto toho, aby sme h©adali tok, nájdeme
najprv vektorové pole (tzv. lokálnu transformáciu), s ktorým sa pracuje ove©a
jednoduch²ie a aº nakoniec vypo£ítame jeho tok.



KAPITOLA 3. SYMETRIE DIFERENCIÁLNYCH ROVNÍC 18

Kapitola 3

Symetrie diferenciálnych
rovníc

3.1 Úvod
Ako de�nova´ symetriu diferenciálnej rovnice? Zhruba povedané, symetria

diferenciálnej rovnice je transformácia, ktorá transformuje rie²enia rovnice na
iné rie²enia. Transformácia pracuje na priestore nezávislých a závislých premen-
ných, ktoré v rovnici vystupujú. Geometricky transfrormácia funguje tak, ºe
zoberie graf nejakého rie²enia rovnice a transformuje ho na graf iného rie²enia.1

Predstavme si, ºe máme diferenciálnu rovnicu

f(x; y, y′) = 0 (3.1)

kde £iarka na y ozna£uje deriváciu pod©a x a f je nejaká funkcia troch premen-
ných. Rovnica (3.1) môºe ma´ napríklad tvar

y′ + y2 + y sin x = 0

V tejto chvíli nie je dôleºité, ako presne (3.1) vyzerá. �alej si predstavme, ºe
sme na²li nejaké rie²enie rovnice, funkciu y(x). Symetria rovnice je tu transfor-
mácia v rovine R2[x, y], ktorá transformuje na²e rie²enie (krivku v rovine) na
iné rie²enie (Obr. 3.1). Teda

y(x) 7→ ŷ(x̂)

V závere £asti 2.4.2 sme prezradili, ºe symetria je tokom Gt vhodného (a jed-
nozna£ne priradeného) vektorového po©a. V romto prípade

Gt : R2 → R2

Rie²enie y(x) sa bude transformova´ na ŷ(x̂) tak, ºe kaºdý bod grafu rie²e-
nia odte£ie po svojej integrálnej krivke (po tej, na ktorej leºí) o parametrickú
vzdialenos´ t, £o zapisujeme

(x, y(x)) 7→ (x̂, ŷ(x̂)) ≡ Gt(x, y(x))

Fungovanie symetrie je na£rtnuté na Obr. 3.1.
1Presnej²iu de�níciu symetrií uvedieme v £asti 5.3.
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Obr. 3.1: Uná²anie krivky y(x) tokom Gt. Krivky so ²ípkami sú integrálne krivky
prislúchajúce toku.

Pri viacerých premenných symetria funguje podobne. Je tokom vektorového
po©a v priestore v²etkých nezávislých a závislých premenných. Tento priestor
budeme ozna£ova´

X × U

kde X je priestor nezávislých premenných a U je priestor závislých premenných
(v predchádzajúcom príklade X = R[x] a U = R[y]). Ak niekto napí²e transfor-
máciu a tvrdí o nej, ºe je symetriou, jednoducho to overíme, ak ju aplikujeme na
nejaké známe rie²enie. Ak výsledok nie je rie²ením, transformácia nie je symet-
riou. Ak výsledok je rie²ením, transformácia je naozaj symetriou. V kapitole 4
si na jednoduchých príkladoch ukáºeme, ako sa symetrie h©adajú.

Dôleºité pozorovanie je, ºe symetrie tvoria grupu. Prvkami sú jednotlivé sy-
metrie a grupovým násobením je skladanie symetrií ako zobrazení. Ak Gt a Hs

sú (rôzne) symetrie rovnice, potom symetriou je aj ich kompozícia

Gt ◦Hs

Teda ak spravíme na rie²ení najprv jednu tranformáciu a potom druhú (posu-
nieme rie²enie o s po integrálnych krivkách prislúchajúcich Hs a potom e²te o t
po iných integrálnych krivkách prislúchajúcich Gt), dostaneme opä´ nejaké rie-
²enie rovnice. Ak Gt a Hs majú tie isté integrálne krivky, �grupovos´� vyplýva
z toho, ºe tok je jednoparametrickou grupou tranformácií.2

Grupa symetrií je spojitá grupa, ktorej prvky sú parametrizované spojitými
parametrami (t, s), teda prvky tvoria kontinuum (dajú sa osúradnicova´, nie
o£íslova´). Takáto grupa sa volá Lieova grupa. Typickým príkladom spojitej
symetrie je translácia v £ase, ktorá sa objaví vo v²etkých (fyzikálnych) rovniciach
diskutovaných v tejto práci (práve kvôli tomu, ºe fyzikálne zákony sú invariantné

2Pozri £as´ 2.4.2.
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vzh©adom na posunutia v £ase). Rovnice vo v²eobecnosti môºu ma´ aj diskrétne
symetrie (napr. zrkadlenie v priestore alebo £ase). Tie sa v²ak h©adajú inými
metódami a v tejto práci sa nimi nebudeme zaobera´.

3.2 Geometrický poh©ad na diferenciálne rovnice
Zo ²koly poznáme diferenciálnu rovnicu ako rovnicu, v ktorej je kopa v²eli-

jakých (oby£ajných alebo parciálnych) derivácií a funkcií. Napríklad

y sin(x6)
∂2z

∂x∂y
+ (x− 2y)

∂2z

∂y2

√
∂z

∂y
+ x2 ∂z

∂x
= 5xy3 + ey (3.2)

kde z = z(x, y). Pri poh©ade na takúto rovnicu je £loveku nevo©no e²te predtým,
ako sa ju pokúsi vyrie²i´. Napí²me nejakú ©ah²iu rovnicu.

y′ = y kde y = y(x) (3.3)

Tá vyzerá na poh©ad prítulnej²ie a rýchlo by sme ju automaticky vyrie²ili. Di-
ferenciálnu rovnicu vnímame ako úlohu, ktorá sa zadá (dúfame, ºe bude ©ahká)
a rozmý²©ame, ako ju rie²i´. V tejto £asti sa pokúsime tieto re�exy pribrzdi´
a ukáza´ diferenciálne rovnice z iného poh©adu.

Na£rtnutá hmlistá predstava o diferenciálnych rovniciach nie je pre potreby
tejto práce dobrá. Preto si povieme nie£o o diferenciálnych rovniciach ako geo-
metrických objektoch v istých jetových priestoroch.

Geometrický poh©ad si vysvetlíme na rovnici (3.3). Vystupuje v nej jedna ne-
závislá premenná x a jedna závislá premenná y. Rie²enia y(x) sú krivky v pries-
tore (rovine) R2[x, y] (Obr. 3.2). Priestor �pred¨ºime� o jednu dimenziu na

R3[x, y, v] v ≡ y′

Nová súradnica v bude derivácia y′. Takýto priestor sa volá jetový priestor alebo
priestor 1-jetov, budeme ho ozna£ova´ J1 (jednotka je za to, ºe najvy²²ia de-
rivácia je prvá). Rovnicu (3.3) upraceme tak, ºe v²etko dáme na ©avú stranu.
V ozna£ení y′ ≡ v máme

Φ(x, y, v) = v − y = 0

Na Φ budeme pozera´ ako na funkciu

Φ : J1 → R

V bodoch, kde je diferenciálna rovnica splnená, nadobúda Φ nulovú hodnotu.
Predpis Φ = 0 implicitne zadáva plochu M ⊂ J1 (resp. varietu M , ktorá je
podvarietou J1). Táto plocha reprezentuje diferenciálnu rovnicu. V na²om prí-
pade je rovnica (3.3) reprezentovaná rovinou v J1 (Obr. 3.3). Ak máme zadanú
funkciu

f : R→ R y = f(x)

potom sa v jetovom priestore indukuje funkcia

pr(1)f : R→ R2 (y, y′) = pr(1)f(x) ≡
(

f,
∂f

∂x

)
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Obr. 3.2: Rie²enia rovnice y′ = y.

Funkcia pr(1)f sa volá prvé pred¨ºenie fun-
kcie f . Teda ak máme nejakú krivku v ro-
vine, automaticky máme aj krivku v jetovom
priestore. Zoberme rie²enia rovnice (3.3), £o
sú funkcie (Obr. 3.2)

y(x) = y(0)ex

�ahko ich vieme nakresli´ v J1. Kreslíme to
isté, £o v rovine [x, y] a na os z vyná²ame
deriváciu, ktorá je y′(x) = y(0)ex.
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Obr. 3.3: Diferenciálna rovnica (modrá plocha) a jej rie²enia (£ervené £iary) nakreslené
v J1.

Vidíme, ºe rie²enia leºia v rovine (danej predpisom Φ = 0) reprezentujúcej
diferenciálnu rovnicu (3.3).3

Vo v²eobcecnosti postupujeme podobne. Máme parciálnu diferenciálnu rov-
nicu n-tého rádu nezávislými premennými x1, . . . , xp pre u = u(x1, . . . , xp).
Upraceme ju na tvar

Φ
(

x1, . . . , xp, u;
∂u

∂x1
,

∂u

∂x2
, . . .

)
= 0

Najprv kon²truujeme ve©arozmerný jetový priestor Jn, v ktorom budú súrad-
nice nezávislé premenné, závislá premenná a v²etky moºné derivácie aº po n-té.
Priestor v²etkých derivácií po n-té budeme ozna£ova´ U (n). Potom

Jn ≡ X × U × U (n)

3Geometrický poh©ad by sa dal ukáza´ aj na menej sympatickej rovnici (3.2), iba by to
bolo menej názorné. Z tohoto poh©adu diferenciálna rovnica nie je ´aºká alebo ©ahká. Kaºdá
rovnica je nejaká (nad)plocha vo svojom jetovom priestore a o (nad)plochách nehovoríme, £i
sú ´aºké alebo ©ahké.
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Funkcia Φ je zobrazenie
Φ : Jn → R

Diferenciálna rovnica bude nadplocha M ⊂ Jn daná predpisom Φ = 0 a rie²enia
budú podmnoºinami M .4

Poznamenajme, ºe v²eobecný aparát dovo©uje h©ada´ symetrie systému dife-
renciálnych rovníc. Niektoré na²e formulácie sú pre jednoduchos´ napísané pre
jednu rovnicu a jednu závislú premennú. Ma²inéria sa v²ak dá zov²eobecni´
a v kapitole 5 si uvedieme v²eobecné vety, ktoré sa dajú pouºi´ aj na h©adanie
symetrií systému diferenciálnych rovníc.

3.3 �o na symetrie vymyslel Sophus Lie
V predchádzajúcej £asti sme si predstavili diferenciálne rovnice ako (nad)plo-

chy (resp. podvariety) v jetových priestoroch. Na tejto kon²trukcii teraz vybu-
dujeme intuitívnu predstavu o tom, ako fungujú symetrie diferenciálnych rovníc.

Symetria je taký tok v priestore X × U , ktorý transformuje rie²enia na iné
rie²enia. Podobne, ako sme �pred¨ºili� rie²enia z priestoru X×U do Jn, treba pre-
d¨ºi´ aj tok (pôsobenie jednoparametrickej grupy symetrií). Ako to treba spravi´,
je pomerne zloºité. Treba vedie´ dos´ ve©a z diferenciálnej geometrie a nebudeme
sa tomu venova´. Idea je v²ak rovnaká ako pri predlºovaní funkcie: vieme, ako
tok vyzerá na X×U , a tok v Jn uº je jednozna£ne ur£ený. Predstavme si, ºe sa
nám podarilo tok pred¨ºi´ do Jn. Ak je pôvodný tok v X×U symetriou, budú sa
aj pred¨ºené rie²enia transformova´ tokom v Jn na iné pred¨ºené rie²enia. Takto
to funguje na v²etkých rie²eniach, a teda na celej variete M , reprezentujúcej
diferenciálnu rovnicu. Z toho vyplýva, ºe tok z M ni£ nekradne a ani ni£ z toho,
£o bolo mimo M , do M nepríde. Tok pekne te£ie �pozd¨º� M . Inak povedané,
M je invariantná vo£i transformácii priestru Jn, ktorá je symetriou.

V²etky objekty sú symbolicky znázornené na Obr. 3.4, ktorý si treba pred-
stavi´ vºdy, ke¤ sa hovorí o symetriách diferenciálnych rovníc.5

Sophus Lie objavil, ºe namiesto toho, aby sa trápil s komplikovanou neline-
árnou ²truktúrou Lieovej grupy, oplatí sa mu ²tudova´ podstatne jednoduch²í
a lineárny objekt - Lieovu algebru priradenú Lieovej grupe. V jazyku Lieových
algebier sa zloºité nelineárne podmienky invariantnosti M vzh©adom na gru-
pové transformácie nahradia ekvivalentnými a ove©a jednoduch²ími lineárnymi
podmienkami in�nitezimálnej invariantnosti M vzh©adom na generátory grupy.

To bolo pre znalcov Lieových grúp a teraz to isté povieme pouºitím uº zave-
dených pojmov. Namiesto toho, aby sme sa trápili invariantnos´ou M vz©adom
na tok (pôsobenie Lieovej grupy), oplatí sa na vec pozrie´ z poh©adu vektoro-
vého po©a (generátora grupy - prvku Lieovej algebry) jednozna£ne priradeného
toku.6 Na tvar vektorového po©a bude jednoduché kritérium, ktoré hovorí, ºe
vektory vektorového po©a majú by´ v bodoch P ∈ M dotykové k M (Obr. 3.4).
Je to intuitívne jasné: dotykovos´ znamená, ºe vektory �nevyt¯£ajú� z M a ke¤
pôjdeme z bodu P in�nitezimálnymi krokmi v smere vektorov, integrálna krivka
nevyjde z M , a teda celkovo M bude invariantná vzh©adom na tok.

4Pozri Obr. 3.4.
5Kvôli preh©adnosti chýbajú toky, ktoré si ale môºme ©ahko domyslie´.
6Spome¬me si na Obr. 2.7.
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Obr. 3.4: Pôvodne v J(n) ºila osamelým ºivotom len diferenciálna rovnica M . Predl-
ºovaním sme k nej povyná²ali v²etko z X × U .

�ikovne nahradíme tok, ktorý robí na Jn ve©ké zmeny vektorvým po©om,
ktoré robí malé zmeny a k©u£ové je, ºe ve©ké zmeny sa dajú postupne zrekon-
²truova´ viacnásobným vykonaním malých.

Hlavnou nápl¬ou tejto práce je ukáza´, ako sa polia s opísanými schopnos-
´ami h©adajú. Postup je nasledovný:

1. Napí²eme v²eobecný tvar vektorového po©a V v priestore X × U . Pre
rovnicu (3.3) by to bolo

V = A(x, y)∂x + B(x, y)∂y

2. Pouºitím vety o pred¨ºení skon²truujeme n-té pred¨ºenie po©a V . Budeme
ho ozna£ova´ V (n) ≡ pr(n)V . Pre rovnicu (3.3) by sme mali

V (1) = A(x, y)∂x + B(x, y)∂y + G(x, y, v)∂v

kde G(x, y, v) sa vypo£íta z A(x, y), B(x, y) pomocou vety o pred¨ºení.

3. Na v²eobecný tvar pred¨ºeného po©a sa nasadí kritérium in�nitezimálnej
invariantnosti a ur£ia sa komponenty po©a V . Pre rovnicu (3.3) sa ur£ia
A(x, y), B(x, y).

Laicky povedané, najprv napí²eme �dole� (Obr. 3.4) v²eobecné pole, vynesieme
ho �hore� a tam zistíme, ako má pole dole vyzera´ (v¤aka tomu, ºe pole hore
zrete©ne vidí diferenciálnu rovnicu, ktorá dole vidie´ nebola).7

V kapitole 4 si na jednoduchých príkladoch ukáºeme, ako sa to celé robí. Vetu
o pred¨ºení a kritérium in�nitezimálnej inariantnosti, ktoré sú najdôleºitej²ími
tvrdeniami pre h©adanie symetrií, uvedieme v kapitole 5.

7Táto geniálna my²lienka má pekný �lozo�cký podtón. Problémy sa niekedy ©ah²ie rie²ia,
ke¤ sa na ne pozrieme �z vý²ky� (resp. zo ²ir²ieho kontextu). Výstup hore je náro£ný, ale £ím
sme vy²²ie, tým máme lep²í výh©ad.
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3.4 Pouºitie symetrií
Ke¤ nájdeme grupu symetrií diferenciálnej rovnice, máme k dispozícii mnoº-

stvo aplikácií. Pre lep²iu motiváciu k ¤al²iemu ²túdiu si uve¤me zopár príkladov.
V práci sa budeme zobera´ iba prvými troma.

• Kon²trukcia nových rie²ení zo známych sa priam núka uº z de�nície sy-
metrií diferenciálnych rovníc. Ak poznáme len nejaké rie²enia a na²li sme
symetrie, dokáºeme pomocou nich zo známych rie²ení vyrába´ nové, ne-
známe rie²enia. V práci sa budeme venova´ hlavne tomuto pouºitiu.

• Vlastnosti rie²ení rovnice. Ob£as sa (aj v tejto práci) v¤aka symetriám
dozvieme nie£o o rie²eniach bez toho, aby sme poznali nejaké konrétne.
To je obzvlá²´ zaujímavé, ke¤ ma²inériu pustíme na rovnice popisujúce
fyzikálne problémy.

• Klasi�kácia diferenciálnych rovníc. Grupy symetrií sú dobrým prostried-
kom na rozpoznanie tried rovníc, ktoré majú isté spolo£né vlastnosti. Na-
príklad, ako sa ukáºe v £asti 4.4, aj niektoré fyzikálne rovnice, ktoré spolu
na prvý poh©ad vôbec nesúvisia, sú v ur£itom zmysle ekvivalentné.

• Metódy rie²enia rovníc. V ²kole sme sa nau£ili, ako rie²i´ niektoré jed-
noduché typy diferenciálnych rovníc, napr. homogénne, £i separovate©né.
Sophus Lie si v²imol, ºe za tým je nie£o hlb²ie. Metódy, ktorými sme sa
u£ili rie²i´ tieto rovnice, sú ²peciálnymi prípadmi techník rie²enia zaloºe-
ných na symetriách.

• Zníºenie rádu diferenciálnej rovnice. V prípade oby£ajných diferenciálnych
rovníc výskyt istých symetrií umoº¬uje zníºi´ rád rovnice.

Tým sa zoznam z¤aleka nekon£í. V oblasti symetrií diferenciálnych rovníc sa
dodnes aktívne pracuje. Symetrie sa naozaj oplatí h©ada´!
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Kapitola 4

H©adanie symetrií
diferenciálnych rovníc I.

V tejto kapitole na troch jednoduch²ích príkladoch opí²eme, ako sa h©adajú
symetrie diferenciálnych rovníc. Kapitola 6 je pokra£ovaním kapitoly 4 a môºu
sa £íta´ za sebou. Je v²ak uºito£né si pred £ítaním kapitoly 6 pozrie´ v kapi-
tole 5 formulácie viet, ktoré budeme pouºíva´, aby sme sa pote²ili, ºe intuitívna
predstava o kritériu in�nitezimálnej invariantnosti naozaj nie je ¤aleko od jeho
presného znenia a aby sme v kapitole 6 uº vedeli pouºi´ vetu o pred¨ºení vekto-
rového po©a.

4.1 Rovnica státia
Postup h©adania symetrií si predvedieme na jednoduchej rovnici1

ẏ = 0

Bodka nad y znamená deriváciu pod©a £asu. Fyzikálne je to vlastne pohybová
rovnica státia. Rie²enia sú priamky

y(t) = kon²t.

rovnobeºné s osou t. Najprv si len ozna£íme deriváciu ẏ ≡ v. Budeme pracova´
v jetovom priestore J1 ≡ R3[t, y, v]. Rovnicu treba prepísa´ do anulovaného
tvaru. Príli² sa nenatrápime a dostávame

Φ(t, y, v) = v = 0

Je to rovnica roviny v J1 a pred¨ºené rie²enia sú priamky leºiace v tejto rovine
(Obr. 4.1). Symetrie rovnice sú transformácie v rovine R2[t, y], ktoré transfor-
mujú vodorovné priamky na vodorovné priamky. V²eobecný tvar vektorového
po©a v R2[t, y], ktoré bude reprezentova´ symetrie, je

V = A(t, y)∂t + B(t, y)∂y

1Po pre£ítaní tejto £asti by e²te nemalo by´ úplne jasné, ako sa to celé robí. Ide len o na-
£rtnutie postupu a v²eobecná ma²inéria sa postupne ujasní na ¤al²ích príkladoch.
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Obr. 4.1: Diferenciálna rovnica ẏ = 0 je rovina v J1 a rie²enia (£ervené £iary) sú
priamky v tejto rovine.

Pred¨ºenie vektorového po©a
Skon²truujeme prvé jetové pred¨ºenie po©a V .

V (1) = A(t, y)∂t + B(t, y)∂y + G(t, y, v)∂v (4.1)

Zloºka G v smere osi v sa vyrába z A,B takýmto spôsobom

G = DtB − v (DtA)

kde Dt = ∂t + v∂y je operátor úplnej derivácie pod©a t. Komponenty A,B
po©a V (1) sa zoberú rovno z V a to, ako má pole pôsobi´ na deriváciách, sa uº
z V dopo£íta. Za vz´ahom pre G je veta o pred¨ºení, ktorú uvedieme v kapitole 5.

Determinujúca rovnica
Ke¤ uº máme pole V (1), treba mu pripomenú´, ako sme ho vychválili v £as-

ti 2.2. Hovorili sme, ºe je diferenciálnym operátorom a vie sledova´ malé zmeny
funkcie, na ktorú pôsobí. Po©u sa tu núka funkcia Φ. Rýchlo si spomenie na
chvály, prisko£í k nej z©ava a sleduje jej zmeny v smere svojich vektorov

V (1)(Φ)

Teraz mu povieme, nech nastaví svoje v²eobecné komponenty A,B tak, aby
zmeny funkcie v smere jeho vektorov boli nulové v miestach, kde platí diferen-
ciálna rovnica (kde Φ = 0). Inak povedané, aby pri malých krô£ikoch v smere
po©a V (1) funkcia Φ nemenila svoju hodnotu a stále bola nulová. Matematicky

V (1)(Φ)
∣∣∣
Φ=0

!= 0 (4.2)

To v kone£nom dôsledku zabezpe£í, ºe rovina bude invariantná vzh©adom na
tok po©a V (1). Pole V (1) si môºme predstavi´ ako na Obr. 4.2. Vz´ahu (4.2) sa
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Obr. 4.2: Predstava vektorového po©a, ktorého tok nehýbe rovinou v = 0.

vedecky hovorí kritérium in�nitezimálnej invariantnosti a jeho presné znenie je
v kapitole 5. Aplikujeme V (1) na na²e Φ a dostávame podmienku

V (1)(Φ)
∣∣∣
Φ=0

= [A(t, y)∂t + B(t, y)∂y + G(t, y, v)∂v] (v)|v=0 =

= G(t, y, v)|v=0 = 0

Vy²lo nám, ºe zloºka po©a v smere osi v má by´ na rovine nulová, £o je intuitívne
jasné z Obr. 4.2. Dosadením za G prídeme k determinujúcej rovnici pre funkcie
A,B.

G|v=0 = [(DtB − v (DtA)]|v=0 = [(∂tB + v∂yB)− v (∂tA + v∂yA)]|v=0 = 0

Dostávame determinujúcu rovnicu

∂tB = 0

V²eobecné rie²enie je

B = B(y)
A = A(t, y)

Lieova algebra symetrií
H©adané vektorové pole má tvar

V = A(t, y)∂t + B(y)∂y

a je v²eobecným prvkom (nekone£norozmernej) Lieovej algebry symetrií rovnice
ẏ = 0. Na A(t, y) a B(t) sa nekladú ºiadne ¤al²ie obmedzenia.2 Môºme dosadi´
nájdené A,B do (4.1) a overi´, ºe V (1) vychádza tak, ako sme potrebovali.

V (1) = A∂t + B∂y + [v∂yB − v (∂tA + v∂yA)]∂v

2To sa nestáva £asto, iba pri takýchto jednoduchých rovniciach. ∞-rozmernos´ okomentu-
jeme aº v £asti 6.1, ke¤ budeme ma´ skúsenosti s Lieovými algebrami symetrií iných rovníc.
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Pre v = 0 je zloºka v smere v naozaj nulová. Pole V sa dá rozloºi´ na sú£et
dvoch bázových vektorových polí

VB = B(y)∂y

VA = A(t, y)∂t

ktoré sú generátormi symetrií.

Symetrie a výroba nových rie²ení
Teraz treba vypo£íta´ toky týchto polí. Tok vektorového po©a je tu zobraze-

nie

Gε : R2 → R2 (t, y) 7→ (
t̂(ε; t, y), ŷ(ε; t, y)

)

kde ε hovorí, ako dlho treba cestova´ po poli.3 Pre ε = 0 zostávame doma, £o
sa matematicky zapí²e

t̂(0; t, y) = t ŷ(0; t, y) = y

Kvôli preh©adnosti nebudeme vypisova´ argumenty t, y v zátvorke za t̂, ŷ. Tok
sa h©adá tak, ºe sa najprv rie²ia rovnice pre integrálne krivky.4 Vypo£ítajme
tok po©a VB . Ozna£íme ho GB

ε . Rovnice pre integrálne krivky sú

dt̂

dε
= 0 ⇒ t̂ = c (4.3)

dŷ

dε
= B(ŷ) ⇒

∫
dŷ

B(ŷ)
= ε (4.4)

Po dosadení po£iato£nej podmienky t̂(0) = t nám (4.3) hovorí, ºe t zostane také,
aké bolo. Integrál v (4.4) obsahuje ©ubovo©nú funkciu B(ŷ). Treba integrál vy-
po£íta´, vyjadri´ ŷ(ε), splni´ po£iato£nú podmienku ŷ(0) = y a dostaneme, ako
sa má meni´ y pôsobením GB

ε . Pre názornos´, napríklad ak B(ŷ) = 1, dostaneme
rie²enie (parametrické vyjadrenie integrálnej krivky ²tartujúcej v bode (t, y))

γ(ε) : t̂(ε) = t

ŷ(ε) = y + ε

Pre tento ²peciálny prípad má tok GB
ε tvar

GB
ε : (t, y) 7→ (t, y + ε) ε ∈ R

Takéto GB
ε je symetriou vzh©adom na posunutia v smere osi y. Ak y = f(t) je

rie²ením rovnice (4.1), tak potom nové rie²enie dostaneme ako

ŷ
(
t̂
)

= y(t) + ε = f(t) + ε = f(t̂) + ε

Napríklad zo známeho rie²enia y(t) = 1
2 vyrobíme nové (Obr. 4.3)

ŷ
(
t̂
)

=
1
2

+ ε

3V £asti 2.4.2 sme pouºívali t namiesto ε. Tu by v²ak nastal �drobný� zmätok.
4Pozri £as´ 2.4.1.
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Teraz uº môºme strie²ky k©udne zmaza´ a máme nové rie²enie

y(t) =
1
2

+ ε

Pomocou GB
ε (pre v²etky moºné ε) tak vyrobíme z jediného rie²enia v²eobecné

rie²enie.5 Skuto£nos´, ºe toto ²peciálne GB
ε je naozaj symetria6, môºme overi´

aj bez znalosti konkrétneho rie²enia (y(t) = 1
2 ). Overíme (uº bez strie²ok), ºe

y(t) = f(t) + ε je tieº rie²ením rovnice ẏ = 0.

ẏ(t) =
d(f(t) + ε)

dt
= ḟ(t) = 0

V poslednom kroku sme vyuºili, ºe f(t) je rie²ením rovnice ẏ = 0.

0.5

G
¶

B

yHtL

y
`

Ht
`

L

t

y

Obr. 4.3: Výroba nového rie²enia pomocou GB
ε .

V²eobecný prípad (ke¤ v (4.4) ponecháme ©ubovo©né B(ŷ)) hovorí o takejto
symetrii: body (t, y) leºiace na grafe rie²enia y(t) = kon²t. posúvame v smere
osi y akoko©vek, ale len v závislosti od hodnoty y. Je jasné, ºe dostaneme opä´
rie²enie - vodorovnú priamku, ke¤ºe pre v²etky t bola hodnota y(t) rovnaká.

Pole VA = A(t, y)∂t hovorí o pomerne nezaujímavej symetrii. Na rie²ení mô-
ºeme vykonáva´ ©ubovo©nú transformáciu v £ase a ni£ sa nestane. Je to zrejmé,
ke¤ºe v rie²eniach y(t) = kon²t. nevystupuje £asová závislos´.7

4.2 Vo©ný pohyb po priamke
Na príklade ẏ = 0 sme si ukázali, ako sa postupuje pri h©adaní symetrii.

Nedostali sme v²ak ni£ zaujímavé. Pridajme e²te jednu bodku na y a skúsme
5V tejto chvíli to môºe celé vyzera´ ako hra£ka na pobavenie, ale v £asti 6.1 zistíme,

ºe symetriami môºeme niekedy z jednoduchých rie²ení dosta´ symetriami úplne netriviálne
rie²enia.

6Presnej²ie jednoparametrická grupa symetrií.
7Ke¤ stojím celý (nekone£ný) ºivot v jednom bode a táto symetria mi poradí, ºe ke¤ chcem

vyskú²a´ nie£o nové, mám si posunú´ hodinky ((t, y) 7→ (t + ε, y)), alebo mám stá´ trochu
rýchlej²ie ((t, y) 7→ ( t

2
, y)), tak sa na mojom celoºivotnom státí v jednom bode ni£ nezmení.
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h©ada´ symetrie rovnice
ÿ = 0 (4.5)

Je to rovnica vo©ného pohybu po priamke (bez pôsobenia síl). Rie²enia dobre
poznáme, majú tvar

y(t) = y0 + vt

Kde y0 je poloha v £ase t = 0 a v je rýchlos´ pohybu. Sú to v²etky priamky
v rovine R2[t, y] (okrem zvislých, ktoré nie sú funkciami). H©adanie symetrií
tu vlastne znamená h©adanie transformácií, ktoré z priamok vyrábajú priamky.
Ozna£íme si derivácie ẏ ≡ v, ÿ ≡ w. Na rovnicu (4.5) budeme pozera´ ako na
nadplochu v jetovom priestore J2 ≡ R4[t, y, v, w] zadanú predpisom

Φ(t, y, v, w) = w = 0

Chceme nájs´ pole
V = A(t, y)∂t + B(t, y)∂y (4.6)

ktorého tok transformuje rie²enia na nové rie²enia.8

Pred¨ºenie vektorového po©a
Kon²truujeme druhé jetové pred¨ºenie po©a V . Toto sa kon²truuje z prvého,

ktoré sme uº po£ítali v £asti 4.1 a malo tvar

V (1) = V + G(t, y, v)∂v

kde
G = DtB − v(DtA) Dt = ∂t + v∂y

Druhé pred¨ºenie V (2) sa robí tak, akoby sme robili prvé pred¨ºenie po©a V (1).

V (2) = V (1) + H(t, y, v, w)∂w (4.7)

kde
H = DtG− w(DtA) Dt = ∂t + v∂y + w∂v

V operátore totálnej derivácie pribudol £len w∂v, lebo G závisí aj od v.9

Determinujúca rovnica
Poºadujeme, aby nadplocha Φ = 0 bola invarantná vzh©adom na pôsobe-

nie V (2). Aplikujeme kritérium in�nitezimálnej invariantnosti.

V (2)(Φ)
∣∣∣
Φ=0

!= 0

Dostávame podmienku
[
V (1) + H(t, y, v, w)∂w

]
(w)

∣∣∣
w=0

= 0

8Ako uvidíme v tomto príklade, nové rie²enie nemusí by´ nutne iné neº to staré (priamka
sa bude niekedy transformova´ do tej istej priamky). Takáto situácia nastala uº v £asti 4.1
(symetria súvisiaca s po©om VA).

9Vy²²ie pred¨ºenia sa dajú vºdy kon²truova´ rekurentne aj v problémoch s viacerými pre-
mennými, prípadne vy²²ími deriváciami.
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Ke¤ºe vo V (1) derivácia pod©a w nevystupuje, máme

H(t, y, v, w)|w=0 = 0

£o je poºiadavka na nulovos´ zloºky po©a V (2) v smere w na nadploche w = 0.
Dosadenie za H nás privedie k determinujúcej rovnici pre A a B.

H|w=0 = {Dt[DtB − v(DtA)]− w(DtA)}|w=0 =
= [DtDtB − 2w(DtA)− vDtDtA]|w=0 =
= [DtDtB − vDtDtA]|w=0 =
=

[
∂2

t B + 2v∂t∂yB + w∂yB + v2∂2
yB −

− v
(
∂2

t A + 2v∂t∂yA + w∂yA + v2∂2
yA

)]∣∣
w=0

Po dosadení nuly za w a poupratovaní dostávame determinujúcu rovnicu

∂2
t B + v(2∂t∂yB − ∂2

t A) + v2(∂2
yB − 2∂t∂yA) + v3(−∂2

yA) = 0 (4.8)

Vyrie²ením diferenciálnej rovnice (4.8) ur£íme komponenty A,B po©a V . Je to
lineárna parciálna diferenciálna rovnica s nekon²tantnými koe�cientami, s troma
nezávislými premennými t, y, v a dvoma neznámymi funkciami A, B. Znie to
zloºito, ale v²imnime si, ºe ©avá strana je polynóm v premennej v (funkcie A,B
od v nezávisia). Jediný spôsob, ako zabezpe£i´ rovnos´ (pre ©ubobo©né v), je
poloºi´ koe�cienty pri kaºdej mocnine v rovné nule. Rovnica (4.8) sa rozpadne
na sústavu jednoduch²ích rovníc. Pri jednotlivých mocninách máme

v0 ∂2
t B = 0 (i)

v1 2∂t∂yB − ∂2
t A = 0 (ii)

v2 ∂2
yB − 2∂t∂yA = 0 (iii)

v3 −∂2
yA = 0 (iv)

Táto sústava sa uº rie²i jednoducho. Podrobné rie²enie £itate© nájde v do-
datku A. Funkcie A(t, y), B(t, y) vychádzajú

A(t, y) = (c8t + c6)y + c7t
2 + c3t + c1

B(t, y) = (c7y + c5)t + c8y
2 + c4y + c2

Lieova algebra symetrií
Spomenieme si, ºe sme vlastne po£ítali komponenty vektorováho po©a V

a dosadíme ich do (4.6).

V = A(t, y)∂t + B(t, y)∂y

=
[
(c8t + c6)y + c7t

2 + c3t + c1

]
∂t +

+
[
(c7y + c5)t− c8y

2 + c4y + c2

]
∂y

= c1∂t + c2∂y + c3t∂t + c4y∂y + c5t∂y +
+c6y∂t + c7

(
t2∂t + ty∂y

)
+ c8

(
ty∂t + y2∂y

)

kde c1, . . . , c8 sú ©ubovo©né reálne £ísla. Podobne, ako sme to urobili v £asti 4.1,
mohli by sme sa dosadením funkcií A(t, y), B(t, y) do (4.7) presved£i´, ºe V (2)

má naozaj vlastnosti, aké sme poºadovali.
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Pole V je v²eobecným generátorom symetií. Vidíme, ºe je lineárnou kombi-
náciou bázových vektorových polí

V1 = ∂t

V2 = ∂y

V3 = t∂t

V4 = y∂y

V5 = t∂y

V6 = y∂t

V7 = t2∂t + ty∂y

V8 = ty∂t + y2∂y

(4.9)

ktoré tvoria bázu (8-rozmernej) Lieovej algebry symetrií rovnice ÿ = 0, ozna£íme
ju L. Pole V je v²eobecným prvkom tejto algebry. Ak chceme zisti´, £i sme
dostali naozaj Lieovu algebru, treba overi´, £i

1. L tvorí vektorový priestor

2. L obsahuje násobenie L × L → L, pre ktoré platí

(a) je bilineárne
(b) je antisymetrické
(c) sp¨¬a Jacobiho identitu

L tvorí (8-rozmerný) vektorový priestor, ke¤ºe lineárna kombinácia vektorových
polí je vektorové pole. Vektor v tomto abstraktnom priestore sa zadáva 8-ticou
reálnych £ísel (c1, . . . , c8). Násobením je tu komutátor vektorových polí

[V,W ]

De�nujeme ho cez pôsobenie na funkciu

[V,W ]f = V (Wf)−W (V f)

Po£íta sa ako komutátor diferenciálnych operátorov. Toto násobenie má vlast-
nosti (a) − (c).10 Ak chceme overi´, £i násobenie správne funguje (£i výsledok
násobenia prvkov z L leºí v L), treba vypo£íta´ komutátor dvoch v²eobecných
prvkov. Uvedomíme si, ºe taký komutátor by sa (v¤aka vlastnosti (a)) rozbil
na po£ítanie komutátorov bázových vektorových polí, takºe sta£í vypo£íta´ len
tie. Napríklad

[V1, V5]f(t, y) = [∂t, t∂y]f = ∂t(t∂yf)− t∂y(∂tf) =
= ∂yf + t∂t∂yf − t∂y∂tf = ∂yf = V2f

Sú£in vektorov11 V1, V5 je V2 £o naozaj leºí v L. Podobne vypo£ítame v²etky
ostatné komutátory. Zapí²eme ich do tab©ky, kde v i-tom riadku a j-tom st¨pci
je komutátor [Vi, Vj ].

10Pozri [1] príklad (4.3.6).
11�itate© je moºno zmätený, ºe raz nazývame Vi vektorovými poliami a raz vektormi. Treba

si ujasni´, ºe v kontexte Lieovej algebry je pravda oboje. Ako objekty sú to vektorové polia
a zárove¬ sú prvkami vektorového priestoru L, takºe sú vektormi.
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V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8

V1 0 0 V1 0 V2 0 2V3 + V4 V6

V2 0 0 0 V2 0 V1 V5 V3 + 2V4

V3 −V1 0 0 0 V5 −V6 V7 0
V4 0 −V2 0 0 −V5 V6 0 V8

V5 −V2 0 −V5 V5 0 V3 − V4 0 V7

V6 0 −V1 V6 −V6 −V3 + V4 0 V8 0
V7 −2V3 − V4 −V5 −V7 0 0 −V8 0 0
V8 −V6 −V3 − 2V4 0 −V8 −V7 0 0 0

V tabu©ke vidíme, ºe násobenie �nevybehlo� z L (vidno navy²e aj antisymet-
riu), a teda vektorové polia V (s ©ubovo©nými kon²tantami c1, . . . , c8) tvoria
8-rozmernú Lieovu algebru s bázou (4.9).

Lieova grupa symetrií a výroba nových rie²ení
Potrebujeme nájs´ Lieovu grupu symetrií, ktorej prislúcha Lieova algebra L.

Vypo£ítame, ako vyzerajú grupové prvky - symetrie zodpovedajúce vektorovým
poliam V1, . . . , V8. Ozna£íme ich G1

ε, . . . , G
8
ε. Symetriu Gi

ε po£ítame ako tok
po©a Vi.12

Symetria G1
ε: Rie²ime rovnice pre integrálne krivky po©a V1 = ∂t.

dt̂

dε
≡ t̂′ = 1 ⇒ t̂ = ε + t

dŷ

dε
≡ ŷ′ = 0 ⇒ ŷ = y

Pri£om sme vyuºili po£iato£nú podmienku t̂(0) = t, ŷ(0) = y. Pre stru£nos´
zavádzame pre derivácie pod©a ε ozna£enia t̂′, ŷ′. Potom tok po©a V 1 má podobu

G1
ε : (t, y) 7→ (t̂, ŷ) = (t + ε, y)

Symetria je transláciou v £ase. Hovorí, ºe rovnica ÿ = 0 je (ako nadplocha
v J2) invariantná vzh©adom na posunutia v premennej t. Ak známe rie²enie je
y = f(t), nové rie²enie ŷ

(
t̂
)
sa z neho vyrába jednoducho

ŷ
(
t̂
)

= y(t) = f(t) = f(t̂− ε)

Napríkad rie²enie y = 2t prejde na y = 2(t − ε). Treba si v²imnú´, ºe na ne-
závislej premennej t robíme inverznú transformáciu. Dôvodom je, ºe musíme
vyjadri´ nové rie²enie ŷ

(
t̂
)
ako funkciu t̂. Ke¤ nám vyjde, ºe t sa zobrazuje na

12Poznamenajme, ºe vºdy ide o jednoparametrickú grupu symetrií, ale budeme skrátene
hovori´ symetria.
Poznámka pre znalcov grúp: Zobrazenie, ktoré vektorovému po©u priradí jeho tok, tu vystu-
puje v úlohe exponenciálneho zobrazenia, ktoré vyná²a prvky z Lieovej algebry do Lieovej
grupy (presnej²ie do jej jednoparametrickej podgrupy). Niekedy sa tomu hovorí exponenciácia
vektorového po©a. Toto zobrazenie zapisujeme

exp : L → G Vi 7→ exp(εVi) ≡ Gi
ε

Viac sa o týchto veciach moºno dozvedie´ v knihe [3] v £asti 1.3.
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t̂ = F (t), do f(t) treba pri po£ítaní nového rie²enia za t dosadi´ t = F−1
(
t̂
)
.

Dá sa to vidie´ aj intuitívne z Obr. 4.4. Rie²enie posúvame doprava (v smere
po©a), takºe t 7→ (t− ε).

Symetria G2
ε: Tok po©a V 2 = ∂y sa po£íta podobne ako G1

ε, len zameníme
t ↔ y.

G2
ε : (t, y) 7→ (t, y + ε)

Je to symetria vzh©adom na translácie v priestore a nové rie²enia vyrábame
posúvaním starého v smere osi y. Explicitne

ŷ
(
t̂
)

= y(t) + ε = f(t) + ε = f
(
t̂
)

+ ε

Symetria G3
ε: Integrálne krivky po©a V3 = t∂t sa h©adajú tieº ©ahko

t̂′ = t̂ ⇒ t̂ = eεt
ŷ′ = 0 ⇒ ŷ = y

Potom symetria G3
ε funguje takto

G3
ε : (t, y) 7→ (eεt, y)

Ide o ²kálovanie £asu, teda zrých©ovnie (pre ε < 0) alebo spoma©ovanie (ε > 0)
jeho plynutia. To, £o trvalo �po strarom� £as T bude �po novom� trva´ eεT . To
znamená pre záporné ε krat²ie. Pri výrobe nových rie²ení postupujeme takto

ŷ
(
t̂
)

= y(t) = f(t) = f
(
e−εt̂

)

Opä´ si v²imnime inverznú transformáciu £asu.

Symetria G4
ε: Pri výpo£te toku po©a V4 = y∂y postupujeme podobne ako

pri G3
ε, len zameníme t ↔ y.

G4
ε : (t, y) 7→ (t, eεy)

Je to ²kálovanie priestoru. Výroba nových rie²ení funguje takto

ŷ
(
t̂
)

= eεy(t) = eεf(t) = eεf
(
t̂
)

Je to vlastne násobenie rie²enia kladnou kon²tantou eε. Ale vieme, ºe aj ke¤
vynásobíme priamku záporným £íslom −2, dostaneme priamku. Tak pre£o to
nevy²lo? Dôvod je jednoduchý. Takáto symetria je zloºením G4

ε a priestorovej
inverzie (násobenie £íslom −1), ktorá je diskétnou symetriou. Metódami pouºí-
vanými v tejto práci sa dajú nájs´ len spojité symetrie.13 Rovnaká situácia je
aj pri symetrii G3

ε.

13Pozri posledný odsek v £asti 3.1.
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Na nasledujúcich obrázkoch sú nakreslené vektorové polia V1, . . . , V4 a vý-
roba nového rie²enia pomocou G1

ε, . . . , G
4
ε.14

t

y

t

y

t

y

t

y

V1 = ¶ t V2 = ¶ y

V3 = t ¶ t V4 = y ¶ y

Obr. 4.4: Výroba nového rie²enia (preru²ovaná £iara) pomocou G1
ε, . . . , G

4
ε z rie²enia

y = 2t− 1 (plná £iara).

Symetria G5
ε: Nájdeme integrálne krivky po©a V5 = t∂y

t̂′ = 0 ⇒ t̂ = t
ŷ′ = t̂ ⇒ ŷ = tε + y

14Mohli by sme kresli´ aj integrálne krivky namiesto vektorových polí, ale v tomto prípade
sú polia názornej²ie - vidíme, akými ve©kými krokmi sa v ktorom mieste krá£a. Integrálne
krivky sú priamky a ve©kos´ krokov je zakódovaná v ich pramametrizácii, ktorá sa nedá dobre
nakresli´.
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takºe transformácia má tvar

G5
ε : (t, y) 7→ (t, y + εt)

Je to Galileiho transformácia. Nové rie²enie sa vyrába

ŷ
(
t̂
)

= y(t) + εt = f(t) + εt = f
(
t̂
)

+ εt̂

Keby sme napríklad stáli (f(t) = 1), Galileiho transformáciou dostaneme rov-
nomerný pohyb rýchlos´ou ε (y(t) = 1 + εt).

Symetria G6
ε: Tok po©a V6 = y∂t vypo£ítame podobne ako G5

ε. Výsledok do-
staneme jednoducho zámenou t ↔ y. Dostaneme

G6
ε : (t, y) 7→ (t + εy, y)

K výrobe nových rie²ení sa vyjadríme neskôr.

Symetria G7
ε: Integrálne krivky po©a V7 = t2∂t + ty∂y sú

t̂′ = t̂2 ⇒ t̂ =
t

1− εt

ŷ′ = t̂ŷ

dŷ

ŷ
= t̂dε =

tdε

1− εt
⇒ ŷ =

y

1− εt

Symetria G7
ε funguje nasledovne

G7
ε : (t, y) 7→

(
t

1− εt
,

y

1− εt

)

Nové rie²enia budeme vyrába´ trochu komplikovanej²ie.

ŷ
(
t̂
)

=
y(t)

1− εt
=

f(t)
1− εt

=
f

(
t̂

1+εt̂

)

1− ε t̂
1+εt̂

= (1 + εt̂)f
(

t̂

1 + εt̂

)

V²imnime si, ºe rie²enie typu f(t) = vt sa touto symetriou transformuje do seba
(dá sa predstavi´ na Obr. 4.5). Takºe symetria vo v²eobecnosti nemusí vºdy
vyrobi´ nie£o nové.

Symetria G8
ε: Tok po©a V8 = ty∂t + y2∂y po£ítame podobne ako G7

ε.

G8
ε : (t, y) 7→

(
t

1− εy
,

y

1− εy

)

K výrobe nových rie²ení sa vyjadríme neskôr.
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Na nasledujúcich obrázkoch sú nakreslené vektorové polia V5, . . . , V8 a vý-
roba nového rie²enia pomocou G5

ε, . . . , G
8
ε.

t

y

t

y

t

y

t

y

V5 = t ¶ y V6 = y ¶ t

V7 = t2
¶ t + ty ¶ y V8 = ty ¶ t + y2

¶ y

Obr. 4.5: Výroba nového rie²enia (preru²ovaná £iara) pomocou G5
ε, . . . , G

8
ε z rie²enia

y = 2t− 1 (plná £iara).

Skuto£nos´, ºe nové rie²enia sp¨¬ajú rovnicu ÿ = 0 sa dá ©ahko overi´ derivova-
ním nového rie²enia (aj bez dosadenia konkrétneho rie²enia za f(t)) a vyuºitím,
ºe f(t) je rie²ením (f̈ = 0). Napríklad

d2

dt2
[f(t) + εt] =

d

dt
[ḟ(t) + ε] = f̈(t) = 0

Na obrázkoch vidíme, ºe uº z toho, ako vyzerajú polia (lokálne transformácie), si
vieme predstavi´, £o budú im prislúchajúce symetrie robi´. Preto je najdôleºitej-
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²ie nájs´ Lieovu algebru symetrií, ktorá nám uº ve©a napovie. V²etky výsledky
zhrnieme do nasledujúcej tabu©ky.

a Va Ga
ε : (t, y) 7→ Nové rie²enie

1 ∂t (t + ε, y) f(t− ε)
2 ∂y (t, y + ε) f(t) + ε
3 t∂t (eεt, y) f(e−εt)
4 y∂y (t, eεy) eεf(t)
5 t∂y (t, y + εt) f(t) + εt
6 y∂t (t + εy, y)
7 t2∂t + ty∂y

(
t

1−εt ,
y

1−εt

)
(1 + εt)f

(
t

1+εt

)

8 ty∂t + y2∂y

(
t

1−εy , y
1−εy

)

Výroba rie²ení pomocou symetrií G6
ε, G

8
ε je problematickej²ia. Nedá sa po-

stupova´ rovnako, ako sme to robili pri ostatných. Problém je v tom, ºe vo vzorci
pre t̂ vystupuje aj y.

Hovoríme, ºe takéto symetrie nezachovávajú vlákna. Vláknami sa tu nazý-
vajú priamky rovnobeºné s osou y. Priamky rozvláknia rovinu R2[t, y] a vytvoria
na nej ²truktúru, podobne ako ke¤ sa pred sadením obilia urobia na poli hriadky.
Transformácie, ktoré re²pektujú túto ²truktúru (Obr. 4.6) a zobrazujú v²etky
body, £o leºia na jednej zvislej priamke na body opä´ leºiace na (inej) jednej
zvislej priamke, zachovávajú vlákna.

P

R

G¶HPL

G¶HRL

F G¶HFL

t

y

Obr. 4.6: Transformácia, ktorá zachováva vlákna.

Symetrie G6
ε, G

8
ε vlákna nezachovávajú a body, £o boli nad sebou (v jednom

vlákne) po transformácii nad sebou nemusia by´. Môºe nasta´ aj opa£ná situ-
ácia - dva body, £o neboli nad sebou sa dostanú nad seba. Ak tieto dva body
leºali pôvodne na grafe nejakej funkcie, obraz uº funkciou nie je (pre jedno t by
sme mali dve y).

Nové rie²enia treba v tomto prípade h©ada´ inak. Nejde to v²ak jednoducho
napísa´ pre v²eobcné f(t). Ukáºeme si to na symetrii G6

ε a rie²ení y = at + b.
Napí²me, ako pôsobí G6

ε na bod (t, y) leºiaci na tejto priamke.
G6

ε(t, y) = (t̂, ŷ) = (t + εy, y) = (t + ε(at + b), (at + b))

kde sme za y dosadili na²e rie²enie. Dostali sme systém dvoch rovníc
t̂ = t(1 + εa) + εb

ŷ = at + b
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Z nich treba vylú£i´ t a dostaneme nové rie²enie. Vychádza

ŷ
(
t̂
)

=
a

1 + εa
t̂ +

b

1 + εa

Vidíme, ºe pre ε = − 1
a to nedopadne dobre a nedostaneme funkciu (výsledkom

je zvislá priamka). Ak by sa nedala formula pre nové rie²enie nájs´ ani takýmto
spôsobom, graf vºdy môºme nájs´. Necháme bod po bode (o parametrickú vzdia-
lenos´ ε) odtiec´ staré rie²enie po integrálnych krivkách a dostaneme aspo¬ graf
nového rie²enia. Viac sa týmto zobrazeniam nezachovávajúcim vlákna venova´
nebudeme.

Poznámka (pre ozajstných fajn²mekrov na Lieove grupy)
Poskladaním transformácií G1

ε1
, . . . , G8

ε8
v ©ubovo©nom poradí (a s rôznymi ε)

dostaneme vºdy výsledok tvaru

(t, y) 7→
(

at + by + c

kt + ly + m
,
dt + ey + f

kt + ly + m

)
(4.10)

kde £ísla a, . . . , m sú vºdy nejakou funkciou parametrov ε1, . . . , ε8. Je to zlom-
kovo-lineárna transformácia. Ak z parametrov a, . . . ,m poskladáme maticu

A ≡



a b c
d e f
k l m




zistíme, ºe jej determinant je vºdy nenulový, teda

det A =

∣∣∣∣∣∣

a b c
d e f
k l m

∣∣∣∣∣∣
6= 0 (4.11)

Matice 3× 3 sp¨¬ajúce podmienku (4.11) sú prvkami 9-rozmernej Lieovej grupy
GL(3,R). Av²ak, ak sa dobre pozrieme na (4.10), v²imneme si, ºe aj ke¤ maticu
A vynásobíme hocijakou nenulovou kon²tantou λ, bod (t, y) sa efektívne zobrazí
do toho istého.

Determinant matice vynásobenej kon²tantou sa po£íta (vyuºijeme multili-
nearitu determinantu)

detλA = λ3 detA

Zvo©me λ = (det A)−
1
3 . Potom determinant matice B ≡ λA je

detB = det λA = 1

Vz´ah (4.10) bude rovnako fungova´ aj s maticou B.
Výsledok nezávisí od determinantu matice, a preto v²etky moºné transfor-

mácie (4.10) obhospodárime aj maticami B s jednotkovým determinantom. Také
matice tvoria 8-rozmernú Lieovu grupu SL(3,R). Grupa SL(3,R) je v popísa-
nom zmysle grupou symetrií rovnice ÿ = 0.15

15Vo v²eobecnosti v²ak grupa symetrií nemusí vyjs´ takáto pekná, priam u£ebnicová.
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4.3 Vo©ný pád
Budeme ²tudova´ pohybovú rovnicu vo©ného pádu v jednom rozmere

z̈ = −g. (4.12)

V²eobecné pole v priestore R2[t, z] je

V = A(t, z)∂t + B(t, z)∂z (4.13)

Prejdeme do (4-rozmerného) priestoru J2. Máme v ¬om súradnice (t, z, ż ≡ v,
z̈ ≡ w). Diferenciálna rovnica (4.12), prejde v na²ich ozna£eniach na

Φ(t, z, v, w) = w + g = 0

£o je nadrovina v J2. Na²ou úlohou je opä´ nájs´ A(t, z) a B(t, z) tak, aby tok
generovaný po©om V nehýbal nadplochou Φ = 0. V priestore J2 sa kon²truuje
druhé jetové pred¨ºenie po©a V (úplne rovnako ako pre vo©ný pohyb po priamke
v £asti 4.2).

V (2) = V + G(t, z, v)∂v + H(t, z, v, w)∂w

kde

G(t, z, v) = DtB − v(DtA) (4.14)
H(t, z, v, w) = DtG− w(DtA) (4.15)
Dt = ∂t + v∂z + w∂v

Nasadíme kritérium in�nitezimálnej invariantnosti.

V (2)(Φ)
∣∣∣
Φ=0

!= 0

V (2)(Φ)
∣∣∣
Φ=0

= [V + G∂v + H∂w] (w + g)|w=−g =

= H|w=−g = 0 (4.16)

Posledný riadok hovorí, ºe nadrovina w = −g je invariantná vzh©adom na tok
po©a V (2), ke¤ je na nej zloºka H po©a V (2) nulová. Funkcia H má pod©a (4.15)
s vyuºitím (4.14) tvar

H = DtG− w(DtA) = Dt[DtB − v(DtA)]− w(DtA) =
= ∂2

t B + v(2∂t∂zB − ∂2
t A) + v2(∂2

zB − 2∂t∂zA) +
+v3(−∂2

zA) + vw(−3∂zA) + w(∂zB − 2∂tA)

Pod©a (4.16) treba zameni´ v²etky w za −g a poloºi´ rové nule. Dostávame
determinujúcu rovnicu

(∂2
t B − g∂zB + 2g∂tA) + v(2∂t∂zB − ∂2

t A + 3g∂zA) +
+v2(∂2

zB − 2∂t∂zA) + v3(−∂2
zA) = 0 (4.17)

�avá strana je opä´ polynóm vo v a rovnica sa redukuje na sústavu ²tyroch
rovníc. Ich rie²enie presúvame do dodatku A. Komponenty A,B vektorového
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po©a V vychádzajú

A(t, z) = (c8t + c7)z +
1
2
gc8t

3 +
(

3
2
gc7 + c6

)
t2 + c5t + c1

B(t, z) = c8z
2 + (c6t + c4)z +

[
−1

4
g2c8t

4 −
(

g2c7 +
1
2
gc6

)
t3 +

+
(

1
2
gc4 − gc5

)
t2 + c3t + c2

]

Dosadíme ich do (4.13) a po uprataní nám vyjdú bázové polia (generátory)
Lieovej algebry symetrií.

V1 = ∂t

V2 = ∂z

V3 = t∂z

V4 =
(
z + 1

2gt2
)
∂z

V5 = t∂t − gt2∂z

V6 = t2∂t +
(
tz − 1

2gt3
)
∂z

V7 =
(
z + 3

2gt2
)
∂t − g2t3∂z

V8 =
(
tz + 1

2gt3
)
∂t +

(
z2 − 1

4g2t4
)
∂z

(4.18)

Lieova algebra je 8-rozmerná,16 rovnako ako tá v £asti 4.2. V £asti 4.4 uvidíme, ºe
to nie je náhoda a medzi rovnicami vo©ného pádu a vo©ného pohybu po priamke
je úzky súvis. Na Obr. 4.7 vidíme, ºe vektory po©a V sú naozaj dotykové ku
nadploche w = −g.

-2
-1

0
1

2

t

-2 -1 0 1 2

z

-2

-1

0

1

2

w

g

Obr. 4.7: Nadrovina w = −g (modrá plocha) a pole V v reze v = 0. Kon²tanty sú
zvolené c1 = c2 = · · · = c8 = 1. �ervené paraboly sú rie²enia typu y(t) = h− 1

2
gt2.

16O tom, ºe je to naozaj Lieova algebra sa dá presved£i´ rovnako ako, sme to urobili
v £asti 4.2. Popo£ítajú sa v²etky komutátory a vyjde, ºe majú tvar [Vi, Vj ] = ck

ijVk, a teda
násobenie dvoch prvkov z L dáva prvok z L.
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�alej by sme postupovali ²tandardnými krokmi. Najprv by sme vyrie²ili
rovnice pre integrálne krivky bázových polí V1, . . . , V8, dostali toky týchto polí
(jednoparametrické podgrupy grupy symetrií vo©ného pádu) a ukázali, ako sa
pomocou nich kon²truujú nové rie²enia. Od tohoto trápenia v²ak upustíme (rov-
nice pre integrálne krivky niektorých polí sú silno previazané) a ukáºeme si, ako
sa dajú toky bázových polí získa´ iným spôsobom.

4.4 Súvis medzi vo©ným pohybom po priamke
a vo©ným pádom

Niekedy sa môºe sta´, ºe h©adanie symetrií rovnice sa dá previes´ na h©adanie
symetrií inej rovnice, ktoré sa môºu h©ada´ ©ah²ie. Prípadne ak máme vyrie²ené
symetrie jednej rovnice, skoro zadarmo dostaneme hne¤ aj symetrie ¤al²ích
rovníc, ktoré sú s ¬ou v istom zmysle ekvivalentné.

V literatúre17 sa uvádza, ºe Lieova grupa symetrií oby£ajnej diferenciálnej
rovnice druhého rádu je najviac 8-rozmerná a navy²e 8-rozmerná grupa symetrií
vyjde práve vtedy, ke¤ sa rovnica dá previes´ zámenou súradníc na rovnicu
ÿ = 0.

Grupu symetrií rovnice ÿ = 0 sme h©adali v £asti 4.2 a vy²la naozaj 8-roz-
merná. Osem rozmerov má aj grupa symetrií vo©ného pádu.18 Tieto rovnice by
sa pod©a predchádzajúceho tvrdenia mali da´ previes´ jedna na druhú.

4.4.1 Zámena súradníc
Skúsme náj´ vhodnú zámenu súradníc (t, z) 7→ (t′, y), ktorá prevedie z̈ = −g

na ÿ = 0, a teda transformuje paraboly na priamky. Takáto zámena súradníc sa
dá nájs´ pomerne jednoducho:

z̈ = −g

d(ż) = −gdt

d(ż + gt) = 0

d

[
d

dt

(
z +

1
2
gt2

︸ ︷︷ ︸

)]

y

= 0

V poslednom riadku sme ozna£ili y ≡ z+ 1
2gt2. Rovnicu predelíme diferenciálom

dt a dostávame
ÿ = 0

�iºe ak chceme previes´ vo©ný pád na vo©ný pohyb po priamke, treba robi´
zámenu súradníc

T−1 : t 7→ t′ = t

z 7→ y = z +
1
2
gt2

17Pozri [4] str. 203 Theorem 6.39.
18Zatia© sme ju nena²li, ale ak Lieova algebra je 8-rozmerná, dostali by sme 8 jednopara-

metrických grúp symetrií, teda 8-rozmernú Lieovu grupu.
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My budeme potrebova´ opa£nú zámenu, pretoºe chceme prejs´ od ÿ = 0 ku
z̈ = −g.

T : (t, y) 7→ (t, z) =
(

t, y − 1
2
gt2

)
(4.19)

T

yHtL

t

y

zHtL

t

z

Obr. 4.8: Transformácia T zdeformuje rovinu. Ak v©avo poriadne priviaºeme ku sieti
£ervenú priamku (rie²enie rovnice ÿ = 0), T ju zohne na £ervenú parabolu (rie²enie
rovnice z̈ = −g).

4.4.2 Transformácia Lieových algebier
Ukáºeme, ºe touto zámenou sa naozaj Lieova algebra symetrií rovnice ÿ = 0

(polia (4.9) na strane 32) transformuje na tú (na poh©ad zloºitej²iu - polia (4.18)
na strane 41) pre z̈ = −g.

In�nitezimálne generátory symetrií sú vektorové polia. V £asti 2.3 sme ho-
vorili, ako sa správajú ich komponenty pri zámenách súradníc. Komponenty
generátorov symetrií rovnice vo©ného pádu dostaneme pod©a vzorca (2.4) takto

V ′
a

i(t, z) = J i
j(t, y)Va

j(t, y)
(

V ′
a

t

V ′
a

z

)
=

(
1 0
−gt 1

)(
Va

t

Va
y

)

kde Va
i treba vyjadri´ v súradniciach (t, z). Napríklad V8 prejde na
(

V ′
8

t

V ′
8

z

)
=

(
1 0
−gt 1

)(
ty
y2

)
=

=
(

1 0
−gt 1

)(
t
(
z + 1

2gt2
)

(
z + 1

2gt2
)2

)
=

(
tz + 1

2gt3

z2 − 1
4g2t4

)

V tomto prípade vy²lo presne W8 (pre potreby tejto £asti Wa ozna£ujú bázové
polia (4.18) Lieovej algebry symetrií vo©ného pádu). Na Obr. 4.9 je vidie´, ako
tranformácia funguje na integrálnych krivkách týchto polí.
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T

t

y

t

z

Obr. 4.9: Transformácia integrálnych kriviek po©a V8 na integrálne krivky po©a W8.

Podobne vypo£ítame v²etky V ′
a. Výsledky uvádzame v nasledujúcej tabu©ke.

a Va V ′
a V ′

a(Wb)
1 ∂t ∂t − gt∂z W1 − gW3

2 ∂y ∂z W2

3 t∂t t∂t − gt2∂z W5

4 y∂y

(
z + 1

2gt2
)
∂z W4

5 t∂y t∂z W3

6 y∂t

(
z + 1

2gt2
)
∂t +

(− 1
2g2t3 − gtz

)
∂z W7 − gW6

7 t2∂t + ty∂y t2∂t +
(
tz − 1

2gt3
)
∂z W6

8 ty∂t + y2∂y

(
tz + 1

2gt3
)
∂t +

(
z2 − 1

4g2t4
)
∂z W8

Dve polia vy²li pomie²ané, ale to vôbec nevadí, ide len o zmenu bázy Lieovej
algebry. Nemoºno o£akáva´, ºe vektorové polia prejdú presne jedno na druhé.
Ide o to, aby V ′

a boli bázou tej istej Lieovej algebry ako Wa.

4.4.3 Grupa symetrií vo©ného pádu
Teraz sa vrá´me ku h©adaniu symetrií vo©ného pádu. Ke¤ sme na²li zá-

menu súradníc (4.19) a s nad²ením sme zistili, ºe Lieove algebry pomocou nej
prechádzajú jedna na druhú, môºme hne¤ vyrobi´ z jednoparametrických grúp
symetrií rovnice ÿ = 0 jednoparametrické grupy symetrií rovnice z̈ = −g.

V tabu©ke na strane 38 vidíme, ako pracujú Ga
ε : (t, y) 7→ (t̂, ŷ). Zaujíma

nás, ako vyzerajú G′aε : (t, z) 7→ (t̂, ẑ). Treba si rozmyslie´, £o budeme robi´
(Obr. 4.10).

Obr. 4.10: Výroba toku G′aε z toku Ga
ε vyuºitím transformácie T .
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Na Obr. 4.10 vidíme, ºe z bodu (t, z) sa dá do (t̂, ẑ) dosta´ dvoma spôsobmi. Po
jednoduchej cesti£ke G′aε alebo dookola. Takºe19

G′aε = T ◦Ga
ε ◦ T−1

Z toho získavame vytúºený vzor£ek

(t̂, ẑ) = G′aε(t, z) = T ◦Ga
ε ◦ T−1(t, z)

Nájdime, ako funguje G′4ε.

(t̂, ẑ) = T ◦G4
ε ◦ T−1(t, z) = T ◦G4

ε

(
t, z +

1
2
gt2

)
= T

(
t, eε

[
z +

1
2
gt2

])
=

=
(

t, eε

[
z +

1
2
gt2

]
− 1

2
gt2

)
=

(
t, eεz +

1
2
gt2(eε − 1)

)

Podobne nájdeme v²etky ostatné G′aε . Výsledky sú v nasledujúcej tabu©ke.

a Ga
ε : (t, y) 7→ G′aε : (t, z) 7→

1 (t + ε, y)
(
t + ε, z − gε(t + 1

2ε)
)

2 (t, y + ε) (t, z + ε)

3 (eεt, y)
(
eεt, z + 1

2gt2(1− e2ε)
)

4 (t, eεy)
(
t, eεz + 1

2gt2(eε − 1)
)

5 (t, y + εt) (t, z + εt)

6 (t + εy, y)
(
t + ε(z + 1

2gt2), z − gε(z + 1
2gt2)[t + ε

2 (z + 1
2gt2)]

)

7
(

t
1−εt ,

y
1−εt

) (
t

1−εt ,
z−εt(z+ 1

2 gt2)

(1−εt)2

)

8
(

t
1−εy , y

1−εy

) (
t

1−ε(z+ 1
2 gt2)

,
z−ε(z+ 1

2 gt2)2

[1−ε(z+ 1
2 gt2)]2

)

Teraz treba vysko£i´ aspo¬ meter dvadsa´ do vzduchu, lebo v²etko sedí.20
Nájdené vz´ahy pre (t̂, ẑ) sú rie²eniami rovníc pre integrálne krivky21 polí V ′

a

a sp¨¬ajú aj po£iato£nú podmienku (t̂, ẑ)
∣∣
ε=0

= (t, z). Nové rie²enia získané
týmito symetriami budú naozaj rie²eniami z̈ = −g. V prípade G′2ε ide o posúva-
nie rie²enia v smere osi z a symetria G′5ε je Galileiho transformácia. Nebudeme
odvádza´ formuly pre kon²trukciu nových rie²ení. Bolo by to zd¨havé a ni£ nové
by sme sa nenau£ili. Z obrázkov 4.11 a 4.12 si môºme urobi´ predstavu, ako to
bude fungova´.

19Ide o skladanie zobrazení. T−1 pôsobí ako prvé, preto je vpravo.
20Ak sa nachádzate v elektri£ke alebo na inom mieste, ktoré takúto explóziu radosti ne-

umoº¬uje, sta£í decentných 10 centimetrov.
21Dá sa to jednoducho overi´ ²týlom pozriem a vidím alebo v ´aº²ích prípadoch pozriem,

zderivujem a uvidím.
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t

z

t

z

t

z

t

z

V1 ’= ¶ t -gt ¶ z V2 ’= ¶ z

V3 ’= t ¶ t -gt2 ¶ z V4 ’= Iz+1

2
gt2M¶ z

Obr. 4.11: Kon²trukcia nových rie²ení pomocou G′1ε, . . . , G
′4
ε zo z(t) = 1− 0.4t− 1

2
gt2

(£ervená) a zo z(t) = − 1
2
gt2 (modrá). Staré rie²enia sú plnou £iarou, nové preru²ova-

nou.

Na obrázkoch 4.11 a 4.12 vidíme, ºe rie²enie z(t) = − 1
2gt2 sa okrem dvoch

prípadov zobrazuje na seba. V 4, 6, 8 je to preto, ºe polia sú tam nulové, takºe
body leºiace na grafe rie²enia sa vôbec nepohnú. V 1, 3, 7 leºí rie²enie presne na
integrálnej krivke a body te£ú len pozd¨º rie²enia. Dá sa jednoducho vidie´, ºe je
to správne. Toto rie²enie vznikne transformáciou T (vz´ah (4.19)) z triviálneho
rie²enia y(t) ≡ 0 rovnice ÿ = 0. Ak sa vrátime ku obrázkom 4.4, 4.5 a predsta-
víme si na nich triviálne rie²enie, spozorujeme, ºe v zodpovedajúcich prípadoch
sa rie²enie z rovnakých prí£in zobrazí do seba.
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t

z

t

z

t

z

t

z

V5 ’= t ¶ z V6 ’= Iz+ 1

2
gt2M ¶ t +I-

1

2
g2 t3
-gtzM ¶ z

V7 ’= t2
¶ t +Itz-

1

2
gt3M ¶ z V8 ’= Itz+ 1

2
gt3M ¶ t +Iz2

-
1

4
g2 t4M ¶ z

Obr. 4.12: Kon²trukcia nových rie²ení pomocou G′5ε, . . . , G
′8
ε zo z(t) = 1− 0.4t− 1

2
gt2

(£ervená) a zo z(t) = − 1
2
gt2 (modrá). Staré rie²enia sú plnou £iarou, nové preru²ova-

nou.

�kálovanie
Na záver si povieme nie£o o symetrii známej z teoretickej mechaniky. Zo-

berme polia W4,W5 a spravme z nich kombináciu

W² = 2W4 + V 5 = t∂t + 2z∂z

Rovnice pre integrálne krivky sa vyrie²ia ©ahko a dostaneme tok

G²
ε : (t, z) 7→ (eεt, e2εz)

Takáto transformácia hovorí, ºe ak chceme a-krát natiahnu´ priestorový rozmer,
treba √a-krát natiahnu´ £as, aby sme opä´ dostali rie²enie rovnice (a = e2ε).
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Ak G²
ε necháme pôsobi´ na rie²enie z(t) = h− 1

2gt2, dostaneme

ẑ
(
t̂
)

= az(t) = a

[
h− 1

2
gt2

]
= a

[
h− 1

2
g

(
t̂√
a

)2
]

= ah− 1
2
gt̂2

Tejto symetrii sa hovorí ²kálovacia symetria.22

22Vtipne ju vyuºívajú ju �lmári. Amerických ak£ných �lmov nie je nikdy dos´ a £asto treba
nato£i´ vo©ný pád auta z garáºového domu. Niekedy sa auto vo vzduchu málokrát prevráti
alebo slabo horí a záber sa musí opakova´. Aby sa neminulo to©ko pe¬azí na nové autá,
spraví sa dvojmetrový model garáºového domu a hádºu sa z neho horiace hra£kárske autí£ka.
Nakrútený záber musí vyzera´ realisticky - musíme ma´ pocit, ºe auto letí vo©ným pádom
(pod©a rovnice z̈ = −g) z 25-krát vä£²ej vý²ky. Na to treba

√
25 = 5-krát spomali´ £as.
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Kapitola 5

Základné vety a de�nície

V tejto krátkej kapitole uvedieme presné znenie základných viet pouºívaných
pri h©adaní symetrií diferenciálnych rovníc.1 V²eobecný Lieov aparát umoº-
¬uje h©ada´ aj symetrie systému diferenciálnych rovníc. Vety sformulujeme v²e-
obecne pre systém diferenciálnych rovníc s viacerými nezávislými a závislými
premennými. V celej kapitole ozna£ujú x = (x1, . . . , xp) nezávislé premenné
a u = (u1, . . . , uq) závislé premenné. �íslo p je po£et nezávislých a q po£et zá-
vislých premenných. V poslednom odseku sformulujeme de�níciu grupy symetrií
systému diferenciálnych rovníc.

5.1 Veta o pred¨ºení vektorového po©a
V literatúre2 je uvedená v²eobecná explicitná formula, pomocou ktorej sa

predlºujú vektorové polia. Tú v²ak v tejto práci nepouºívame. Pracujeme s jej
rekurentnou obdobou, ktorú si teraz uvedieme.

Veta Nech

V = Xi(x, u)
∂

∂xi
+ Uα(x, u)

∂

∂uα
i = 1, . . . , p α = 1, . . . , q

je vektorové pole de�nované na X × U .3 Prvé pred¨ºenie po©a V je vektorové
pole de�nované na J1 ≡ X × U × U (1) a má podobu4

V (1) = V + Uk
α(x, u, u(1))

∂

∂uα
k

k = 1, . . . , p

kde u(1) ≡ (
∂1u

1, ∂2u
1, . . . , ∂pu

q
)
je vektor v²etkých prvých derivácií v²etkých

závislých premenných a
uα

k = ∂kuα ≡ ∂uα

∂xk

Funkcie Uk
α sú dané vz´ahom

Uk
α(x, u, u(1)) = DkUα − uα

i

(
DkXi

)

1Dôkazy moºno nájs´ v knihe [3].
2Pozri [3] str. 110 Theorem 2.36.
3Presnej²ie na otvorenej podmnoºine A ⊂ X × U .
4Opä´ presnej²ie na podmnoºine A(1) ⊂ X × U × U(1).
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kde Dk je operátor úplnej derivácie pod©a xk. n-té pred¨ºenie po©a V je vektorové
pole de�nované na Jn ≡ X × U × U (n) a má podobu5

V (n) = V (n−1) + UJk
α (x, u, u(n))

∂

∂uα
Jk

(5.1)

kde u(n) ≡ (
∂1u

1, ∂2u
1, . . . , ∂n

p uq
)
je vektor derivácií v²etkých závislých premen-

ných pod©a v²etkých nezávislých premenných aº po n-té derivácie a

uα
Jk = ∂J∂kuα ≡ ∂n−1+1uα

∂xj1∂xj2 · · · ∂xjn−1∂xk
1 ≤ jm ≤ p

Index J = (j1, . . . , jn−1) je neusporiadaná (n−1)-tica prirodzených £ísel. Takýto
index je zvlá²tna vec a vyºaduje si trochu cviku, kým sa s ním nau£í £lovek
narába´.6 Funkcie UJk

α v (5.1) sú dané vz´ahom

UJk
α (x, u, u(n)) = DkUJ

α − uα
Ji

(
DkXi

)

¤

Kon²trukcia pred¨ºení vektorových polí teda vo v²eobecnosti funguje reku-
rentne (n-té sa kon²truuje z (n−1)-vého), len si treba na konkrétnych príkladoch
ujasni´, £o sa kam dosádza.7

5.2 Kritérium in�nitezimálnej invariantnosti
Na formuláciu kritéria potrebujeme de�nova´, £o to znamená, ke¤ má sys-

tém diferenciálnych rovníc maximálny rang.

De�nícia Hovoríme, ºe systém N diferenciálnych rovníc

Φa(x, u, u(n)) = 0 a = 1, . . . , N (5.2)

má maximány rang, ak Jacobiho matica

JΦ(x, u(n)) =




∂Φ1
∂x1 · · · ∂Φ1

∂xp
∂Φ1
∂u1 · · · ∂Φ1

∂uq
∂Φ1
∂u1

1
· · · ∂Φ1

∂uq
(0,...,n)

... . . . ...
... . . . ...

... . . . ...
∂ΦN

∂x1 . . . ∂ΦN

∂xp
∂ΦN

∂u1 · · · ∂ΦN

∂uq
∂ΦN

∂u1
1

· · · ∂ΦN

∂uq
(0,...,n)




je rangu N v²ade tam, kde Φa(x, u, u(n)) = 0 pre v²etky a. Symbol uq
(0,...,n)

trochu krkolomne8 ozna£uje n-tú deriváciu uq pod©a poslednej premennej xp.
¤

5Opä´ presnej²ie na podmnoºine A(n) ⊂ X × U × U(n).
6Vo vz´ahu (5.1) cez takýto index (v²etky moºné neusporiadané (n − 1)-tice) s£ítavame.

Na príklade rovnice vedenia tepla v £asti 6.1 bude jasnej²ie, ako to funguje.
7Preto pozri e²te raz kon²trukciu pred¨ºení v predchádzajúcich príkladoch a porovnaj so

v²eobecnou formulou.
8Ke¤ sa derivuje pod©a derivácii, tak predsa musí by´ nejaký zmätok.
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Na prvý poh©ad to vyzerá zloºito, ale napríklad pre rovnicu vo©ného pádu

Φ(t, z, ż, z̈) = z̈ + g = 0 (5.3)

máme N = 1, p = 1, q = 1, n = 2. Jacobiho matica má jeden riadok, v ktorom
máme postupne derivácie pod©a v²etkého, £o máme v rovnici (pod©a t, z, ż, z̈).

JΦ = (0, 0, 0, 1)

Táto matica má rang 1, a teda �systém� (5.3) má maximány rang.

Veta Nech
Φa(x, u, u(n)) = 0 a = 1, . . . , N (5.4)

je systém N diferenciálnych rovníc maximélneho rangu9 de�novaných na A ⊂
X × U × U (n). Ak G je lokálna grupa tranformácií na A a ak platí

V (n)[Φa(x, u, u(n))] = 0 a = 1, . . . , N

v²ade tam, kde platia rovnice, teda kde

Φa(x, u, u(n)) = 0 a = 1, . . . , N

pre kaºdý in�nitezimálny generátor V grupy G, potom G je grupa symetrií sys-
tému (5.4).
¤

Poznamenjme, ºe vo v²etkých rovniciach diskutovaných v tejto práci je pod-
mienka maximálneho rangu o£ividne splnená a nebudeme sa k nej vyjadrova´.

5.3 De�nícia grupy symetrií
Na záver tejto kapitoly pripojíme presnú de�níciu grupy symetrií systému

diferenciálnych rovníc.

De�nícia Grupa symetrií systému diferenciálnych rovníc je lokálna10 grupa
transformácií G pôsobiaca na otvorenej podmnoºine A ⊂ X ×U s nasledujúcou
vlastnos´ou:
Ak funkcia u = f(x) je rie²ením systému a ak pôsobenie g(f) je de�nované pre
g ∈ G, potom u = [g(f)](x) je tieº rie²ením systému.
¤

9Poznámka pre znalcov: Maximálny rang znamená, ºe vz´ahy (5.4) de�nujú podvarietu
v totálnom priestore Jn.

10Lokálnos´ tu znamená, ºe grupová transformácia môºe by´ niekedy de�novaná len pre
grupové prvky z dostato£ne blízkeho okolia jednotkového prvku grupy, pri£om ¤alej to môºe
by´ problematické. Presnú de�níciu lokálnej grupy transformácii moºno nájs´ v knihe [3] str. 20
De�nition 1.25.
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Kapitola 6

H©adanie symetrií
diferenciálnych rovníc II.

Príklady v tejto kapitole sú o nie£o zloºitej²ie, neº tie v kapitole 4. Zloºitos´
spo£íva v tom, ºe v prípade rovnice vedenia tepla ide o rovnicu s viacerými nezá-
vislými premennými a kon²trukcia pred¨ºenia vektorového po©a bude kompliko-
vanej²ia. V prípade rozpadovej rovnice nastanú isté problémy s determinujúcou
rovnicou.

6.1 Rovnica vedenia tepla
Vety v kapitole 5 umoº¬ujú h©ada´ symetrie rovníc s viacerými nezávislými

premennými. Ako ukáºku nájdeme symetrie rovnice vedenia tepla na priamke.
Ide o rovnicu

∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2

kde u = u(x, t) je teplota v mieste x a £ase t, k je koe�cient vedenia tepla. Pre
derivácie budeme pouºíva´ ozna£enia

∂u

∂t
≡ ut

∂2u

∂x2
≡ uxx

∂2u

∂x∂t
≡ uxt

a podobne. Kvôli preh©adnosti zvo©me k = 1. V novom ozna£ení máme rovnicu
ut = uxx (6.1)

V rovnici sú dve nezávislé premenné x, t a jedna závislá premenná u. Rie-
²enia sú nejaké plochy v R3[x, t, u]. Symetrie budú transformácie, ktoré po-
krútia rie²enie tak, ºe vzniknutá plocha je opä´ rie²ením. Najvy²²ia derivácia
v (6.1) je druhá, takºe pre potreby h©adania symetrií skon²truujeme ve©ký pries-
tor J2, v ktorom budú ako súradnice x, t, u a v²etky prvé a druhé derivácie
u(2) ≡ (ux, ut, uxx, uxt, utt). Spolu je to 8 rozmerov a diferenciálna rovnica (6.1)
je v J2 nejaká 7-rozmerná nadplocha daná predpisom

Φ(x, t, u, u(2)) = ut − uxx = 0

Majme na X × U = R3[x, t, u] v²eobecné vektorové pole
V = A(x, t, u)∂x + B(x, t, u)∂t + C(x, t, u)∂u (6.2)
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Pred¨ºenie vektorového po©a
Skon²truujme druhé pred¨ºenie po©a V pod©a vety o pred¨ºení z £asti 5.1.

Najprv po£ítame prvé pred¨ºenie

V (1) = V + Ux(x, t, u, u(1))∂ux
+ U t(x, t, u, u(1))∂ut

kde u(1) = (ux, ut) a

Ux(x, t, u, u(1)) = DxC − (uxDxA + utDxB)
U t(x, t, u, u(1)) = DtC − (uxDtA + utDtB) (6.3)

Dx, Dt sú operátory totálnych derivácii pod©a x resp. t. Z po©a V (1) ¤al²ím
pred¨ºením dostaneme V (2).

V (2) = V (1) + Uxx(x, t, u, u(2))∂uxx
+ Uxt(x, t, u, u(2))∂uxt

+ U tt(x, t, u, u(2))∂utt

kde

Uxx = DxUx − (uxxDxA + uxtDxB) (6.4)
Uxt = DtUx − (uxxDtA + uxtDtB)

= DxUt − (utxDxA + uttDxB)
U tt = DtUt − (utxDtA + uttDtB)

Funkciu Uxt moºno po£íta´ dvoma spôsobmi, ale dostaneme nakoniec to isté.

Determinujúca rovnica
Na ur£enie komponentov A,B, C po©a V pouºijeme kritérium in�nitezimál-

nej invariantnosti.
V (2)(Φ)|Φ=0

!= 0

Dosadíme za V (2) a Φ. Dostaneme

(U t − Uxx)
∣∣
ut=uxx

= 0 (6.5)

Dosadíme za U t, Uxx zo vz´ahov (6.3), (6.4). Potom (6.5) prejde na

{DtC − (uxDtA + utDtB)− [Dx (DxC − (uxDxA + utDxB)) −
−(uxxDxA + uxtDxB)]}|ut=uxx

= 0

Po zderivovaní, dosadení uxx za v²etky ut a pár úpravách dostaneme determi-
nujúcu rovnicu

(
∂tC − ∂2

xC
)

+ ux

(
∂2

xA− ∂tA− 2∂x∂uC
)

+ u2
x

(
2∂x∂uA− ∂2

uC
)

+

+u3
x∂2

uA + uxx

(
2∂xA + ∂2

xB − ∂tB
)

+ uxt2∂xB +

+uxuxx (2∂uA + 2∂x∂uB) + uxuxt2∂uB + u2
xuxx∂2

uB = 0 (6.6)

Na prvý poh©ad je to hrozivo vyzerajúca rovnica, ale v²imneme si, ºe ©avá strana
je polynóm v deriváciách ux, uxx, uxt. Jediný spôsob, ako zabezpe£i´ rovnos´, je
poloºi´ koe�cienty pri kaºdej kombinácii rové nule. Rovnica (6.6) sa rozpadne na
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sústavu deviatich jenoduch²ích rovníc, ktoré sú vyie²ené v dodatku A. Rie²enia
determinujúcej rovnice (6.6) sú funkcie

A(x, t, u) = c1 + c4x + 2c5t + 4c6xt

B(x, t, u) = c2 + 2c4t + 4c6t
2

C(x, t, u) =
(
c3 − c5x− 2c6t− c6x

2
)
u + α(x, t)

kde c1, . . . , c6 sú ©ubovo©né reálne kon²tanty a α(x, t) je ©ubovo©ným rie²ením
rovnice vedenia tepla.

Lieova algebra symetrií
Vektorové pole, ktorého tok transformuje rie²enia rovnice vedenia tepla na

nové rie²enia je
V = c1∂x + c2∂t + c3u∂u + c4 (x∂x + 2t∂t) + c5 (2t∂x − xu∂u) +

+c6

[
4xt∂x + 4t2∂t −

(
x2 + 2t

)
u∂u

]
+ α(x, t)∂u

Bázové vektorové polia sú
V1 = ∂x

V2 = ∂t

V3 = u∂u

V4 = x∂x + 2t∂t

V5 = 2t∂x − xu∂u

V6 = 4xt∂x + 4t2∂t −
(
x2 + 2t

)
u∂u

Vα = α(x, t)∂u

(6.7)

Polia (6.7) opä´ tvoria bázu (nekone£norozmernej1) Lieovej algebry symetrií.
Násobenie prvkov (komutátor vektorových polí) je naozaj zobrazenie L×L → L.
Opä´ to sta£í overi´ na báze (6.7). Výsledky uvádzame v nasledujúcej tab©ke,
kde v i-tom riadku a j-tom st¨pci je komutátor [Vi, Vj ].

V1 V2 V3 V4 V5 V6 Vα

V1 0 0 0 V1 −V3 2V5 Vαx

V2 0 0 0 2V2 2V1 4V4 − 2V3 Vαt

V3 0 0 0 0 0 0 −Vα

V4 −V1 −2V2 0 0 V5 2V6 Vα′

V5 V3 2V1 0 −V5 0 0 Vα′′

V6 −2V5 2V3 − 4V4 0 −2V6 0 0 Vα′′′

Vα −Vαx −Vαt Vα −Vα′ −Vα′′ −Vα′′′ 0
V tabu©ke sme ozna£ili

Vαx ≡ αx∂u

Vαt ≡ αt∂u

Vα′ ≡ (xαx + 2tαt)∂u

Vα′′ ≡ (2tαx + xα)∂u

Vα′′′ ≡ [
4txαx + 4t2αt + (x2 + 2t)α

]
∂u

(6.8)

1Vektor v L sa nezadáva ôsmimi £íslami, ako tomu bolo pre vo©ný pohyb po priamke
a vo©ný pád. Treba zada´ 6 £ísel (vektor v 6-rozmernej podalgebre) a jednu funkciu (vektor
v∞-rozmernej podalgebre). Vα je∞-rozmerná, lebo priestor takýchto funkcií je∞-rozmerný.
∞-rozmerná algebra vy²la aj v £asti 4.1, kde sme h©adali symetrie rovnice státia.
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Neskôr prezradíme, £o výsledky (6.8) znamenajú. Dolný index pri α znamená
deriváciu pod©a x resp. t.

Lieova grupa symetrií a výroba nových rie²ení
�alej sa nájdu integrálne krivky polí (6.7) a tým pádom aj ich toky - jed-

noparametrické podgrupy grupy symetrií. Nebudeme to tu robi´, ide vºdy len
o vyrie²enie sústavy troch diferenciálnych rovníc typu

x̂′ = (Va)x

t̂′ = (Va)t

û′ = (Va)u

kde (Va)i ozna£uje zloºku i po©a Va. Vyuºijú sa po£iato£né podmienky

x̂(0) = x t̂(0) = t û(0) = u

Nové rie²enia sa budú zo známeho u = f(x, t) kon²truova´ podobne, ako
sme to robili v £asti 4.2. Výsledky h©adania symetrií rovnice vedenia tepla sú
v tabu©ke.

a Va Ga
ε : (x, t, u) 7→ Nové rie²enie

1 ∂x (x + ε, t, u) f(x− ε, t)

2 ∂t (x, t + ε, u) f(x, t− ε)

3 u∂u (x, t, eεu) eεf(x, t)

4 x∂x + 2t∂t (eεx, e2εt, u) f(e−εx, e−2εt)

5 2t∂x − xu∂u (x + 2εt, t, ue−εx−ε2t) e−εx+ε2tf(x− 2εt, t)

α α(x, t)∂u (x, t, u + εα(x, t)) f(x, t) + εα(x, t)

Nájdené symetrie majú fyzikálny zmysel.

G1
ε, G

2
ε sú translácie v £ase a priestore.

G3
ε, G

α
ε odzrkad©ujú linearitu rovnice vedenia tepla. G3

ε hovorí, ºe násobok rie-
²enia je tieº rie²ením a Gα

ε hovorí, ºe k ná²mu rie²eniu môºme pripo£íta´
ε-násobok hocijakého iného a dostaneme opä´ rie²enie.2

G4
ε je ²kálovacia symetria. Ak a-krát natiahneme priestor, treba a2-krát natiah-

nu´ £as (a = eε).3

G5
ε je Galileiho transformácia. Popisuje, ako sa zmení rie²enie vzh©adom na

súradnicovú sústavu v pokoji, ak niekto bude ´aha´ doprava ty£, v ktorej
sa ²íri teplo, rýchlos´ou 2ε.

Vrá´me sa ku poliam (6.8), ktoré vy²li z komutátorov [Vα, Va]. Sú to v pod-
state Vα, len namiesto α máme nie£o iné. Teda význam vecí stojacich namiesto
α je rovnaký ako význam α. Ak α(x, t) je ©ubovo©ným rie²ením rovnice, tak

2Tieto symetrie poznáme pod názvom princíp superpozície. Podobná situácia nastala aj
pri vo©nom pohybe po priamke, ale nebola takto pekne vidie´, preto sme sa k nej nevyjadrili.

3Ke¤ budeme ma´ 2-krát dlh²iu ty£, v²etky deje budú trva´ 4-krát dlh²ie.
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rie²ením sú aj výrazy stojace pred ∂u na pravých stranách v (6.8). Overme to
napríklad pre α′ = xαx + 2tαt.

α′t = xαxt + 2αt + 2tαtt

α′xx = 2αxx + xαxxx + 2tαxxt = 2αt + xαxt + 2tαtt

kde sme vyuºili, ºe αxx = αt. Vy²lo, ºe α′t = α′xx, teda α′ tieº rie²i rovnicu
vedenia tepla. Zaujímavé sú Vαx

a Vαt
. Z nich sa dozvedáme, ºe ak α je ©ubovo©né

rie²enie, potom aj jeho derivácia je rie²ením. Medzi ©ubovo©né rie²enia patrí aj
to zderivované, £iºe aj derivácia derivácie je rie²ením. Indukciou dostávame, ºe
v²etky (aj zmie²ané) parciálne derivácie rie²enia sú rie²eniami rovnice vedenia
tepla.

Symetria G6
ε je zloºitej²ia a uvedieme ju zvlá²´.

G6
ε : (x, t, u) 7→

(
x

1− 4εt
,

t

1− 4εt
, u
√

1− 4εt exp
( −εx2

1− 4εt

))

Nech u = f(x, t) je rie²ením rovnice vedenia tepla. Potom nové rie²enie sa
pomocou G6

ε vyrába nasledovne

û
(
x̂, t̂

)
= u

√
1− 4εt exp

( −εx2

1− 4εt

)
= f(x, t)

√
1− 4εt exp

( −εx2

1− 4εt

)
=

=
1√

1 + 4εt̂
exp

( −εx̂2

1 + 4εt̂

)
f

(
x̂

1 + 4εt̂
,

t̂

1 + 4εt̂

)
(6.9)

Posledný krok si treba premyslie´. V²etky x, t treba vyjadri´ cez x̂, t̂, teda

t̂ =
t

1− 4εt
⇒ t =

t̂

1 + 4εt̂

x̂ =
x

1− 4εt
⇒ x =

x̂

1 + 4εt̂

a potom upravi´. Strie²ky v (6.9) teraz môºme zmaza´ a máme nové rie²enie

u(x, t) =
1√

1 + 4εt
exp

( −εx2

1 + 4εt

)
f

(
x

1 + 4εt
,

t

1 + 4εt

)
(6.10)

Symetria G6
ε nemá peknú fyzikálnu interpretáciu, ale ukáºkovo demon²truje,

aký ve©ký význam má h©adanie symetrií rovníc. Zoberme kon²tantné rie²enie
rovnice vedenia tepla

u(x, t) ≡ c

Pustime na¬ho G6
ε. Zo vz´ahu (6.10) potom dostávame nové rie²enie

u(x, t) =
c√

1 + 4εt
exp

( −εx2

1 + 4εt

)

Ak spravíme e²te transláciu G2
ε, v ktorej zvolíme ε = 1

4ε a vyberieme kon²tantu
c =

√
ε
4π , z jednoduchého rie²enia u = c ©ahko dostaneme úplne netriviálne

fundamentálne rie²enie rovnice vedenia tepla

u(x, t) =
1√
4πt

exp
(−x2

4t

)
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6.2 Rozpadová rovnica
Na záver sa pozrime na rozpadovú rovnicu, ktorá opisuje rádioaktívnu pre-

menu látky. Rovnica má tvar
ṅ = −λn (6.11)

kde n je po£et £astíc a λ je rozpadová kon²tanta. Je to oby£ajná diferenciálna
rovnica prvého rádu s kon²tantnými koe�cientami. Jej rie²enia sú krivky n(t)
v R2[t, n], ktoré vyjadrujú £asovú zavislos´ po£tu nepremenených jadier rádi-
onuklidu.4

Budeme pracova´ v priestore J1 = R3[t, n, v ≡ ṅ]. Rovnicu (6.11) prepí²eme
na tvar

Φ(t, n, v) = v + λn = 0 (6.12)
V²eobecný tvar vektorového po©a v priestore R2[t, n] je

V = A(t, n)∂t + B(t, n)∂n (6.13)

Pred¨ºenie vektorového po©a
Pred¨ºenie V (1) sa z V kon²truuje ako vºdy

V (1) = V + G(t, n, v)∂v

G = DtB − v (DtA)
Dt = ∂t + v∂n

Determinujúca rovnica
Zostáva ur£i´ komponenty A,B tak, aby tok po©a V (1) robil, £o potrebujeme.

Pouºijeme kritérium in�nitezimálnej invariantnosti.

V (1)(Φ)
∣∣∣
Φ=0

!= 0 (6.14)

V (1)(Φ)
∣∣∣
Φ=0

= (A∂t + B∂n + G∂v)(v + λn)|Φ=0 =

= (λB + G)|Φ=0 =
= [λB + ∂tB + v∂nB − v(∂tA + v∂nA)]|Φ=0 = 0 (6.15)

Dosadíme Φ = v + λn = 0 a dostávame determinujúcu rovnicu pre funkcie
A(t, n), B(t, n).

λB + ∂tB − λn∂nB + λn∂tA− λ2n2∂nA = 0 (6.16)

�avá strana nie je polynóm v n, lebo A,B závisia od n. Je to ´aºká rovnica
a nebudeme sa snaºi´ h©ada´ jej v²eobecné rie²enie.5 Ukáºeme jeden pekný trik,
ktorý pomôºe nájs´ aspo¬ nejaké (nie v²etky) symetrie rozpadovej rovnice.

Spome¬me si, £o vlastne znamená kritérium in�nitezimálnej invariantnosti.
Podrobne sme o tom hovorili na strane 26. Kritérium hovorí, ºe pole V (1) má

4Po£et jadier je nezáporné £íslo a mali by sme uvaºova´ len nezáporné rie²enia, ale tým sa
tu nebudeme zapodieva´. Teraz ide o matematické pochopenie ma²inérie.

5Za jej vyrie²enie vypisujem odmenu vo vý²ke 0 e, konverzný kurz 1 e = 30,1260 Sk.
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by´ také, aby funkcia Φ v smere po©a nemenila svoju hodnotu v miestach, kde
platí rovnica. Dobrý nápad je poºiadavku (6.14) zosilni´ na

V (1)(Φ) != 0 (6.17)

To znamená, ºe funkcia Φ nemá v smere po©a meni´ svoju hodnotu nielen tam,
kde platí rovnica, ale v²ade. V²ade znamená na v²etkých mnoºinách Φ = kon²t.,
£o sú vrstevnice funkcie Φ. V tomto prípade vrstevnice sú roviny v R3[t, n, v]
(Obr. 6.1). Ke¤ sa nachádzame v bode, kde Φ má hodnotu c, treba nastavi´ kom-
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Obr. 6.1: Vrstevnice funkcie Φ(t, n, v) = v +λn sú rovnobeºné roviny. Modrá je Φ = 0,
zelené sú Φ = +c a Φ = −c. Zvolili sme λ = 0, 4.

ponenty A,B tak, ºe pri in�nitezimálnom krá£aní v smere po©a sa dostaneme
len do miest, kde Φ = c. V²etky roviny (a teda aj tá, ktorá reprezentuje roz-
padovú rovnicu) budú invariantné vzh©adom na tok po©a V .6 Kritérium (6.17)
nám dá podmienku (6.15), ale bez ohrani£enia na Φ = 0.

(λB + ∂tB) + v(∂nB − ∂tA) + v2(−∂nA) = 0 (6.18)

�avá strana je polynóm vo v a rovnicu (6.18) môºme ²tandardne rie²i´. Rovnica
sa rozpadne na tri jednoduch²ie

v0 λB + ∂tB = 0 (i)
v1 ∂nB − ∂tA = 0 (ii)
v2 −∂nA = 0 (iii)

Z rovnice (iii) výplýva, ºe A(t, n) = A(t). Dosadíme to do (ii) a máme

∂nB(t, n) = ∂tA(t)
B(t, n) = n∂tA(t) + α(t) (6.19)

�alej (6.19) dosadíme do (i) a dostaneme

λn∂tA + λα + n∂2
t A + ∂tα = 0

6Ak sa nám to podarí zabezpe£i´, hovoríme, ºe funkcia Φ je invariantná vzh©adom na
pôsobenie grupy.
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�avá strana je polynóm v n, takºe

n0 ∂tα + λα = 0 (6.20)
n1 ∂2

t A + λ∂tA = 0 (6.21)

Vz´ahy (6.20), (6.21) hovoria, ºe α(t) a ∂tA sú rie²eniami rozpadovej rovnice.
Ozna£me ∂tA ≡ β(t). Potom

A(t) =
∫ t

0

β(τ)dτ + c1

a dosadením do (6.19) získame

B(t, n) = nβ(t) + α(t) (6.22)

Podalgebra Lieovej algebry symetrií
H©adané vektorové pole je

V = A∂t + B∂n =
(∫ t

0

β(τ)dτ + c1

)
∂t + [nβ(t) + α(t)]∂n

a bázové polia vychádzajú

V1 = ∂t

Vα = α(t)∂n

Vβ =
(∫ t

0

β(τ)dτ

)
∂t + nβ(t)∂n

Kde α(t), β(t) sú ©ubovo©né rie²enia rozpadovej rovnice. Pole V1 vy²lo kvôli inva-
riantnosti rovnice vzh©adom na posunutia v £ase. Pole Vα máme v¤aka linearite
rovnice. Interpretáciu Vβ necháme na fantáziu £itate©a.7 Polia V1, Vα, Vβ tvoria
Lieovu algebru. Výsledky komutátorov sú v tabu©ke.

V1 Vα Vβ

V1 0 0 Vβ̇

Vα 0 0 Vα′

Vβ −Vβ̇ −Vα′ 0

Ozna£ili sme

Vβ̇ = β(t)∂t + nβ̇(t)∂n

Vα′ =
(

αβ − α̇

∫ t

0

β(τ)dτ

)
∂n

Podobne ako vz´ahy (6.8) v £asti 6.1, aj tu polia Vβ̇ , Vα′ znamenajú, ºe ak α(t),
β(t) sú rie²enia, potom rie²ením je aj derivácia8 β̇ a aj ²ialená kombinácia α′.

7Treba si zvoli´ nejaké β(t) a nájs´ integrálne krivky. Prezradíme, ºe vyjdú rovnako ako
rie²enia rovnice.

8Podobne ako v £asti 6.1 z toho vyplýva, ºe v²etky derivácie sú rie²eniami. Je to naozaj
pravda, lebo rie²enia sú funkcie typu e−λt.
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Polia V1, Vα, Vβ tvoria podalgebru Lieovej algebry symetrií rozpadovej rov-
nice. Nevy²la nám napríklad symetria, ktorú sme s napätím o£akávali - náso-
benie rie²enia kon²tantou. Rozpadová rovnica túto symetriu o£ividne má. Ako
vieme z £asti 6.1, prislúcha jej pole V2 = n∂n. Ke¤ V2 prihodíme k nájdeným
poliam a vypo£ítame komutátory, dostaneme novú tabu©ku.

V1 Vα Vβ V2

V1 0 0 Vβ̇ 0
Vα 0 0 Vα′ Vα

Vβ −Vβ̇ −Vα′ 0 0
V2 0 −Vα 0 0

Vidíme, ºe aj s pridaným V2 polia tvoria Lieovu algebru. Mohlo by sa v²ak sta´,
ºe by algebru netvorili a niektorý komutátor by dal pole, ktoré sme nepoznali.
Objavili by sme tak ¤al²iu symetriu.

Ukazuje sa ¤al²ia silná stránka Lieovej ma²inérie: ak sa nám podarí nájs´
len nejaké symetrie diferenciálnej rovnice, môºme niekedy z komutátorov im
prislúchajúcich polí po©ahky nájs´ ¤al²ie symetrie.9

9Pozrime na tabu©ku na strane 33. Predstavme si, ºe sme na²li iba polia V1, . . . , V7. Vypo-
£ítaním komutátora [V6, V7] objavíme pole V8.
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Dodatok A

Rie²enia determinujúcich
rovníc

A.1 Vo©ný pohyb po priamke
Rovnica (4.8) sa rozpadne na sústavu jednoduch²ích rovníc. Pri jednotlivých

mocninách máme

v0 ∂2
t B = 0 (i)

v1 2∂t∂yB − ∂2
t A = 0 (ii)

v2 ∂2
yB − 2∂t∂yA = 0 (iii)

v3 −∂2
yA = 0 (iv)

Zo (iv) vyplýva, ºe A má tvar

A(t, y) = α(t)y + β(t) (A.1)

Podobne z (i) obdrºíme
B(t, y) = ξ(y)t + η(y) (A.2)

Vz´ahy (A.1), (A.2) dosadíme do (ii)

2∂yξ(y)− ∂2
t α(t)y − ∂2

t β(t) = 0

∂yξ(y) =
1
2

[
∂2

t α(t)y + ∂2
t β(t)

]

ξ(y) =
1
4
∂2

t α(t)y2 +
1
2
∂2

t β(t)y + c5

Aby ξ záviselo len od y, musia ∂2
t α(t), ∂2

t β(t) by´ kon²tanty, teda

α(t) = c′t2 + c8t + c6

β(t) = c7t
2 + c3t + c1

Potom ξ má tvar1

ξ(y) =
1
2
c′y2 + c7y + c5

1Kon²tanty záhadne £íslujeme tak, aby nám nakoniec nie£o vy²lo pekne.
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Vz´ahy (A.1), (A.2) dosadíme do (iii)

∂2
yξ(y)t + ∂2

yη(y)− 2∂tα(t) = 0

Dosadíme vypo£ítané ξ(y), α(t) a máme

c′t + ∂2
yη(y)− 4c′t− 2c8 = 0

∂2
yη(y) = 2c′t− 2c8

Aby platila rovnos´, pravá strana nemôºe by´ funkciou t, teda c′ = 0. Potom
pre η dostávame

η(y) = c8y
2 + c4y + c2

Funkcie A(t, y), B(t, y) vychádzajú

A(t, y) = (c8t + c6)y + c7t
2 + c3t + c1

B(t, y) = (c7y + c5)t + c8y
2 + c4y + c2

A.2 Vo©ný pád
�avá strana determinujúcej rovnice (4.17) je polynóm vo v a rovnica sa

redukuje na sústavu ²tyroch rovníc:

v0 ∂2
t B − g∂zB + 2g∂tA = 0 (i)

v1 2∂t∂zB − ∂2
t A + 3g∂zA = 0 (ii)

v2 ∂2
zB − 2∂t∂zA = 0 (iii)

v3 −∂2
zA = 0 (iv)

Rovnica (iv) hovorí, ºe A je lineárna funkcia v premennej z.

A(t, z) = α(t)z + β(t) (A.3)

Dosadíme (A.3) do (iii) a máme

∂2
zB = 2∂tα(t)

B(t, z) = ∂tα(t)z2 + ρ(t)z + σ(t) (A.4)

Vz´ahy (A.3), (A.4) dosadíme do (ii).

2(2∂2
t αz + ∂tρ)− ∂2

t αz − ∂2
t β + 3gα = 0

(2∂tρ− ∂2
t β + 3gα) + (3∂2

t α)z = 0

Je to polynóm v premennej z, teda

2∂tρ− ∂2
t β + 3gα = 0 (A.5)

3∂2
t α = 0 ⇒ α = c8t + c7 (A.6)

Teraz (A.3) a (A.4) s vyuºitím (A.6) dosadíme do (i).

∂2
t ρz + ∂2

t σ − g(2c8z + ρ) + 2g(c8z + ∂tβ) = 0
(∂2

t σ − gρ + 2g∂tβ) + (∂2
t ρ)z = 0
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Je to opä´ polynóm v z, a teda

∂2
t σ − gρ + 2g∂tβ = 0 (A.7)

∂2
t ρ = 0 ⇒ ρ = c6t + c4 (A.8)

Zoberieme vz´ahy (A.6) a (A.8) a dosadíme ich do (A.5).

∂2
t β = 2c6 + 3g(c8t + c7)

β =
1
2
gc8t

3 +
1
2
(3gc7 + 2c6)t2 + c5t + c1 (A.9)

Nakoniec treba (A.8) a (A.9) dosadi´ do (A.7) a nájdeme σ.

∂2
t σ = g(c6t + c4)− 2g

[
3
2
gc8t

2 + (3gc7 + 2c6)t + c5

]

σ = −1
4
g2c8t

4 −
(

g2c7 +
1
2
gc6

)
t3 +

(
1
2
gc4 − gc5

)
t2 + c3t + c2

Vypo£ítené funkcie α, β, ρ, σ dosadíme do (A.3), (A.4) a máme komponenty
vektorového po©a V v tvare

A(t, z) = (c8t + c7)z +
1
2
gc8t

3 +
(

3
2
gc7 + c6

)
t2 + c5t + c1

B(t, z) = c8z
2 + (c6t + c4)z +

[
−1

4
g2c8t

4 −
(

g2c7 +
1
2
gc6

)
t3 +

+
(

1
2
gc4 − gc5

)
t2 + c3t + c2

]

A.3 Rovnica vedenia tepla
Rovnica (6.6) sa rozpadne na sústavu deviatich rovníc:

1 ∂tC − ∂2
xC = 0 (i)

ux ∂2
xA− ∂tA− 2∂x∂uC = 0 (ii)

u2
x 2∂x∂uA− ∂2

uC = 0 (iii)
u3

x ∂2
uA = 0 (iv)

uxx 2∂xA + ∂2
xB − ∂tB = 0 (v)

uxt ∂xB = 0 (vi)
uxuxx 2∂uA + 2∂x∂uB = 0 (vii)
uxuxt 2∂uB = 0 (viii)
u2

xuxx ∂2
uB = 0 (ix)

Táto sústava sa rie²i pomerne jednoducho. Rovnice (viii), (vi) nám hovoria, ºe

B(x, t, u) = B(t) (A.10)

Pre (vii) z toho plynie, ºe ∂uA = 0, a teda

A(x, t, u) = A(x, t) (A.11)

Rovnice (ix) a (iv) sú na základe (A.10), (A.11) splnené automaticky. (v) sa
zjednodu²í na 2∂xA = ∂tB. Ke¤ºe pravá strana nezávisí od x, dostávame

A(x, t) =
1
2
∂tB(t)x + ξ(t) (A.12)
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Rovnica (iii) dáva C v tvare

C(x, t, u) = β(x, t)u + α(x, t) (A.13)

Vz´ahy (A.12), (A.13) dosadíme do (i) a (ii). Vychádza

2∂xβ(x, t) = −1
2
∂2

t B(t)x− ∂tξ(t) (A.14)
(
∂tα− ∂2

xα
)

+ u
(
∂tβ − ∂2

xβ
)

= 0 (A.15)

Integráciou (A.14) získame

β(x, t) = −1
4
∂2

t B(t)x2 − 1
2
∂tξ(t)x + ρ(t) (A.16)

�avá strana v (A.15) je polynóm v u, takºe pre funkcie α(x, t), β(x, t) platí

∂tα = ∂2
xα (A.17)

∂tβ = ∂2
xβ

£o hovorí, ºe α(x, t), β(x, t) sú rie²eniami rovnice vedenia tepla (6.1). Dosadíme
β(x, t) zo vz´ahu (A.16). Potom platí

−1
4
∂3

t B(t)x2 − 1
2
∂2

t ξ(t)x + ∂tρ(t) +
1
2
∂2

t B(t) = 0

�avá strana je polynóm v x. Pri jednotlivých mocninách máme

x2 ∂3
t B(t) = 0 ⇒ B(t) = c2 + 2c4t + 4c6t

2

x ∂2
t ξ(t) = 0 ⇒ ξ(t) = c1 + c4x

1 ∂tρ(t) = − 1
2∂2

t B(t) ⇒ ρ(t) = c3 − 2c6t

Rie²enia determinujúcej rovnice (6.6) sú funkcie

A(x, t, u) = c1 + c4x + 2c5t + 4c6xt

B(x, t, u) = c2 + 2c4t + 4c6t
2

C(x, t, u) =
(
c3 − c5x− 2c6t− c6x

2
)
u + α(x, t)

kde c1, . . . , c6 sú ©ubovo©né reálne kon²tanty a α(x, t) je pod©a (A.17) ©ubovo©-
ným rie²ením rovnice vedenia tepla.
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Záver

Symetria diferenciálnej rovnice je zobrazenie fungujúce na priestore nezávis-
lých a závislých premenných (X × U), ktoré transformuje rie²enia rovnice na
iné rie²enia. V práci sme na jednoduchých príkladoch ukázali, ako sa symetrie
h©adajú.

Symetriám sme priradili (najprv v²eobecné) vektorové pole V na X × U
(generátor symetrie). Aby sme na²li symetrie, pre²li sme do jetového priestoru
(X×U×U (n), kde U (n) je priestor v²etkých derivácií po n-té), v ktorom sa kon-
²truovalo jetové pred¨ºenie vektorového po©a V . Diferenciálna rovnica je v tomto
priestore geometrickým objektom - podvarietou. Pole V volíme tak, aby podva-
rieta bola invariantná vzh©adom na tok pred¨ºeného po©a. Nové rie²enie sa h©adá
tak, ºe staré sa nechá odties´ tokom po©a V . Pripome¬me si dôleºité obrázky
3.1 (str. 19) a 3.4 (str. 23), ktoré si treba uchova´ v pamäti. O nich bola celá
táto práca.

S rastúcim po£tom premenných v rovnici dramaticky rastie po£et £lenov
v determinujúcej rovnici a situácia je menej preh©adná. Napríklad pre vlnovú
rovnicu v dvoch rozmeroch utt = c2(uxx + uyy) má determinujúca rovnica 54
£lenov. Dá sa v²ak rozbi´ na sústavu 21 rovníc, ktoré vieme s trochou ²ikovnosti
vyrie²i´. Zvy²ovanie po£tu premenných nepredstavuje principiálny problém. Si-
tuácia je v²ak hor²ia, ke¤ sa determinujúca rovnica nedá rozdeli´ na sústavu
jednoduch²ích rovníc alebo nevieme rie²i´ niektoré z rovníc, na ktoré sa deter-
minujúca rozpadne. Vtedy je na umeleckom cítení £loveka, £o s tým dokáºe
spravi´ (jeden nápad sme si ukázali v £asti 6.2).
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