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3 Padajúca mǎcka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
4 Úloha Dido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
5 Plocha opísaná sprievodičom po krivkeγ(t) . . . . . . . . . . . . . . . . 15
6 Symbolické znázornenie lokálnej podobnosti viarietyM sRn . . . . . . . . 34

6



Úvod
Táto bakalárska práca je určená pre dva typy̌citatel’ov. Ten prvý ešte za sebou
nemá prednášku z diferenciálnej geometrie. Takýtočitatel’ by mal zǎcat’ čítaním
druhej časti tejto práce, kde sa na jednoduchej úrovni oboznámi s potrebnými
pojmami z diferenciálnej geometrie. Takto vyzbrojený budemôct’ prejst’ na prvú
čast’ a d’aleǰcítat’ podobne ako druhý typ̌citatel’a.

Tí, ktorí už majú za sebou diferenciálnu geometriu, začnú prvou kapitolou,
ktorá sa dá považovat’ za úvodnú. V prvej kapitole je naznačené,̌co sú izoholono-
mické úlohy, ked’že však správnyčitatel’ ešte celkom nevie,čo je to holonómia, je
okrem základnej definície podaný už iba stručný prierez problematiky. V druhej
kapitole o holonómiách je načrtnutý technický rámec úlohy, ktorým je hlavná fib-
rovaná varieta. V tejto kapitole sačitatel’ stretne s tromi príkladmi - paralelný pre-
nos vektora, padajúca mačka a Berryho fáza. Úloha Dido je témou tretej kapitoly.
Ukážeme si riešenie použitím variačného pǒctu, aby sme mali šcím porovnat’
výsledok v piatej kapitole. Úlohu Dido si preformulujeme dojazyka distribúcií a
rozlúčime sa šnou, aby sme sa vo štvrtej kapitole zoznámili so sub-Riemannovou
geometriou. Najjednoduchším prípadom sub-Riemannovej geometrie je Heisen-
bergova grupa, ktorej je venovaná piata kapitola. V piatej kapitole si ukážeme
súvis Heisenbergovej grupy s úlohou Dido a úlohu Dido vyriešime použitím sub-
Riemannovho Hamiltoniánu.

Úlohou Dido sa zaoberáme pre jej jednoduchost’. Jej riešenie má za ciel’
predviest’ včom spǒcíva riešenie izoholonomických úloh. Príkladom z klasickej
mechaniky je padajúca mačka, riešit’ taký komplikovaný príklad by však v tejto
práci uřcite nemalo zmysel.
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Čast’ I

Izoholonomické úlohy

Sem nesmie vstúpit’ nikto, kto
neovláda geometriu!

Nápis nad bránou do Akadémie.

1 Čo sú izoholonomické úlohy

Izoholonomická úlohaje úloha nájst’ najkratšiu slǔcku s danou holonómiou1. V
takejto podobe bola sformulovaná pomerne nedávno (v roku 1990) v článku R.
Montgomeryho [5]. Ten ukázal, že špeciálnym prípadom sú dávno známeizo-
perimetrickéúlohy2. Avšak, čo je dôležitejšie, ukázal aj spôsob, ako sa tieto
úlohy dajú riešit’. Zviedol ich na hl’adaniesub-Riemannových geodetík, čo je
základná úloha v tzv. sub-Riemannovej geometrii3. Tam sa ukazuje, že na náj-
denie sub-Reimannových geodetík stačí vyriešit’ isté Hamiltonove rovnice4. Sub-
Riemannova geometria je istým zovšeobecnením Riemannovejgeometrie. V sub-
Riemannovej geometrii existuje v každom bodek-rozmerný podpriestor a metric-
ký tenzor je definovaný iba na týchto podpriestoroch. Tieto podpriestory môžu
pospájaním vytvárat’ nejaké nadplochy alebo rozvrstveniecelého priestoru, uka-
zuje sa však, že v sub-Riemannovej geometrii je ovel’a zaujímavejší prípad, ked’
sa tieto priestory nedajú pospájat’. V Riemannovej geometrii je k zárověn aj roz-
merom celého priestoru.

Izoholonomické problémy sa vynárajú napr. pri štúdiu tzv. Berryho fázy v
kvantovej mechanike (je tu grupaU(1)), odkial’ prišla aj motivácia pre celú prob-
lematiku, a pri ovládaní robotov a satelitov (kde ide o grupurotácií, prípadne aj

1Pojem holonómie si objasníme neskôr, pozri 2. kapitolu. Teraz len poznamenáme, že holonó-
mia je istý grupový prvok, ktorý sa dá priradit’ slučke.

2V izoperimetrických úlohách hl’adáme slučku, ktorá pri danej d́lžke ohranǐcuječo najvä̌cšiu
plochu. Základnou izoperimetrickou úlohou je úloha Dido (dávno vyriešená), ktorou sa budeme
zaoberat’ v 3. kapitole a poslúži nám ako jednoduchý ilustratívny príklad, na ktorom si v d’alších
kapitolách objasníme ako sa riešia izoholonomické úlohy.

3O sub-Riemannovej geometrii bude reč v 4. kapitole. Príkladom na sub-Riemannovu geomet-
riu je Heisenbergova grupa, ktorej je venovaná 5. kapitola.Zaujímavým prekvapením bude súvis
medzi Heisenbergovou grupou a úlohou Dido, ale viac na tomtomieste predbiehat’ nebudeme.

4Ako sa zostavuje sub-Riemannov Hamiltonián si ukážeme v 4. kapitole. Konkrétny Hamilto-
nián zostavíme a vyriešime k nemu Hamiltonove rovnice v 5. kapitole. Nájdeme tak geodetiku,
ktorá prislúcha riešeniu úlohy Dido.
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translácií). Krásny príklad z klasickej mechaniky na objasnenie toho, ǒco ide pri
izoholonomických úlohách je padajúca mačka, s ktorou (okrem iného) sa zozná-
mime v d’alšej kapitole.

2 Čo je holonómia

Nech (M, g) je (Riemannova) varieta (g je metrický tenzor). Majme projekciu
π : P→ M (celá štruktúra sa nazývafibráciou5). Rozmer varietyM nech je menší
ako rozmer varietyP a na varieteP nemáme definovaný metrický tenzor.

Obrázok 1:Hlavná fibrovaná varieta s horizontálnym zdvihom slučky

π projektuje tak, akoby svietila cez varietuP a na varieteM tvorila tiene bo-
dov. Teda do jedného bodu zM sú projektované všetky body zP, ktoré sú "nad"
týmto bodom. Body zP, ktoré sa projektujú do jedného bodu zM tvoria podva-
rietu a takéto podvariety sú pre všetky body zM rovnakého rozmeru a nazývajú
sa vláknami (navyše sú difeomorfné6 s nejakou spolǒcnou varietou - laicky to
znamená, že sú si podobné). To,čo sme tu práve opísali jefibrovaná varietaa
zhrnieme si, že sa skladá z dvoch variet (P, M) a jedného zobrazenia (π). Varietu
P (to je tá zložená z vlákien (vlákno= fíber)) nazvemetotálnym priestorom, va-
rietu M prirodzene nazvemebázou. Chceme ešte, aby na varieteP pôsobila grupa
G pravými akciami a to tak, aby pravé akcie zachovávali vlákna(ak je prvokp z
vláknaFx, tak aj prvokR̃gp ≡ p̃g je z vláknaFx - táto vlastnost’ sa tiež nazýva
vertikálnost’). Akcia R̃g má byt’ d’alejvol’ná (vol’nost’ znamená, že každý bodp

5Samotná fibrácia nepotrebuje mat’ naM metrický tenzor, ten potrebujeme my, aby sme vedeli
merat’ d́lžky kriviek.

6Presnú definíciu difeomorfnosti nájdečitatel’ v [1], kapitola 1.4.

9



po zapôsobení nejednotkovým prvkom grupy odíde zo svojho pôvodného miesta),
tranzitívna(l’ubovol’né dva body sa dajú spojit’ akciou grupy). Fibrovanú varietu
s takou grupouG nazývamehlavná fibrovaná varieta s grupou G.

Vektory naP môžeme projektovat’ do bázy. Predstavme si to tak, že spro-
jektujeme body z dotykových kriviek, ktoré definujú vektor vtotálnom priestore,
do bázy a dostaneme nové dotykové krivky, ktoré definujú novývektor. Teraz už
vieme v každom bode totálneho priestoru prirodzene definovat’ vertikálnypod-
priestor. Tvoria ho vektory, ktorých projekcia do bázy je nula. Zvol’me si ešte
horizontálnypodpriestor7, ktorý bude doplnkový k vertikálnemu,čo znamená, že
každý vektor z totálneho priestoru sa dá jednoznačne rozložit’ do horizontálneho
a vertikálneho podpriestoru. Výber horizontálneho podpriestoru v každom bode
je ekvivalentný s nejakou distribúciou, pričom všetkým vektoromv z TxM vieme
v bodep totálneho priestoru priradit’ jednoznačný vektorvh patriaci do horizon-
tálneho podpriestoru.

Teraz príde to zaujímavé. Predstavme si naM nejakú slǔcku (štartuje a koňcí
v rovnakom bode, vznikne ako hladké zobrazenie z reálneho intervalu na varietu).
Chceme túto slǔcku horizontálne zdvihnút’ tak, aby začínala v bodep totálneho
priestoru. Je samozrejmé, že bodp je "nad" zǎciatǒcným (a zárověn koněcným)
bodom našej slǔcky. Koněcný bod zdvihnutej slǔcky bude tiež "nad" koněcným (a
zárověn zǎciatǒcným) bodom našej slučky, zdvihnutá slǔcka sa ale nemusí končit’
v bodep, ale môže byt’ roztrhnutá a mat’ svoj koniec v bodep̃g. Tak vznikne zo
slučky neslǔcka. Otázka je, ako slučku zM prakticky zdvihnút’. Robí sa to tak, že
vezmeme vektor ˙γ v zǎciatǒcnom bode krivky a tento vektor horizontálne zdvih-
neme do bodup (v bodep mu priradíme vektor z horizontálneho podpriestoru,
ktorý sa projektuje na ˙γ). Teraz sa na tomto zdvihnutom vektore posunieme oε

v smere vektora - a získame nový bod. Takto získaný bod sprojektujeme do bázy
a procedúru opakujeme až dovtedy, kým sa dostaneme "nad" koncový bod slǔcky
na báze.

Celá procedúra sa dá chápat’ akoparalelnéprenášanie nejakého objektu po
slučke, prǐcom na tento prenos je potrebné mat’ určený horizontálny podpriestor
(ktorým je vlastne uřcenákonexia8 a naopak). Ukazuje sa, že takto prenášaný
objekt môže vo všeobecnosti príst’ iný ako odišiel. Nový objekt sa získava zo sta-
rého nejakým grupovým prvkom. Tento prvok sa nazývaholonómiaprislúchajúca
slučke.

Každej slǔcke na báze teda jednoznačne prislúcha nejaký prvok̃g z našej gru-
py G. Ten vyjadruje o kol’ko sa slǔcka po horizontánom zdvihu roztrhne (p̃g je
nový koniec). Problémy, v ktorých mámẽg rovnaké sa teda volajúizoholonomic-

7Pojem ortogonality nemá zmysel, ked’že v totálnom priestore nemáme zavedený metrický
tenzor - horizontálny teda neznamená kolmý na ortogonálny.

8Čitatel’a, ktorého zaujalo slovo konexia, odkazujeme na zdroj [1].
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ké. Pri rovnakom̃g máme v báze triedu slučiek, ktoré sa po zdvihu roztrhnú o
rovnako. Prirodzene sa vynára úloha hl’adat’ najkratšiu krivku na báze s pevne
zadanou holonómiou. Ak sú prvky zG reálnečísla, tak môžeme daný problém
obrátit’ a hl’adat’ slǔcku s pevne zadanou dĺžkou a extremálnou holonómiou, ktorá
je tu oby̌cajnýmčíslom.9

Príkladom na paralelný prenos je paralelný prenos vektora po sférickom pra-
vouhlom trojuholníku. Majme vektor na severnom póle. Paralelný prenos spra-
víme tak, že zoberieme vektor a budeme ho posúvat’ po poludníku tak, aby bol k
nemu stále tangenciálny. Ked’ sa s ním dostaneme až na rovník, tak ho zǎcneme
posúvat’ pozd́lž rovníka tak, aby bol náš vektor stále tangenciálny k tomu poludní-
ku, na ktorom sa práve nachádza. Ked’ sa posunieme o uholπ

2, tak náš vektor opät’
posunieme na severný pól (rovnakým spôsobom, ako sme ho posunuli k rovníku).
Niečo sa stalo, nový vektor, ktorý sme dostali, je kolmý na pôvodný, holonómia
je tu rotácia o uholπ2. Necháme nǎcitatel’ovi premysliet’ si, že pri paralelnom
prenášaní vektora na sfére po inej slučke by sme mohli dostat’ inú holonómiu.
Vnímavý čitatel’ si iste všimol, že v tomto príklade sme nepoužili jazyk hlavnej
fibrovanej variety. Sú totiž možné dva prístupy, v d’alších príkladoch si ukážeme
aplikáciu hlavnej fibrovanej variety.

Obrázok 2:Priestor umiestnených tvarov a priestor neumiestnených tvarov

Príklad z klasickej mechaniky je padajúca mačka10. Mačka sa vie deformovat’
a mat’ rôzny tvar. Zárověn môže byt’ pri danom tvare v priestore rôzne oriento-
vaná. Tvar bez určenej orientácie v priestore nazveme neumiestneným tvaroma

9Posledná veta je vlastne náznakom toho, že izoholonomické úlohy sú zovšeobecnením izope-
rimetrických.

10Padajúca mǎcka je podrobnejšie rozoberaná v [7].
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tvar s uřcenou orientáciou nazveme umiesteným tvarom (obrázok 2). Tieto ne-
umiestnené a umiestnené tvary tvoria dva priestory, medzi ktorými existuje uřcitý
vzt’ah.

Predstavme si priestor neumiestených tvarovŜ ako plochu. Každý tvar (kaž-
dý bod priestoru neumiestených tvarov) môže mat’ rôznu orientáciu v priestore - z
jedného umiesteného tvaru vieme dostat’ rotáciou l’ubovol’nú inú orientáciu dané-
ho tvaru. Priestor umiestených tvarovS si môžeme predstavit’ ako kocku, ktorá je
nad plochou - priestorom neumiestených tvarov. Všetky bodykocky ležiace "nad"
nejakým bodom plochy prislúchajú rovnakému tvaru, ale rôznej orientácii. Ked’
mǎcka padá, tak sa deformuje a tým sa posúva v priestore neumiestených tvarov
po trajektóriiŝ(t), čo spôsobuje, že sa posúva aj v priestore umiestených tvarovpo
trajektórii s(t) - ako jednoznǎcne uřcuje trajektória ˆs(t) v priestore neumiestených
tvarov, pǒciatǒcná polohas(0) v priestore umiestených tvarov a zákon zachovania
momentu hybnosti (zachovanie momentu hybnosti určuje ako vplýva zmena tvaru
na zmenu orientácie).

Obrázok 3:Padajúca mǎcka

Ak mačka dosiahne rovnaký tvar, ale rôznu orientáciu, tak v priestore ne-
umiestených tvarov prešla slučkou, ale v priestore umiestených tvarov to slučka
nebude - dostane sa do nového boduRs(0) - daného príslušnou rotáciou výcho-
dzieho bodu - prǐcom táto rotáciaR sa nazýva holonómia a určuje ako sa zdvihol
koněcný bod oproti zǎciatǒcnému, koněcný s(1) = Rs(0) a zǎciatǒcný bods(0)
budú totiž ležat’ nad sebou. Slučka z priestoru neumiestených tvarov sa vlastne
zdvihla a vznikla z nej neslǔcka (obrázok 3). Izoholonomické problémy majú
tento parameter - holonómiu - konštantný.

Príklad z kvantovej mechaniky je už spomenutá Berryho fáza.Ide o to, že
hl’adáme najkratšiu slǔcku s danou Berryho fázou. Holonómiou je tu fázaeiα, čo
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je prvok grupy U(1). Slǔcka sa tentokrát nachádza v priestore parametrov kvan-
tového systému (napr. v priestore vektora vonkajšieho magnetického pol’aB).
Technická realizácia je však bohužial’ nad rámec našej práce.

3 Úloha Dido

Podl’a Vergíliovho eposu Aeneas bola Dido král’ovská dcéra, ktorá musela utiect’
z fenického mesta Tyru do Afriky. Od numidského král’a Jarba, ktorý nepostrehol
lest’, kúpila tol’ko pôdy, kol’ko je možné ohraničit’ stiahnutou volskou kožou.
Dido rozrezala kožu na vel’mi úzke prúžky a ohraničila nimi vel’ký pozemok v
tvarečasti kruhu. Tak vraj vzniklo Kartágo.

Riešenie úlohy Dido jěcast’ kružnice,̌co je už dlho známe. Na tomto mieste
si predvedieme riešenie použitím klasického variačného pǒctu, až v nasledujúcich
kapitolách vyriešime úlohu Dido použitím diferenciálnej geometrie. Riešenie úlo-
hy Dido použitím diferenciálnej geometrie je ako íst’ s kanónom na vrabce, ale
tento masaker je ospravedlnitel’ný didaktickým zámerom vidiet’ fungovanie apa-
rátu na dostatǒcne jednoduchom a ilustratívnom príklade. Pripomeňme, že úloha
Dido je klasickou izoperimetrickou úlohou11.

Ideme hl’adat’ tvar krivky, ktorá má dĺžku l (sú̌cet prúžkov volskej kože), jej
konce ležia v bodoch A a B, a plocha uzavretá krivkou a úsečkou AB (úsěcka AB
predstavuje pobrežnú̌ciaru) je maximálna. Nech sú body A a B na osix a majú

Obrázok 4:Úloha Dido

x-ové koordinátyx1 a x2. Potom

I =
∫ x2

x1
ydx

F = y

kde I je príslušná plocha,F je podintegrálna funkcia a pre dĺžku krivky platí

11Ako sa môžeme dǒcítat’ v [6].
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J =
∫ x2

x1
ds= l

G =
√

1+ y′2

pričomG je podintegrálna funkcia integáluJ. Lagrangeovou metódou dostáva-
me12, že

F + λG

má sṕlňat’ Eulerovu rovnicu. Pripravíme si derivácie

∂

∂y′
(F + λG) =

λy′√
1+ y′2

a
∂

∂y
(F + λG) = 1

a Eulerova rovnica je

d
dx

λy′
√

1+ y′2
− 1 = 0 (1)

Rovnicu (1) postupne riešime (v prvom kroku ju zintegrujeme)

λy
′

√
1+ y′2

= x+ c

λ2y
′2 = (x+ c)2(1+ y

′2)

y
′2
[
λ2 − (x+ c)2

]
= (x+ c)2

dy =
(x+ c)dx√
λ2 − (x+ c)2

y+ c
′

= −
√
λ2 − (x+ c)2

(x+ c)2 + (y+ c
′

)2 = λ2

Ako riešenie sme teda dostaličast’ kružnice. Dido zrejme nepoznala Lagrangeovu
metódu, podarilo sa jej však dospiet’ k rovnakému záveru akomy. Presveďcíme
sa, že rovnaký výsledok dostaneme aj použitím diferenciálnej geometrie.

Úlohu si preformulujeme do jazyka distribúcií, pričom krivku zdvihneme do
tretieho rozmeru. Ideme integrovat’ obsah plochy, ktorú prejde sprievodǐc pohy-
bujúci sa po parametrizovanej krivke ˆγ(t) : x(t), y(t). Z plošného integrálu prechá-

12Použité riešenie možno nájst’ v [4].
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Obrázok 5:Plocha opísaná sprievodičom po krivkeγ(t)

dzame na základe Greenovho vzorca (2)
"

dxdy=
1
2

∮
xdy− ydx (2)

ku krivkovému integrálu, pričom integrujeme po troch krivkách (ktoré spoločne
tvoria slǔcku), najprv po priamke z bodu (0, 0) do bodu, kde zǎcína naša krivka
γ̂(t), d’alej po krivke γ̂(t) od bodu kde zǎcína krivka do bodu kde končí a tretí
úsek tvorí úsěcka z bodu, kde krivka ˆγ(t) končí, do bodu (0, 0). Výpočet sa dá v
príslušnom parametrizovaní zapísat’ nasledovne

1
2

∮
xdy− ydx =

= 1
2

∫ 1

0
la1b1dl − 1

2

∫ 1

0
lb1a1dl +

+1
2

∫ τ

t=0
x(t)ẏ(t)dt− 1

2

∫ τ

t=0
y(t)ẋ(t)dt +

+1
2(−1)

∫ 1

0
la2b2dl − 1

2(−1)
∫ 1

0
lb2a2dl =

= 1
2

∫ τ

t=0
x(t)ẏ(t)dt− 1

2

∫ τ

t=0
y(t)ẋ(t)dt = z(τ)

Z výpočtu l’ahko nahliadneme, že vel’kost’ plošného integrálu, ktorým sa tu za-
oberáme, vlastne vôbec nezávisí od prvého a tretieho úseku (druhý a štvrtý riadok
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výpočtu je rovný nule). Prvý a tretí úsek tvoria úsečky, ktoré je možné lineárne
parametrizovat’ nasledovne:x = a1t, y = b1t pre prvý úsek ax = a2t, y = b2t pre
tretí úsek , prǐcom t ∈ (0, 1), naša krivka ˆγ(t) sa zǎcína v bode (a1, b1) a koňcí
v bode (a2, b2). Derivovaním posledného riadku dostávame diferenciálnurovnicu
prez(t)

ż(t) =
1
2

x(t)ẏ(t) −
1
2

ẋ(t)y(t) (3)

Diferenciálnu rovnicu (3) je možné prepísat’ do nasledujúceho tvaru

dz−
1
2

(xdy− ydx) = 0 (4)

Celú "situáciu" si môžeme názorne predstavit’ v 3-rozmernom priestore ako zdvih
krivky γ̂(t) z rovinyxydo tretieho rozmeru, pričom krivkaγ̂(t) sa zdvihne o tol’ko,
o kol’ko pribudne plochy opísanej sprievodičom (v bezrozmerných premenných).
Dostaneme novú krivku, ktorú označíme akoγ(t). Ak bola krivka γ̂(t) zadaná
akoγ̂(t) : x(t), y(t), tak krivkaγ(t) je zadaná akoγ(t) : x(t), y(t), z(t), kdez(t) sṕlňa
rovnicu (3), prǐcomx(t), y(t) poznáme, ked’že pomocou nich je zadaná krivka ˆγ(t).
Rovnica (4) uřcuje distribúciu, po ktorej sa pohybujeme s krivkouγ(t).

Treba si uvedomit’, že výraz na l’avej strane rovnice (4) je 1-forma vR3

dz−
1
2

(xdy− ydx)

a uřcuje nejaký 2-rozmerný dotykový priestor. Na základe 9. kapitoly v druhej
časti práce nájdeme bázu tohto dotykového priestoru. Ohraničujúca 1-forma má
anihilovat’ náš dotykový priestor, teda chceme aby platilo

〈
1
2

ydx−
1
2

xdy+ dz, a∂x + b∂y + c∂z〉 = 0 (5)

a∂x+b∂y+c∂z je všeobecné vektorové pole (pripomíname, žea, b, c sú všeobecné
koeficienty, ktoré môžu závisiet’ odx, y, z) a z rovnice (5) prěn chceme získat’
podmienky. Po roznásobení l’avej strany rovnice (5) a d’alšími úpravami postupne
dostaneme

0 = ay
2 − bx

2 + c
c = −ay

2 + bx
2

A teda dostávame vektorové pole

V = a∂x + b∂y + (−ay
2 + bx

2)∂z

V = a
[
∂x −

y
2∂z

]
+ b

[
∂y +

x
2∂z

]
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s bázou (ktorá je lineárne kombinovaná voV)

e1 = ∂x −
y
2∂z

e2 = ∂y +
x
2∂z

Úloha teraz vyzerá tak, že hl’adáme krivku, ktorá prekoná daný výškový roz-
diel (ked’že plocha je teraz zakódovaná do výškyz) a jej priemet do roviny bude
čo najkratší, prǐcom krivka samozrejme ide stále v smere kombináciee1 ae2.

4 Sub-Riemannova geometria

V sub-Riemannovej geometriiexistuje v každom bodek-rozmerný podpriestorDx,
ktorý je podmnožinoun-rozmerného dotykového priestoruTxM, a metrický ten-
zor je definovaný iba na týchto podpriestoroch. Tentok-rozmerný podpriestor v
bodex sa nazývahorizontálny podpriestorv bodex. Tým máme danúk-rozmernú
horizontálnu distribúciuD na M a sub-Riemannova metrikag je definovaná iba
na D. Celá šruktúra (M,D, g) sa nazýva sub-Riemannova štruktúra naM. Zo
sub-Riemannovej geometrie sa stane Riemannova, ked’ budek zárověn aj rozme-
rom celého priestoru a teda budeme mat’ metriku zadefinovanúpre celý dotykový
priestor v každom bode priestoru. Preto hovoríme, že sub-Riemannova geometria
je zovšeobecnením Riemannovej geometrie.

L’ubovol’né dva body varietyM vieme spojit’ krivkou prechádzajúcou cez ho-
rizontálny podpriestor vtedy, ked’ distribúcia nie jeintegrovatel’ná13. Integrova-
tel’nost’ distribúcie znamená, že existuje rozvrstvenie variety M na k-rozmerné
podvariety, ktoré spájajú (integrujú) susedné podpriestory Dx do jedného celku.
Či je distribúcia integrovatel’ná alebo neintegrovatel’ná umož̌nuje zistit’ Frobeni-
ovo kritérium14. Integrovatel’ná distribúcia teda rozvrstvuje priestor na podvarie-
ty a pokial’ dva body neležia na tej istej podvariete, nevieme medzi nimi zmerat’
vzdialenost’ (nájst’ sub-Riemannovu geodetiku). Zaujímame sa preto o neinteg-
rovatel’né distribúcie.

Na zadanie našej distribúcie použijeme tenzorové pole15 h typu
(
2
0

)
, pričom

rankk tenzorového pol’ah bude zhodný s dimenziou distribúcie.

13Aby sme boli presní, iba neintegrovatel’nost’ nestačí. Aby sme vedeli spájat’ l’ub. dva body
variety krivkou cez horizontálny podpriestor musí byt’ naša distribúcia neintegrovatel’ná špeciál-
neho typu, tzv. "bracket-generating", viac v [6].

14V našej práci nie je Frobeniovo kritérium vysvetlené,čitatel’ ho však nájde v [1], kapitola
19.3. Je l’ahko overitel’né, že distribúcia v úlohe Dido, ktorú sme dostali v 3. kapitole, je neinteg-
rovatel’ná.

15Ak sa čitatel’ s uřcením distribúcie cez tenzorové pole ešte nestretol, odkazujeme ho na 9.
kapitolu o distribúciách v druhejčasti práce, kde je použitý spôsob vysvetlený ako tretí v poradí.
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D = Im h

h : L∗ → L α 7→ h(α; . )

h↔

(
hab hai

hia hi j

)
=

(
hab 0
0 0

)
hab = hba

Tenzorh môže obsahovat’ informáciu o metrike na distribúcii (inde metriku ani
nemáme). Vyberme takéh, aby platilo

h = habea ⊗ eb habgbc = δ
a
c

kde gab := g(ea, eb). Ked’že gab je nesingulárne, existuje (jednoznačne uřcené)
inverznégab a my vlastne vyberámehab = gab. Samotný tenzorh bude takto
niest’ plnú informáciu o distribúciiD ako aj o metrikeg. Poznamenajme ešte,
že tenzorh nie je nesingulárny (neexistuje k nemu inverzný tenzor), preto d’alej
použijeme Hamiltonov formalizmus (Lagrangeov nemôžeme, pretože nemôžeme
invertovat’h). Tenzorh nám definujekometriku. Kometrika je univerzálnejšia než
metrika, pretože "funguje" ako v Riemannovej, tak aj sub-Riemannovej geometrii,
na rozdiel od metriky, ktorá "funguje" iba v Riemannovej geometrii.

Teraz sa ideme zaoberat’ tým, ako sa hl’adajú sub-Riemannove geodetiky. Ako
sme už spomínali v úvode, treba riešit’ isté Hamiltonove rovnice. Ukazuje sa,16

že príslušný Hamiltonián sa konštruuje vhodným zdvihom kometriky do T∗M.
"Zdvíhanie" symetrických kontravariantných tenzorov zM na funkcie zT∗M je
definované všeobecným vzt’ahom

t̊(p) := t(p, ..., p)

pričom p vl’avo je bodT∗M a p-čka vpravo sú kovektory, ktoré mu zodpovedajú.
To isté v kanonických súradniciach (xµ, pµ)

t̊(x, p) := tµ,...,ν(x)pµ...pν

Takžet̊ žije ako funkcia v kodotykovej fibrácii a živí sa kovektormi ("nad" neja-
kým bodomx) takým spôsobom, ako keby sme do každého okienka pôvodného
tenzorut vhodili ten istý kovektorp. Vektorové pole

V = Vµ(x)∂µ

transformujeme na funkciu naT∗M podl’a vzt’ahu

V̊ = Vµ(x)pµ

16Dôkaz, že sa to má robit’ takto je nad rámec tejto práce, pozri[6].
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aV̊ nazvememomentprislúchajúci kV. Analogicky, súradnicovú a nesúradnicovú
bázu transformujeme

∂̊µ = pµ (6)

e̊a = eµa(x)pµ ≡ Pa(x, p) (7)

Hamiltonián zostavíme tak, že zdvihneme kometrikuh = habea ⊗ eb

H(x, p) ≡ 1
2h̊ = 1

2habPaPb

= 1
2hab(x)(eµa(x)pµ)(eνb(x)pν)

= 1
2hµν(x)pµpν

Netriviálny fakt teda spǒcíva v tom, že riešenia Hamiltonových rovníc pre
tento Hamiltonián dávajú (po projekcii naM) sub-Riemannove geodetiky pre
geometriu opisovanú kometrikouh.

5 Heisenbergova grupa ako subriemannovská varie-
ta

Heisenbergova grupa je najjednoduchší ačasto používaný modelový prípadsub-
Riemannovejgeometrie. Ukážeměcitatel’ovi, čo je to Heisenbergova grupa a ako
ju možno parametrizovat’. Z nášho hl’adiska je zaujímavá tým, že úzko súvisí s
formuláciou a riešením úlohy Dido. (Konkrétne, sub-Riemannove geodetiky pre
tento prípad dávajú, po projekcii, riešenia úlohy Dido.) Mostom medzi týmito
dvoma zdanlivo nesúvisiacimi oblast’ami je vzt’ah (4) pre počítanie plochy

dz−
1
2

(xdy− ydx) = 0

ktorý sme získali zdvihom krivky do tretieho rozmeru. Tentosúvis si neskôr ob-
jasníme.

Grupa horných trojuholníkových matíc sa nazýva ajHeisenbergova grupa.
Dajú sa na nej zaviest’ globálne súradnice

A(x, y, z) =



1 x z
0 1 y
0 0 1



O tom, že ide o grupu nás presvedčí to, že ked’ vynásobíme dve všeobecné horné
trojuholníkové matice s jednotkami na diagonále, tak dostaneme opät’ hornú tro-
juholníkovú maticu s jednotkami na diagonále. Ide vlastne opodmienku uzavre-
tosti na násobenie, d’alšie podmienky ako asociatívnost’,existencia jednotkového
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a inverzného prvku sú triviálne, ked’že ide o násobenie matíc - násobenie matíc je
asociatívne, jednotkový prvok je jednotková (diagonálna)matica a inverzný prvok
existuje, ked’že determinant všeobecnej hornej trojuholníkovej matice s jednotka-
mi na diagonále je rovný jednej a nie nule a teda taká matica je, samozrejme,
regulárna.

Násobenie takýchto matíc



1 a c
0 1 b
0 0 1

 .



1 x z
0 1 y
0 0 1

 =



1 a+ x c+ z+ ay
0 1 b+ y
0 0 1



môžeme zapisovat’ nasledujúcim spôsobom

A(a, b, c)A(x, y, z) = A(a+ x, b+ y, c+ z+ ay) (8)

Heisenbergova grupa má vlastnosti Lieovej grupy a teda tejto grupe prislúcha Lie-
ova algebra17. Táto algebra je vektorovým priestorom s bázouE1,E2,E3

X(x, y, z) =



0 x z
0 0 y
0 0 0

 = xE1 + yE2 + zE3

kde

E1 =



0 1 0
0 0 0
0 0 0

 E2 =



0 0 0
0 0 1
0 0 0

 E3 =



0 0 1
0 0 0
0 0 0



Komutǎcné vzt’ahy sú

[E1,E2] = E3 [E1,E3] = 0 [E2,E3] = 0

a pripomínajú kanonické komutačné vzt’ahy z kvantovej mechaniky (preto názov
Heisenbergova)

[
p̂, x̂

]
= −i~

[
p̂, i~

]
= 0 [x̂, i~] = 0

Teraz sa pozrieme na inú užitočnú parametrizáciu Heisenbergovej grupy. Všim-
neme si, že pre všeobecný prvok Lieovej algebry, ktorú tu máme, platí

X =



0 x z
0 0 y
0 0 0

 X2 =



0 0 xy
0 0 0
0 0 0

 X3 =



0 0 0
0 0 0
0 0 0



17Pripoměnme, že Lieova algebra sa hl’adá tak, aby prvky tvaru (1 + εX), t.j. blízke jednotke,
boli z grupy.
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exponenciála z X je teda jednoducho

eX
= 1 + X +

1
2

X2
=



1 x z+ 1
2 xy

0 1 y
0 0 1



Násobenie matíc v tejto parametrizácii môžeme potom zapisovat’ nasledovne

A(a, b, c)A(x, y, z) = A(a+ x, b+ y, c+ z+
1
2

(ay− bx)) (9)

5.1 L’avoinvariantné kovektorové polia

Ideme hl’adat’ l’avoinvariantné kovektorové polia na Heisenbergovej grupe v oboch
parametrizáciách.

Výpočet v prvej parametrizácii

V prvej parametrizácii sú zavedené na Heisenbergovej grupesúradnice nasledov-
ne



1 x z
0 1 y
0 0 1



L’avoinvariantnost’ nám pre kovariantné pole dáva

A(a+ x, b+ y, z+ c+ ay)d(x+ a) +
+ B(a+ x, b+ y, z+ c+ ay)d(y+ b) +

+ C(a+ x, b+ y, z+ c+ ay)d(z+ c+ ay) =
= A(x, y, z)dx+ B(x, y, z)dy+C(x, y, z)dz

Pričom na l’avej strane mámepull-backaplikovaný na kovariantné pole a na
pravej strane pôvodné kovariantné pole.Ďalej môžeme písat’ (kladieme tu priro-
dzene do rovnosti koeficienty s rovnakýmdx, dy a dz, aby sa posunutia v rovna-
kých koordinátach rovnali)

A(x+ a, y+ b, z+ c+ ay) = A(x, y, z) (I .)
C(x+ a, y+ b, z+ c+ ay) = C(x, y, z) (II .)

B(x+ a, y+ b, z+ c+ ay) + aC(x+ a, y+ b, z+ c+ ay) = B(x, y, z) (III .)

Teraz vyriešime sústavu rovníc (I.) až (III. ) pre koeficientyA, B a C. Rovnice
majú platit’ pre l’ubovol’néa, b, c, takže aj pre špeciálne kombinácie. Ak napr.
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položímea = 0, c = 0, b = ε, kdeε je malé (aj d’alej vo výpǒctoch považujme
vždyε za malé) pre (I.) tak postupne dostávame

A(x, y+ ε, z) = A(x, y, z)
A(x, y+ ε, z) − A(x, y, z) = 0

∂
∂yA(x, y, z)ε = 0

a vidíme, žeA nezávisí od premennejy, teda druhý "chlievik" vA si môžeme
odmysliet’. Postupujme d’alej, teraz položmea = 0, c = ε

A(x, z+ ε) = A(x, z)
∂
∂zA(x, z)ε = 0

a dostávame, žeA nezávisí ani odz. Ak položímea = ε

A(x+ ε) = A(x)

tak vidíme, žeA nezávisí ani odx a tedaA je konštantné. Rovnaké úvahy vedú k
tomu, žeC(x, y, z) je tiež konštantné (všimnime si podobnost’ rovnice (I.) preA s
rovnicou (II.) preC). Rovnicu (III. ) teda môžeme prepísat’ ako

B(x+ a, y+ b, z+ c+ ay) + aC = B(x, y, z)

a položeníma = 0, c = 0, b = ε dostávame

B(x, y+ ε, z) + 0 = B(x, y, z)

čo už poznáme a vieme, žeB nezávisí ody. Položme d’aleja = 0, c = ε

B(x, z+ ε) + 0 = B(x, y, z)

takžeB nezávisí ani odz, ostáva eštex - nech tentokráta = ε

B(x+ ε) + εC = B(x)
∂
∂xB = −C

B(x) = −Cx+C′

Súhrnne sme teda dostali

A = C1 = const.
C = C3 = const.

B(x) = −C3x+C2

a naše l’avoinvariantné kovektorové pole sa teda dá zapísat’ takto

α = C1dx+C2(dz− xdy) +C3dy (10)
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resp.

α = C1e
1 +C2e

2 +C3e
3 (11)

pričom (vzhl’adom na to, že máme 3 l’ubovol’né konštanty)

e1 = dx e2 = dy e3 = dz− xdy (12)

K nájdenej báze kovektorových polí nájdeme duálnu bázu vektorových polí vy-
užijúc

〈ea, eb〉 = δ
a
b (13)

Vypočítajme duálny prvok ke1

〈dx, a1∂x + b1∂y + c1∂z〉 = 1 ⇒ a1 = 1
〈dy, ∂x + b1∂y + c1∂z〉 = 0 ⇒ b1 = 0

〈dz− xdy, ∂x + b1∂y + c1∂z〉 = 0 ⇒ c1 = xb1 = 0
e1 = ∂x

duálny prvok ke2

〈dx, a2∂x + b2∂y + c2∂z〉 = 0 ⇒ a2 = 0
〈dy, b2∂y + c2∂z〉 = 1 ⇒ b2 = 1

〈dz− xdy, b2∂y + c2∂z〉 = 0 ⇒ c2 = xb2 = x
e2 = ∂y + x∂z

a nakoniec duálny prvok ke3

〈dx, a3∂x + b3∂y + c3∂z〉 = 0 ⇒ a3 = 0
〈dy, b3∂y + c3∂z〉 = 0 ⇒ b3 = 0
〈dz− xdy, c3∂z〉 = 1 ⇒ c3 = ∂z

e3 = ∂z

Pre bázu l’avoinvariantných vektorových polí teda máme

e1 = ∂x e2 = ∂y + x∂z e3 = ∂z (14)
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Existuje aj druhý, technicky jednoduchší spôsob, ktorým sadá dopracovat’ k
výsledku (12). Bez odvodenia18 si ukážeme ako sa používa. Ešte raz pripomí-
name, že hl’adáme bázu l’avoinvariantného kovektorového pol’a (a následne z nej
vypočítame bázu l’avoinvariantného vektorového pol’a) na Heisenbergovej grupe.
Návod, ktorý si ukážeme sa dá použit’ na hl’adanie báz l’avoinvariantých 1-foriem
na l’ubovol’nejmaticovejgrupe. Robí sa to tak, že vezmeme všeobecnú maticu
X(z) (z sú koordináty) z príslušnej maticovej grupy, invertujeme ju a X−1(z) vy-
násobíme s maticoudX(z) (maticaX(z) po aplikovaníd na každý jej prvok). Z
X−1(z)dX(z) už stǎcí iba vyzbierat’ nezávislé elementy (1-formy), tie tvoriabázu
hl’adaného kovektorového pol’a. V prvej parametrizácii máme

X−1(x, y, z) =



1 −x xy− z
0 1 −y
0 0 1

 dX(x, y, z) =



0 dx dz
0 0 dy
0 0 0



X−1(x, y, z)dX(x, y, z) =



0 dx dz− xdy
0 0 dy
0 0 0



Dostali sme teda zhodu s predchádzajúcim výsledkom (12).

Výpočet v druhej parametrizácii

V druhej parametrizácii parametrizujeme Heisenbergovu grupu nasledovne



1 x (z+ 1
2xy)

0 1 y
0 0 1



Chceme nájst’ všeobecné kovektorové pole, ktoré by bolo l’avoinvariantné
vzhl’adom na Heisenbergovu grupu. Postupujeme podobne akopri prvej para-
metrizácii. L’avoinvariantnost’ nám dáva

A(a+ x, b+ y, z+ c+ 1
2(ay− bx))d(a+ x) +

+ B(a+ x, b+ y, z+ c+ 1
2(ay− bx))d(a+ y) +

+ C(a+ x, b+ y, z+ c+ 1
2(ay− bx))d(c+ z+ 1

2(ay− bx)) =
= A(x, y, z)dx+ B(x, y, z)dy+C(x, y, z)dz

18Pozri [1], kapitola 11.1.
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Čo podrobnejšie znamená

A(x, y, z) = A(x+ a, y+ b, z+ c+ 1
2(ay− bx)) −

− b
2C(x+ a, y+ b, z+ c+ 1

2(ay− bx))

C(x, y, z) = C(x+ a, y+ b, z+ c+ 1
2(ay− bx))

B(x, y, z) = B(x+ a, y+ b, z+ c+ ay) +
+ a

2C(x+ a, y+ b, z+ c+ ay)

a vyplýva z toho

A(y) = C3
2 y+C1

B(x) = −
C3
2 x+C2

C = C3 = const.

Kovektorové pole sa teda dá zapísat’ takto

α = C1dx+C2dy+C3(
y
2

dx−
x
2

dy+ dz) (15)

resp.
α = C1e

1 +C2e
2 +C3e

3 (16)

pričom

e1
= dx e2

= dy e3
= dz+

y
2

dx−
x
2

dy (17)

Pre duálnu bázu vektorových polí potom máme

e1 = ∂x −
y
2
∂z e2 = ∂y +

x
2
∂z e3 = ∂z (18)

Alebo môžeme postupovat’ analogicky ako na konci predchádzajúceho para-
grafu (kde sa aj nachádza vysvetlenie použitej metódy hl’adania báz l’avoinva-
riantných 1-foriem na maticových grupách) a dopracujeme sak výsledku (17)
(nezávislé elementy maticeX−1(x, y, z)dX(x, y, z) tvoria našu bázu)

X−1(x, y, z) =



1 −x 1
2xy− z

0 1 −y
0 0 1
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dX(x, y, z) =



0 dx dz+ 1
2xdy+ 1

2ydx
0 0 dy
0 0 0



X−1(x, y, z)dX(x, y, z) =



0 dx dz+ 1
2ydx− 1

2 xdy
0 0 dy
0 0 0



Nezávislé elementy výslednej matice sa zhodujú s bázou (17).

Poznamenajme, že ked’ nájdeme sub-Riemannovu geodetiku naHeisenbergovej
grupe, tak ju môžeme l’ubovol’ne posúvat’ pôsobením Heisenbergovej grupy a stá-
le zostane sub-Riemannovou geodetikou. Dôvodom je, že celásub-Riemannova
štruktúra je vybudovaná z l’avoinvariantných objektov, takže aj všetky jej "dôsled-
ky" (typu geodetík) budú l’avoinvariantné. Dá sa to napr. využit’ tak, že ked’ náj-
deme geodetiku z počiatku, tak ju už máme odkial’kol’vek, pretože l’avá transtácia
na grupe je tranzitívna, takže l’ubovol’ný bod sa dá dosiahnut’ z l’ubovol’ného iné-
ho, špeciálne z pǒciatku.

5.2 Návrat k úlohe Dido

Hl’adáme tvar krivky, ktorá obopína najväčšiu plochu. Použijeme pri tomsub-
Riemannov Hamiltonián, o ktorom bola rěc v kapitole (4). V tomto paragrafe
sa pokúšame predviest’ riešenie konkrétnej úlohy (extremalizácia plochy) a popri
tom ukázat’ (všeobecnejšiu) príslušnú teóriu.

Všimnime si zaujímavú zhodu medzi výrazom na l’avej strane rovnice (4)

dz−
1
2

(xdy− ydx)

a výrazom vystupujúcim ako tretí element bázy konvektorového priestorue3, kto-
rý sme získali z podmienky l’avoinvariantnosti vzhl’adom na Heisenbergovu gru-
pu (celá báza je pod označením (17)). Práve táto zhoda je v pozadí súvisu geomet-
rie Heisenbergovej grupy s úlohou Dido.

Naša báza

e1 = ∂x −
y
2∂z

e2 = ∂y +
x
2∂z

e3 = ∂z
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je bázou dotykového priestoru duálnou ku báze kodotykovéhopriestoru, ktorá
je l’avoinvariantná vzhl’adom na Heisenbergovu grupu. V kapitole (3) o úlohe
Dido sme si ukázali, že ked’ zdvíhame našu krivku vždy o tol’ko, o kol’ko nám
pribudlo opísanej plochy (zdvih do tretieho rozmeru), tak dostávame1-formu,
ktorá zadáva distribúciu s bázou (prvé dva prvky z predchádzajúcej bázy ostávajú,
tretí vypadáva)

e1 = ∂x −
y
2∂z

e2 = ∂y +
x
2∂z

Vidíme teda, že distribúcia, ktorá sa objavila v úlohe Dido,sa z pohl’adu Heisen-
bergovej grupy nat’ahuje na l’avoinvariantné poliae1, e2.

Chceme zostavit’ sub-Riemannov Hamiltonián. Najprv zdvihneme vektoro-
vé poliae1, e2 podl’a vzt’ahov (6) a (7). V našom prípade dostaneme (využijúc
Pa(x, p) = eµa(x)pµ)

P1 = px −
1
2ypz

P2 = py +
1
2xpz

Ostáva povedat’, ako bude vyzerat’ našehab vystupujúce v Hamiltoniáne

H(x, p) ≡
1
2

h̊ =
1
2

habPaPb

V 4. kapitole sme spomenuli súvis s metrickým tenzoromgab a sícehab = gab.
Prezradíme, že našehab bude rovnéδab. V intuitívnej rovine sa to dá chápat’
tak, že ked’ robíme priemet bázových prvkov našej distribúcie do rovinyxy, tak
dostávame∂x, ∂y, čo sú dva na seba kolmé jednotkové vektory

πxye1 = πxy(∂x −
y
2∂z) = ∂x

πxye2 = πxy(∂y +
x
2∂z) = ∂y

Ukradnime si pre našu distribúciuD metriku z rovinyxy (robíme to tak preto,
aby d́lžka meraná metrikou na distribúcii bola rovnaká ako dĺžka sprojektovanej
krivky v rovine xy), teda položmegab = δab a našeh bude v súradnicovom tvare
vyzerat’

h = h11e1 ⊗ e1 + h22e2 ⊗ e2 = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2

a v maticovom tvare

hab↔



1 0 0
0 1 0
0 0 0
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Koněcne môžeme napísat’ náš Hamiltonián

H = 1
2(P1P1 + P2P2)

= 1
2(p2

x − ypxpz +
1
4y2p2

z + p2
y + xpypz+

1
4x2p2

z)

= 1
2(p2

x + p2
y +

1
4 p2

z(x
2 + y2) + xpypz − ypxpz)

a riešit’ pre náš príkladHamiltonove rovnice(bodka nad súradnicami znamená
deriváciu podl’a parametra)

ẋµ =
∂H
∂pµ

ṗµ = −
∂H
∂xµ

a príslušným derivovaním nášho Hamiltoniánu dostávame rovnice

(I .) ẋ = px −
y
2 pz

(II .) ẏ = py +
x
2 pz

(III .) ż = pz

4 (x2 + y2) + x
2 py −

y
2 px

(A) ṗx = −
p2

z

4 x− pypz

2

(B) ṗy = −
p2

z

4 y+ pxpz

2

(C) ṗz = 0

Z rovnice (C) vyplýva, žepz = const., konštantu označíme akok

pz = k

Povedzme, žek je rôzne od nuly, prípadk = 0 rozoberieme neskôr.̌Dalej upraví-
me rovnicu (III. )

(I .) vynásobíme y
2(−1) → −

y
2 ẋ = − y

2 px +
y2

4 pz

(II .) vynásobíme x
2 → x

2ẏ = x
2 py +

x2

4 pz

Rovnice, ktoré sme dostali v poslednom kroku sčítame a dostávame

x
2ẏ− y

2 ẋ = x
2 py −

y
2 px +

pz

4 (x2 + y2)

pz

4 (x2 + y2) = ( x
2ẏ− y

2 ẋ) − ( x
2 py −

y
2 px)
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Dosadíme do rovnice (III. ) za výrazpz

4 (x2 + y2) pravú stranu poslednej rovnice a
dostávame pre ˙z

(III .′) ż=
x
2

ẏ−
y
2

ẋ

Po týchto úpravách dostávame nasledujúcu sústavu rovníc, ktorú ideme vyriešit’

ẋ = px −
y
2k ṗx = −

k2

4 x− k
2 py

ẏ = py −
x
2k ṗy = −

k2

4 y+ k
2 px

Úpravami iba týchto štyroch rovníc postupne dostávame

px = ẋ+ y
2k

py = ẏ− x
2k

ṗx = −k2

4 x− k
2(ẏ− x

2k) = − k
2ẏ

px = − k
2y+ c1

ṗy = −k2

4 y+ k
2(ẋ+ y

2k) = − k
2 ẋ

py =
k
2x+ c2

ẋ = − k
2y+ c1 −

k
2y = −ky+ c1

ẏ = k
2x+ c2 +

k
2x = kx+ c2

ẍ = −kẏ
kẏ = k2x+ kc2

−ẍ = k2x+ kc2

x = Acos(kt+ ϕ0) − c2/k
ẏ = k

[
Acos(kt+ ϕ0) − c2/k

]
+ c2

y = Asin(kt+ ϕ0) + B
c2/k = −C

A2 = (x−C)2 + (y− B)2
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V prípade, žek = 0, dostávame:

ẋ = px

ẏ = py

ṗx = 0
ṗy = 0

ẋ = c1

ẏ = c2

x = c1t + c3

y = c2t + c4

Vyšla nám priamka,̌co zodpovedá takej situácii, že dĺžka lana sa presne rovná
vzdialenosti spájaných bodov. V tomto degenerovanom prípade ǒcividne nie ječo
riešit’.

Vidíme, že (pre nedegenerovaný prípad) sme dostali rovnicukružnice so stre-
dom v bode (C, B) a polomeromA (zhoda s Didoniným riešením a riešením z
variǎcného pǒctu). Ked’žet ∈ (0, τ) ide vlastne ǒcast’ kružnice. Záver je taký, že
plocha, ktorú opíše sprievodič pohybujúci sa po krivke, je minimálna pre krivku,
ktorá ječast’ou kružnice. Kebyže máme úlohu spojit’ bodyP1 aP2 krivkou d́lžky l
(pevná d́lžka) tak, aby sprievodič po krivke opísal najmenšiu plochu, tak nájdeme
kružnicu, na obvode ktorej budú ležat’ naše dva body a ich vzdialenost’ po tejto
kružnici bude prável. Dostaneme vlastne dve kružnice s rovnakým polomerom
(umiestnené osovo-symetricky, pričom os je spojnica bodovP1 a P2), ale l’ahko
uvidíme, ktorú máme vybrat’ (tú, ktorá bude vyklenutá smerom k pǒciatku).
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Čast’ II

Diferenciálna geometria a Lieove
grupy

Vy, čo vstupujete, zanechajte
všetky nádeje!

Nápis nad bránou do
Danteho pekla.

Tátočast’ práce je prěcitatel’a, ktorý sa ešte nestretol s diferenciálnou geomet-
riou. Oboznámime sa tu so základnými pojmami, ktoré používame v prvejčasti,
a to iba na takej úrovni, aká bude nevyhnutná, takže nebudemezachádzat’ do (pre
nás) zbytǒcných detailov. Kl’ǔcové pre takéhǒcitatel’a je pochopit’distribúciea
hl’adaniegeodetík.

6 Lineárna algebra tenzorov

Majme l’ubovol’ný n-rozmerný lineárny priestorL (vektorový priestor) nad po-
l’om R. Lineárne formy naL, t.j. lineárne zobrazenia

α : L→ R α(v+ λw) = α(v) + λα(w) v,w ∈ L, λ ∈ R.

tvoria tiež lineárny priestor, duálny priestorL∗. Jeho prvky sa zvyknú volat’kovek-
tory naL. Pôsobenie kovektora na vektor môžeme znázornit’ aj iným spôsobom

〈α, v〉 := α(v) (19)

ktorý zdôražnuje emancipáciu pôsobenia vektorov na kovektory s pôsobením ko-
vektorov na vektory. Kovektory majú bázu, ktorá je duálna voči ea

α = αae
a αa := 〈α, ea〉,

čo je ekvivalentné s výrazom

〈eb, ea〉 = δ
b
a

Tenzor je také zaujímavé zobrazenie, do ktorého sa vkladajúvektory a ko-
vektory (d’alej si povieme ako) a tenzor vypl’ujěcíslo. Teda, tenzor má nejaké
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okienka (vstupy) pre vektory a iné okienka pre kovektory a iba jednu rúrku (vý-
stup), z ktorej sa sypú̌císla, prǐcom tenzor je v každom okienku lineárny. Počet
okienok pre vektory si označne akoq a pǒcet okienok pre kovektory si označme
ako p a máme tenzor typu

(
p
q

)
. Množinu tenzorov typu

(
p
q

)
nadL budeme oznǎco-

vat’ T p
q (L) a preT0

0 := R. Symbolicky zapisujeme uvedené vlastnosti nasledovne

t : L × ... × L︸      ︷︷      ︸
q

× L∗ × ... × L∗︸        ︷︷        ︸
q

→ R

(v, ...,w︸ ︷︷ ︸
q

;α, ..., β︸ ︷︷ ︸
p

) 7→ t(v, ...,w, α, ..., β) ∈ R

t(..., v+ λw, ...) = t(..., v, ...) + λt(...,w, ...)

Tenzor je plne uřcený, ak poznáme jeho hodnoty na všetkých bázových prvkoch.
Čísla

tc...d
a...b := t(ea, ..., eb; ec, ..., ed)

sa nazývajú zložkami (kompotentami) tenzorat voči báze a d’alej platí (pričom
rozklady argumentov vyzerajú takto:v = vaea, α = αaea)

t(v, ...,w;α, ..., β) = tc...d
a...bv

a...wbαc...βd

Ďalej sa pozrieme na tenzorový súčin⊗. Tenzorový sú̌cin je zobrazenie

⊗ : T p
q (L) × T p′

q′ (L) → T p+p′

q+q′

Toto násobenie sa definuje predpisom

(t ⊗ σ)(v1, ..., vq; w1, ...,wq′;α1, ..., αp, β1, ..., βp′) :=
:= t(v1, ..., vq;α1, ..., αp)σ(w1, ...,wq′; β1, ..., βp′)

čo znamená, že najprv vkladáme vektory a kovektory do prvéhotenzora až kým
nebude plný (dostanemečíslo) a potom zvyšné vektory a kovektory do druhého
tenzora (dostaneměcíslo). Potom tieto dvěcísla vynásobíme. Tento súčin využi-
jeme na definovanie bázy tenzora. Tenzort ∈ T p

q (L) v rozklade do bázy vyzerá
nasledovne

t = tc...d
a...be

a ⊗ ... ⊗ eb ⊗ ec ⊗ ... ⊗ ed

Na tomto mieste sa stručne zmienime o jednom zaujímavom použití tenzorov.
Ukážeme si to na pár jednoduchých príkladoch. Predstavme si, že sme pod strom-
ček dostali tenzor typu

(
1
1

)
, teda tenzor s dvomi okienkami rôznych typov -t( . ; . )

(l’avá bodka znamená, že "sem treba vložit’ vektor" a pravá bodka, že "sem treba
vložit’ kovektor")
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t : L × L∗ → R

(v, α) 7→ t(v, α) ∈ R

Z minulých Vianoc máme ešte odložený jeden vektor (kovektorsme požǐcali ka-
marátovi). Aby sme sa nenudili, tak náš vektor vhodíme do okienka pre vektory
na našom tenzore (do okienka pre kovektory nepasuje, to sme skúšali ako prvé).
Zrazu sa stane niečo zvláštne, náš tenzor bude vyzerat’ tak, že mu ostane prázdne
už iba jedno okienko - to pre kovektory -t(v; . ) a buděcakat’ už iba na kovektor,
zmení sa teda na tenzor typu

(
0
1

)
. Povedzme si ešte, že to,čo čaká na kovektor je

vlastne akoby vektor (niěco sme už naznačili vzt’ahom (19)). Náš tenzor typu
(
1
1

)

sme teda použili ako zobrazenie, ktoré vektorom prirad’ujevektory

t : L→ L

v 7→ t(v; . )

Niečo podobné dostávame aj ked’ dot( . ; . ) vhodíme iba kovektor, ostane prázd-
ne okienko pre vektory - máme teda tenzor typu

(
1
0

)
, čo je vlastne kovektor. V

tomto prípade sme použili náš tenzor ako zobrazenie, ktoré prirad’uje kovektorom
kovektory

t : L∗ → L∗

α 7→ t( . ;α)

Predstavme si ešte, že sme dostali tenzorh typu
(
2
0

)
, ktorý má dve okienka určené

pre kovektory -h( . , . ).

h : L∗ × L∗ → R

(α, β) 7→ h(α, β) ∈ R

Vhodením jedného kovektora doh dostaneměcosi,čo čaká iba na kovektor. Nie-
čo, čo čaká iba na kovektor je vlastne vektor. Teraz sme použili tenzor ako zobra-
zenie, ktoré prirad’uje kovektorom vektory.

h : L∗ → L

α 7→ h(α, . )
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7 Variety a tenzorové polia na nich

7.1 Varieta

Pre naše potreby nie je vel’mi dôležité rozumiet’ presne,čo to jevarieta, ale pre
základnú predstavu skúsime niečo o variete povedat’.Varieta M je množina bo-
dov, ktorá je lokálne ako Rn, pričom dimenziaM je n. Byt’ lokálne akoRn

znamená jednoducho asi tol’ko, že na každejčasti (otvorenej množineO) našej va-
riety M môžeme zaviest’lokálne súradnicepozostávajúce zn-tice reálnycȟcísel.
Pojem variety môžeme definovat’ aj trochu presnejšie19. MnožinaM je varietou,
ak každý bod zM patrí do nejakého otvoreného okoliaO takého, že existuje jeho
spojité bijektívne zobrazenief do otvorenej množiny zRn (spojitost’ zobrazenia
f tu znamená, že každá otvorená množina zRn obsahujúcaf (x) obsahuje obraz z
otvorenej množiny zM). Dvojica (O, f ) sa zvykne nazývat’mapa.

Obrázok 6:Symbolické znázornenie lokálnej podobnosti viarietyM sRn

Hovoríme o zavádzaní lokálnych súradníc, resp. o lokálnej podobnosti sRn,
ked’že zaviest’ globálne súradnice by nemuselo byt’ možné,resp. globálne môže
varieta vyzerat’ úplne iná̌c akoRn. Ako príklad si uvedieme povrch gule, teda
sféru. Skúsme zaviest’ na sfére globálne súradnice. Zoberme oby̌cajné sférické
súradnice, prǐcom θ ≡ x1 a ϕ ≡ x2. Zdá sa potom, že sféra je zobrazovaná na
obd́lžnik 0 ≤ x1 ≤ π, 0 ≤ x2 ≤ 2π. Ale čo sa deje na póleθ = 0? Tento jeden
bod je zobrazený na celú priamkux1 = 0, 0 ≤ x2 ≤ 2π, takže v tomto bode
nemáme mapu. Druhý problém nastáva preϕ = 0, kde sú body zobrazované na
dve miesta:x2 = 0 a x2 = 2π, takže tu opät’ nemáme mapu. Aby sme sa vyhli
týmto t’ažkostiam, môžeme vybrat’ otvorenú oblast’ 0< x1 < π, 0 < x2 < 2π a
polkružnicuϕ = 0 s pólmi z tejto mapy vynecháme. Ako druhú mapu zoberieme
napríklad iné sférické súradnice sϕ = 0 na rovníku prvého systému, kdeπ/2 <

ϕ < 3π/2. Každý bod sféry bude teda aspoň v jednej z týchto dvoch máp (a súbor

19Tu sme zvolili výklad podl’a [3]. Ak sa to niekomu nepáči, môže sa pozriet’ do [1].
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máp, ktoré pokrývajú celú varietu, nazvemeatlasom). Je možné vymýšl’at’ d’alšie
mapy pre sféru, ale všetky zlyhajú aspoň v jednom bode.

7.2 Dotykový (tangenciálny) priestor

Ked’že sme si už jednoducho predstavilivarietu, tak sa pozrieme na vektory na
variete. Vektory na variete predstavujú isté zovšeobecnenie nám známym vekto-
rom v dvoj- a troj- rozmernom priestore a vyžadujú si trochu iný prístup. Klasická
predstava vektorov ako šípočiek rýchlo zlyháva na zakrivených povrchoch (pries-
toroch), takáto (rovná) šípočka by vlastne mohla vytŕčat’ z nášho priestoru,̌co by
vôbec nedávalo zmysel.

V každom bodeP n-rozmernej varietyM možno definovat’ istýn-rozmerný
vektorový priestor. Jeho elementy sa nazývajú vektory v bode P ∈ M. Tento
priestor nazvemedotykovým priestoroma pristúpime k nemu cez pojem dotýka-
júcich sa kriviek. Krivkyγ1(t), γ2(t) sa dotýkajú v bodeP vtedy, ked’ pret = 0 sú
v bodeP a ich derivácia podl’a parametrat pre všetky zložky súradníc je rovnaká
pre obe krivky

γ1(0) = γ2(0) = P
d
dt

xi(γ1(t)) =
d
dt

xi(γ2(t))

Vidíme, že pohyb po týchto krivkách je vlastne do prvého rádurovnaký a
krivky, ktoré sa dotýkajú, nazveme ekvivalentnými krivkami a povieme, že tvoria
triedu ekvivalencie. Každej takejto triede ekvivalencie zodpovedá vektor, alebo by
sa dalo povedat’, že vektor je jednoznačne uřcený triedou ekvivalencie. Množina
tried ekvivalencie tvorí náš dotykový priestorTPM, pričom dolný indexP zname-
ná, že náš dotykový priestor sa viaže k boduP. Pojem dotykového priestoru je
možné ekvivalentne zaviest’ aj inými spôsobmi. Pre nás budepraktické zaviest’
vektory ako diferenciálne operátory prvého rádu (operátory sú zobrazenia, ktoré
prirad’ujú funkciám funkcie) s konštantnými koeficientami, t.j. výraz

ai∂i |P

(vychádzajúc zo smerovej derivácie funkcie - ako názov napovedá, smerová deri-
vácia v sebe nesie informáciu o smere - v koeficientochai). Používame označenie
parciálnej derivácie

∂i =
∂

∂xi

Vektorové pole môžeme potom písat’ v tvare (vektorové pole prirad’uje každému
bodu vektor, ako možno vidiet’ z výrazu nižšie a koeficienty nie sú konštantné)

V = Vi(x)∂i = Vi(x)
∂

∂xi
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pričom i = 1, 2, ..., n, kden je rozmer nášho vektorového pol’aV.
Ako je už asi zrejmé, aj kovektorové polia majú koeficienty závisiace od po-

lohy
α = αa(x)ea αa(x) := 〈α, ea〉.

Tenzorové pole typu (p
q) naM je predpis, ktorý každému bodu prirad’uje jeden

tenzor typu (pq), môžeme si ho predstavit’ ako tenzor s nekonštantými zložkami
(komponentami). Samotný tenzor v bodeP ∈ M si berie ako argumenty vektory
a kovektory vP. Na úrovni polí sa toto deje v každom bode.

8 Metrický tenzor a Riemannova geometria

Metrický tenzor naL je symetrický nedegenerovaný tenzor typu (0
2), t.j. g ∈ T0

2(L)

g(v,w) = g(w, v) symetrickost’
g(v,w) = 0 pre všetkyw ⇒ v = 0 nedegenerovanost’

Kanonický tvar metrického tenzora (dá sa dosiahnut’ vhodným výberom bázy -
tzv. ortonormovanej bázy) je

gab = ηab ≡ diag(1, ...1,−1, ...,−1)

pričom kladných prvkov 1 na diagonále jer a záporných prvkov−1 je sa hovorí-
me, že metrický tenzor má signatúru (r, s). Kladná definitnost’ znamená, žes= 0.
Ako príklad na variete si uvedieme metrický tenzor na obyčajnej euklidovskej
rovine v kartézskych súradniciach

g = dx⊗ dx+ dy⊗ dy

8.1 Hl’adanie geodetík v riemannovskom prípade

Geodetikaje najkratšia spojnica dvoch bodov. Podl’a našej intuície je to rovná
čiara. Po rovnýcȟciarach (po priamkach) sa rovnomerným pohybom pohybujú
telesá (ak práve nestoja) bez pôsobenia vonkajších síl (alebo s nulovou výsled-
nicou vonkajších síl, ale podobné nepodstatnosti ponechajme na stredoškolských
učitel’ov fyziky). Túto analógiu pohybu telesa bez pôsobenia síl (bez potenciálu)
použijeme na to, aby sme ukázali, že rovnicu geodetiky dostaneme z Lagrange-
ovej rovnice pre vol’né teleso (je tam v nejakom zmysle ekvivalencia). Rovnica
geodetikyje

q̈a + Γa
bc(q)q̇bq̇c = 0 (20)
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kde

Γ
a
bc := (T−1)ad(q)Γdbc(q)

je Christoffelov symbol 2. druhua

Γabc(q) =
1
2

(Tab,c + Tac,b − Tbc,a)

je Christoffelov symbol 1. druhu, pričom

Tab,c =
∂

∂qc
Tab

Pre vol’né teleso v lagrangeovskom formalizme máme

L(q, q̇) = T(q, q̇)

(L je Lagranžián a všeobecne je rovný rozdielu kinetickej energie a potenciálnej
energie). Kinetická energia bola zavedená ako

T(q, q̇) =
1
2

Tab(q)q̇aq̇b

Teleso sa bude pohybovat’ po dráhe (pohyb telesa je analógia, samozrejme u nás
sa v skutǒcnosti nebude hýbat’ nič), ktorá sṕlňa Lagrangeovu rovnicu

d
dt
∂L
∂q̇a
−
∂L
∂qa
= 0 (21)

Dosadením našej kinetickej energie za Lagranžián a dostatočným pohrkaním rov-
nice (21) dostaneme rovnicu geodetiky (20).

Teraz sa pozrieme naHamiltonovformalizmus (bez potenciálu),̌co je ekvi-
valentná metóda riešenia mechanických úloh. Hamiltonov formalizmus dostane-
me Legendreovou transformáciou súradníc (namiesto ˙qa - a-tej zovšeobecnenej
rýchlosti - sa používapa - a-ta zovšeobecnená hybnost’,qa - a-ta zovšeobecnená
poloha ostáva nezmenená). Potom dostávame Hamiltonián (ako inverznú trans-
formáciu) v tvare

H(q, p) = piq̇
i(q, p) − L(q, q̇(q, p)) (22)

a Hamiltonove rovnice

q̇i =
∂H
∂pi

ṗi = −
∂H
∂qi
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Hamiltonián môžeme prepísat’ do pre nás krajšieho tvaru. Vieme, že Hamilto-
nián vyjadruje celkovú energiu, v našom prípade kinetickú.Prepíšeme teda vzt’ah
pre kinetickú energiu

T(q, q̇) =
1
2

Tab(q)q̇aq̇b

využijúc, že pre hybnosti platí

pa ≡
∂L
∂q̇a
= Tabq̇

b

a teda

q̇a = (T−1)abpb

čo po dosadení do vzt’ahu pre kinetickú energiu dáva

T = 1
2Tab(T−1)acpc(T−1)bdpd

= 1
2(T−1)cdpcpd

a teda

H(q, p) =
1
2

(T−1)abpapb

Riešením Hamiltonových rovníc s našim Hamiltoniánom sa dopracujeme kxa(t) a
pa(t). Čast’xa(t) nám dáva geodetiky.̌Cast’ pa(t) nie je pre nás potrebná, musíme
ju však žial’ pri riešení vypǒcítat’.

8.2 Príklad: Geodetiky na sfére

Lagrangeov formalizmus

Kinetická energia sférického kyvadla vo sférických súradniciach (bez potenciálnej
energieg = 0, l je d́lžka závesu) je

T(ϑ, ϕ) =
1
2

(
l2ϑ̇2 + l2ϕ̇2 sin2ϑ

)

Pǒcítajme d’alej, najprv si pripravme derivácie do Lagrangeovej rovnice preϑ
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∂T

∂ϑ̇
= ml2ϑ̇

d
dt
∂T

∂ϑ̇
= ml2ϑ̈

∂T
∂ϑ

= ml2ϕ̇2 sinϑ cosϑ

Rovnica preϑ bude

ml2ϑ̈ −ml2ϕ̇2 sinϑ cosϑ = 0

Teraz vyjadríme derivácie preϕ

∂T
∂ϕ̇

= ml2ϕ̇ sin2ϑ

d
dt
∂T
∂ϕ̇

= ml2ϕ̇2ϑ̇ sinϑ cosϑ +ml2ϕ̈ sin2ϑ

∂T
∂ϕ

= 0

a prislúchajúca rovnica

ϕ̈ sin2ϑ + ϕ̇2ϑ̇ sinϑ cosϑ = 0

Rovnice, ktoré sme dostali nebudeme d’alej riešit’, ukážeme si iba dve riešenia.
Prvé, ktoré vyhovuje obom rovniciam jeϑ = π/2, ϕ = ωt (t je parameter, podl’a
ktorého derivujeme (bodkujeme)) - stačí dosadit’. Ide o rovnomerný pohyb po
rovníku. Príklad je ale rotǎcne invariantný (bez pol’a tu nie je význačná orientá-
cia), čo znamená, že všetky kružnice také ako rovník (vel’ké kružnice) sú geode-
tikami. Druhé riešenie sú poludníky:ϕ = ϕ0 (l’ub. pevný uhol),ϑ = ωt, ale to už
sme si mali domysliet’ na základe predchádzajúcej úvahy (a státie na póloch pre
nás nie je zaujímavé).
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Hamiltonov formalizmus

V Hamiltonovom formalizme dostávame

pϕ = ml2ϕ̇ sin2ϑ

pϑ = ml2ϑ̇

H = 1
2ml2

(
ϑ̇2 + ϕ̇2 sin2ϑ

)

ale pozor, Hamiltonián má byt’ vyjadrený cez hybnosti namiesto cez obodkované
súradnice

H(ϑ, ϕ, pϑ, pϕ) =
1
2

(
p2
ϑ

1
ml2
+ p2

ϕ

1

ml2 sin2ϑ

)

Dostávame teda Hamiltonove rovnice

ṗϕ = 0

ṗϑ = p2
ϕ

1
ml2

cosϑ

sin3ϑ

ϕ̇ = pϕ
1

ml2 sin2ϑ

ϑ̇ = pϑ
1

ml2

Nechávame nǎcitatel’a detaily previerky, že riešenia spomenuté v lagrangeov-
skom formalizme sa dajú použit’ aj tu.

9 Distribúcie na variete

Nan-rozmernej varieteM môžeme definovat’k-rozmernú distribúciuD. k-rozmerná
distribúcia je vlastne v každom bode fixovanýk-rozmerný podpriestor priestoru
TxM

Dx ⊂ TxM dim Dx = k

Ked’ máme takúto distribúciu naM, tak nás môže zaujímat’,či je možné varie-
tu M rozvrstvit’ nak-rozmerné podvariety, ktoré by spájali susedné podpriestory
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do jedného celku. Ak je to možné, tak distribúciu nazveme integrovatel’nou, ak
nie, tak neintegrovatel’nou.

k-rozmerné podpriestory v našomn-rozmernom priestore môžeme opisovat’
viacerými spôsobmi, na tomto mieste sa pozrieme na dva. Je celkom prirodzené
zobrat’k-ticu lineárne nezávislých vektorov. Ked’že vyberáme vektory v každom
bode, tak ide vlastne ok vektorových polí. Druhý spôsob je vybratie (n− k)-tice
kovektorov v každom bode, teda (n − k) ohranǐcujúcich 1-foriem. Prvý a druhý
spôsob uřcujú ten istý podpriestor (distribúciu), ked’ všetky ohraničujúce 1-formy
anihilujú vektorové polia

〈θi , eα〉

Pre nás bude výhodné zadat’ distribúciu iným spôsobom a to cez tenzorové
poleh typu

(
2
0

)
. Zvolíme si také tenzorové poleh (rankuk) aby obraz tohto tenzo-

rového pol’a bola naša distribúciaD (k-rozmerná)

D = Im h

Tenzorové pole používame ako zobrazenie, ktoré kovektoromprirad’uje vektory

h : L∗ → L α 7→ h(α; . )

Povedzme, žeea sú bázové prvky distribúcieD (je ich k, ked’že D je k-
rozmerná distribúcia) aei sú zvyšné prvky do bázy celéhon-rozmerného vek-
torového priestoruL. Potom mámeadaptovanúbázu priestoruL a to:eα = (ea, ei)
a naše tenzorové pole môžeme rozpísat’ spolu s bázami nasledovne

h = habea ⊗ eb + haiea ⊗ ei + hiaei ⊗ ea + hi j ei ⊗ ej

Pre lepšiu predstavu si vhodíme do tenzorah kovektorα = αcec a dostaneme
takýto vektor

h(α, . ) = ... = (αbh
ba + αih

ia)ea + (αah
ai + α jh

ji )ei

a ked’že chceme dostat’, žeD = Im h, tak položímehai a h ji rovné nule.Ďalej
si stanovíme ako podmienku, žehia = 0 a hab = hba. Takže vidíme, že celá
distribúcia je uřcená ako

h = habea ⊗ eb hab = hba
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Alebo v maticovom tvare

h↔

(
hab hai

hia hi j

)
=

(
hab 0
0 0

)
hab
= hba

10 Lieove grupy a l’avoinvariantnost’

10.1 Grupa

Grupa je množina, na ktorej je definovaná operácia násobenia ako binárna ope-
rácia, prǐcom sa násobia navzájom prvky z danej grupy. Táto operácia násobenia
(oznǎcuje sa ako krúžok) musí byt’ asociatívna,čo znamená, že je možné zmenit’
poradie násobenia (zátvorky) bez zmeny výsledku.Ďalej tu musí existovat’ jed-
notkový prvok, ktorým ked’ násobíme l’ubovol’ný prvok z našej grupy, tak dosta-
neme pôvodný prvok. A nakoniec, pre všetky prvky z našej grupy musí existovat’
inverzný prvok, ktorým ked’ násobíme pôvodný prvok, tak dostaneme jednotkový
prvok.

10.2 Lieova grupa a Lieova algebra

Na Lieovej grupe fungujú dve štruktúry - grupa a varieta. To znamená, že Lieova
grupa je po prvé grupou a po druhé je možné na nej zaviest’ nejaké súradnice
(vel’mi znednodušene povedané, ale na tomto mieste to bude stačit’).

Lieova algebra musí spĺňat’ dve podmienky:
1. Musí byt’ lineárnym (vektorovým) priestorom (rozmerun), čo znamená

uzavretost’ na lineárne kombinácie.
2. Musí byt’ na nej definovaná bilineárna operácia - komutátor (Lieova zát-

vorka), ktorá je bilineárna, antisymetrická a spĺňa Jacobiho identitu.
Lieovej grupe možno priradit’ Lieovu algebru, ako uvidíme včasti o Heisen-

bergovej grupe.

10.3 L’avo-invariantnost’ foriem

Aby sme pochopili súvis Heisenbergovej grupy so vzt’ahom (4), musíme ešte
vybrat’ z bohato prestretého stola diferenciálnej geometrie jedno sústo -l’avo-
invariantnost’. Po jeho prežutí si ukážeme aké kovektorové polia sú l’avoinva-
riantné vzhl’adom na Heisenbergovu grupu a opätovne objavíme vzt’ah (4) pre
zdvihnutú krivku.
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10.3.1 L’avé translácie

L’avá translácia (chápeme ju ako zobrazenie) je definovaná nasledovne (pre l’ubo-
vol’né g ∈ G)

Lg : G→ G h 7→ Lgh := gh (23)

Vidíme, že prvokh z grupy G, na ktorý je aplikovaná l’avá transláciaLg, je vlast-
ne akoby iba vynásobený zl’ava prvkomg. Analogicky je možné zaviest’ pravé
translácie, v našej práci to však nebude potrebné.

10.3.2 Pull-back

Pre jednoduchost’ začnemepull-backom funkcie. Funkcia na varieteM je (hlad-
ké) zobrazenie

f : M → R x 7→ f (x) ∈ R

Predstavme si nejaké zobrazenie varietf : M → N (pričomM môže byt’ totožné
s N). Ďalej si predstavme, že naM máme funkciuχ a naN funkciuψ

R
χ
←− M

f
−→ N

ψ
−→ R

Zložením zobrazeníf aψ dostávame nové zobrazenie

M
f
−→ N

ψ
−→ R

ψ ◦ f : M → R

a záver pre nás je taký, že funkcie sa dajú prenášat’ smerom "dozadu" (odtial’pull-
back). V súradnicovom vyjadrení vyzerápull-backnasledovne (f je zobrazenie
variet,χ funkcia na variete, tak ako vyššie)

f : xi
7→ ya(x) ⇒ ( f ∗χ)(x) = χ(y(x))

z čoho zretel’ne vidíme, že ak byM aN boli totožné, tak pull-back vlastne aplikuje
funkciuχ na varietuN vyjadrenú cez "staré" súradnice (súradnice zM) - y(x).

Teraz pristúpime kpull-backu kovektorov. V súradnicovom tvare sa to dá
vyjadrit’ ako

f ∗dya = Ja
i dxi ⇒ f ∗(αadya) = (αaJa

i )dxi

Pull-back kovariantného tenzorového pol’a (v našom prípade 1-formy,pre
"viac-formy" to nebudeme potrebovat’ - robíme teda vlastnepull-backvšeobec-
ného kovektorového pol’a) definujeme nasledovne

f ∗α = αa(y(x))dya(x) = αa(y(x))Ja
i (x)dxi (24)
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pričom

Ja
i =

∂ya

∂xi
(25)

10.3.3 L’avoinvariantnost’ 1-foriem na Lieovej grupe

Pull-back L∗g (g ∈ G) aplikovaný na l’ubovol’né kovektorové pole na grupeG je
opät’ kovektorové pole naG. Predmetom nášho záujmu bude hl’adanie kovekto-
rových polí, ktoré sa pôsobením takýchto pull-backov nemenia, také kovektorové
polia nazvemeLg-invariantné. Dokonca nájdeme kovektorové polia, ktoré sú in-
variantné vǒci všetkýmg ∈ G sú̌casne. Podmienka l’avoinvariantnosti teda je

L∗gα = α pre všetky g ∈ G (26)

Všeobecné kovektorové pole sa dá zapísat’ ako

α = αa(y)dya (27)

Podmienka l’avoinvariantnosti je v súradnicovom tvare20

f ∗α = αa(y(x))Ja
i dxi = αi(x)dxi (28)

kde

Ja
i =

∂ya

∂xi
(29)

20Ja
i dxi môžeme chápat’ akodya(x).
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Záver
Po prěcítaní našej práce by malčitatel’ získat’ základnú predstavu o tom,čo sú to
izoholonomické úlohy a ako sa riešia. Ukázali sme niekol’kopríkladov takých-
to úloh a vždy mali spolǒcné to, že sa v nich paralelne prenáša nejaký objekt po
slučke, prǐcom na konci je tento objekt iný ako na začiatku. Objekt na konci sa
získava zo zǎciatǒcného nejakým grupovým prvkom, tomuto prvku hovoríme ho-
lonómia. Skúmame triedu slučiek s rovnakou holonómiou, pričom z nej vyberáme
optimálnu slǔcku (napr. najkratšiu). Úlohu sme formulovali v jazyku fibrovanej
variety, na ktorej sme dvíhali slučku z bázy do totálneho priestoru, kde sa z nej
stala neslǔcka. Koncový bod sa získa zo začiatǒcného opät’ nejakým grupovým
prvkom.

Riešenie izoholonomických úloh sme predviedli na úlohe Dido, ktorej jedno-
duchost’ ju umož̌nuje riešit’ aj na bakalárskom stupni. Išlo o úlohu nájst’ slučku s
danou d́lžkou, ktorá by obopínala najväčšiu plochu. Úloha Dido je izoperimetric-
ká, čo je však špeciálnym prípadom izoholonomických úloh. Slučku sme zdvihli
do tretieho rozmeru, ktorý predstavoval opísanú plochu. Našli sme distribúciu,
po ktorej sa takto zdvihnutá slučka pohybuje. Aby sme našli riešenie - subrie-
mannovskú geodetiku - zostavili sme subriemannovský Hamiltonián a vyriešili
Hamiltonove rovnice. Dostali sme dávno známe riešenie -čast’ kružnice.

Heisenbergovu grupu sme predstavili ako jednoduchý príklad sub-Riemann-
ovej geometrie. Ako bonus sme zistili (tiež to nie je žiadna novinka), že úloha
Dido má rovnakú geometriu ako Heisenbergova grupa a distribúcia v úlohe Dido
sa nat’ahuje na bázu, ktorá je rovnaká ako isté l’avoinvariantné polia nájdené na
Heisenbergovej grupe.
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