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Abstrakt: Práca sa zaoberá rie²ením úloh s pravouhlými jamami v kvan-
tovej mechanike vyuºitím fázového priestoru bez£asovej Schrödingerovej
rovnice (na osi sa naná²a vlnová funkcia a jej derivácia pod©a súradnice).
Táto rovnica druhého rádu sa nahradí sústavou dvoch rovníc prvého rádu.
Jej rie²enia je prirodzené interpretova´ dynamicky � ako pohyb �ktívneho
bodu vo fázovom priestore. Kvantová mechanika dáva pre tento pohyb isté
obmedzenia. Pomocou nich je moºné kresli´ príslu²né trajektórie a následne
aj vlnové funkcie, ktoré im zodpovedajú. Metóda poskytuje aj hodnoty
energií príslu²ných viazaných stavov a dáva trochu iný poh©ad na dôvod
jej kvantovania. Práca obsahuje ve©a obrázkov, ktoré vznikli výpo£tami a
kreslením v softvéri Mathematica.
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Abstract: Thesis deals with solving problems with rectangular potential
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ced with the system of two �rst-order equations. In this way, solutions of the
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Predhovor, alebo to sná¤ nemyslíte
váºne, sle£na Ri�iková

Rodený dobrodruh � ²tudent fyziky si na svojej ceste za poznaním prejde rôznymi ²tádiami.
Ke¤ sa v prvom a druhom ro£níku zoznámi s fyzikou makrosveta a vnikne do tajov mechaniky
a elektromagnetizmu, je mu dovolené vstúpi´ aj do sveta celkom odli²ného � kvantového.
Pomali£ky sa oboznamuje so zvlá²tnymi zákonitos´ami, ktoré v ¬om platia a snaºí sa pospája´
si ¤al²ie nitky �²trikovanice� 1.

Cesta je to, vraví sa, ne©ahká a t¯nistá, mnohí pútnici zblúdia, alebo z nej úplne zídu,
súc pohltení bezodnou temnotou, v ktorej si na veky vekov môºu by´ istí svojou polohou aj
hybnos´ou zárove¬. . . . Av²ak tí z udatných, ktorí sa nenechajú odradi´, môºu pri putovaní
okrem vojnových zranení nadobudnú´ aj skúsenosti a kvantovomechanický cit, ktorý k úprim-
nému po£udovaniu nerastie na stromoch, ale získava sa v pote tváre práve rie²ením príkladov 2!
Tých je na prehryzenie ponúknutých neúrekom, pri£om sa garantuje, ºe ani tým najvä£²ím
jedákom nikdy v bruchách od hladu neza²kvr£í.

Jedným z úvodných problémov pre nádejných adeptov kvantovej mechaniky � kvan-
tomechanikátorov3 je úloha o kone£nej potenciálovej jame. Jej prerie²enie dá za£ínajúcemu
KVM pevný základ do budúcna, na ktorom bude neochvejne stá´ pri dumaní nad exotickej-
²ími problémami � tzv. lomihlavmi. Samozrejme, ºe mierne odrastený, operátormi a vodíkom
o²©ahaný, chyt©avý entuziazmus rozpty©ujúci a ºiadnymi poruchami netrpiaci KVM 4 nad ta-
kou do neba volajúcou trivialitou len mávne ledabolo rukou. Ukazuje sa v²ak, ºe úloha je
hodná na²ej pozornosti, aj ke¤ sme si okúsili uº aj mierne tvrd²ieho chlebíka.

Ako iste vieme, ²tandardné u£ebnicové rie²enie sa zakladá na tzv. metóde zo²íva-
nia, £o nie je ni£ iné ako zabezpe£enie spojitosti vlnovej funkcie a jej derivácie. Zo²ívacie
podmienky potom povedú na rovnice pre energie viazaných stavov. Tie sú bohuºia© trans-
cendentné a tým pádom analyticky nerie²ite©né. Gra�cky v²ak energie získa´ môºeme, chví©u
sa teda pokocháme poh©adom na ladné krivky tangensov a potom ²up � ²up na nie£o nové.
Alebo nie?

1Tí, £o vedia, vedia, tí £o nevedia, nech ur£ite zájdu na predná²ky Vlada �erného.
2Najlep²ie sná¤ takých, ktoré majú rie²enie.
3¤alej len KVM
4U tých, ktorí sa cítia by´ na vrchole uº po prvom semestri QM, pozorujeme prudko klesajúcu

závislos´ vý²ky hrebienka vh(t, T ).



2 Predhovor

Na²a jama je omnoho zaujímavej²ia, ako by sa na prvý poh©ad zdalo. Hlavne ke¤ sa
na ¬u pozrieme z úplne nového uhla a omnoho intuitívnej²ím spôsobom. Namiesto zd¨havého
po£ítania si rad²ej nakreslíme zrozumite©né obrázky a celé rie²enie vy£ítame z nich. Metódou,
ktorá nám toto kreslenie umoº¬uje, pritom budeme vedie´ robi´ bez vä£²ej námahy predpovede
aj pre zloºitej²ie problémy s viacerými jamami. Kaºdý, kto má v ºivote vysoké ambície, ur£ite
nepohrdne moºnos´ou sta´ sa uznávaným odborníkom na pravouhlé potenciálové jamy 5.

Pýtate sa: je toto vôbec moºné? Nie sú to len prachsproste plané re£i a trápna re-
klama? Odpove¤ (na prvú6 otázku) je kladná. Dôkaz, ºe realita je naozaj realitou a nie
Matrixom, práve drºíte v rukách. Neobjavíme síce ºiadne nové kontinenty, ale na²e skúmanie
bude aspo¬ tak pou£né ako zábavné. A komu sa nechce £íta´, vºdy sú tu predsa obrázky. Je
ich ve©a a sú farebné! Kladie vás uº teraz od nudy na pelech? Tak skúste nájs´ Batmana a
diev£a s vrko£mi, ktorí sa skryli medzi stránkami7;)

Ak vás téma zaujala, dúfame, ºe budete listova´ aj ¤alej. V tom prípade vás £aká
úvodná Kapitola 1, v ktorej sa zoznámime sa problémom a moºnými typmi jeho rie²enia,
Kapitola 2, v ktorej sa nau£íme metódu kreslenia na príklade o jednej jame, závere£ná Kapitola
3, v ktorej sa pozrieme na príklady o dvoch a troch jamách a zopár dodatkov.

Doskvantovania priatelia!

5Ur£ite sa vám pred o£ami zmaterializovalo skvelé uplatnenie na trhu práce.
6Na druhú sa kvôli (aspo¬) predstieranej úcte k autorke neodpovedá.
7Fantázii sa medze nekladú a preto je dos´ moºné, ºe nájdete aj kade£o iné. . .



Úvod

Jednorozmerná bez£asová Schrödingerova rovnica je rovnicou druhého rádu pre funkciu ψ(x).
Je zrejmé, ºe ju môºeme prepísa´ ako sústavu dvoch rovníc prvého rádu pre funkcie ψ(x) a
ψ′(x) ≡ v(x). V priestore, kde na osi naná²ame ψ a v, t.j. vo fázovom priestore Schrödingerovej
rovnice, nám kaºdé rie²enie tejto rovnice vytvára krivku parametrizovanú premennou x. Toto
môºeme chápa´ aj ako £asový vývoj �ktívnej £astice vo fázovom priestore (ke¤ x vnímame
ako £as) � krivku teda interpretujeme ako trajektóriu tohoto bodu.

Táto predstava je moºná, ale z h©adiska praktického rie²enia nám v²eobecne nijako
nepomáha � nájdenie spomínanej trajektórie nie je o ni£ ©ah²ie ako vyrie²enie pôvodnej
Schrödingerovej rovnice. V tejto práci sa snaºíme ukáza´, ºe pre ²peciálny prípad � pravouhlé
potenciálové jamy � môºe by´ poh©ad cez fázový priestor uºito£ný. Pritom sa obmedzíme len
na viazané stavy.

Tradi£né rie²enie tohoto problému spo£íva v zo²ívaní dvoch typov rie²ení � sínusov a
kosínusov vnútri jamy a exponent mimo jamy. Navy²e, zo spomínaných exponent vyberáme
vºdy tú, ktorá zabezpe£uje celkovú normovate©nos´ výslednej vlnovej funkcie.

Ak sa na to isté pozrieme optikou ná²ho fázového priestoru, zo sínusov a kosínusov
sa stanú rotácie v tomto priestore a z exponent hyperbolické rotácie. Vidíme teda, ºe ak x

chápeme ako £as (ktorý beºí od −∞ po ∞), celá trajektória vznikne zlepením kúskov, ktoré
môºu by´ len dvoch spomínaných typov.

Beºná poºiadavka na spojitos´ ψ a ψ′ vedie vo fázovom priestore na poºiadavku
spojitosti trajektórie. Druhá dôleºitá podmienka, ktorú poºaduje kvantová mechanika � nor-
movate©nos´ vlnovej funkcie � sa vo fázovom priestore prejaví tak, ºe trajektória sa za£ína aj
kon£í v po£iatku, teda v bode (ψ, v) = (0, 0).

Ukazuje sa, ºe tento postup naozaj funguje. Umoº¬uje naozaj prakticky nachádza´
spomínané trajektórie spolu s energiami viazaných stavov a k nim prislúchajúce vlnové fun-
kcie. Výhodou tejto novej metódy je, ºe viazané stavy nachádzame priamej²ie a rie²enia pre
nás nie sú len priese£níkmi na grafe. Máme moºnos´ priamo vidie´ vývoj od jedného viazaného
stavu k druhému.

Aj ke¤ pre konkrétny výpo£et a vytvorenie gra�ckých aplikácií v programe
Mathematica bol pouºitý po£íta£, sila na²ej metódy spo£íva aj v tom, ºe v prípade záujmu
(len) o kvalitatívnu stránku rie²enia si ho £lovek (v jednoduch²ích prípadoch) odvodí takpove-
diac �na kolene� a ºiadne výpo£ty, £i po£íta£ nepotrebuje. Samotný princíp je jednoduchý a
jediným potrebným vybavením je papier a ceruzka. Zloºitej²ie prípady si uº po£íta£ vyºadujú,
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zdôraz¬ujeme ale, ºe jeho práca nespo£íva v naozajstnom numerickom rie²ení diferenciálnych
rovníc. Spo£íva v tom, ºe po£íta£ za nás rýchlo zlepí príslu²né kúsky trajektórie, zobrazí vý-
sledok a my sa poh©adom na obrazovku presved£íme, £i zobrazená trajektória sp¨¬a vy²²ie
spomínané poºiadavky.

V prvej kapitole sa teda prehryzieme úvodnou teóriou, kde sa £osi nau£íme aj o
vektorových poliach a ich tokoch. Tie nie sú esenciálnou sú£as´ou práce, ale zjednodu²ujú a
vysvet©ujú uº spomínaný tvar trajektórií vo fázovom priestore.

V druhej kapitole prejdeme cez v²etky potrebné nástroje, ktoré vyuºijeme na zosta-
vovanie obrázkov vo fázovom priestore. Prácu nám podstatne u©ah£í ²kálovanie osí v tomto
priestore. Na u£enie nám poslúºi najjednoduch²í problém � jedna kone£ná jama.

V tretej kapitole sa pozrieme na tvary trajektórií a vlnových funkcií pre viazané stavy
konkrétnych kon�gurácií potenciálu. V krátkosti sa zmienime o nekone£nej jame a prejdeme k
zloºitej²ím dvom jamám. Tam sa nám uº naskytujú rôzne moºnosti. Preskúmame, £o sa bude
dia´, ke¤ budeme meni´ vzájomnú vzdialenos´ medzi jamami, prípadne meni´ ich h¨bku, £i
vý²ku potenciálu v ich okolí a vytvára´ bariéry. Na záver sa pozrieme aj na dva príklady s
tromi jamami.

Pre prípadných záujemcov sú pripravené dodatky, v ktorých bu¤ obnovíme veci
známe (²tandardné rie²enie pre jednu jamu na porovnanie) alebo dáme úvod k nejakým no-
vým (vektorové polia). Opí²eme si aj základné atribúty tzv. notebookov v Mathematice a iné
zaujímavosti a problémy, s ktorými sme sa pri práci s ¬ou stretli.

POZNÁMKA:
Aby sme sa vyhli moºným nedorozumeniam, uve¤me význam nasledujúcich (slovných) ozna-
£ení

• potenciál sa pouºíva namiesto zd¨havého pomenovania �potenciálna energia�

• trajektória/obrázok (vo fázovom priestore) sú ekvivalentné

• £astica je takmer vºdy �ktívna £astica, ak by ²lo o reálnu, uvedieme to

• energie a d¨ºky neskôr budú bezrozmerné energie a d¨ºky

• τ bude priestorová premenná; pre fázový priestor ju v²ak budeme chápa´ ako £as

Teraz je uº sná¤ v²etko svedomito pripravené a môºeme sa smelo pusti´ do bádania.



Kapitola 1

Zasvätenie do problematiky

V tejto kapitole sa zoznámime s problémom, ktorý budeme v práci rie²i´ a opí²eme jeden (z
viacerých moºných) spôsobov náh©adu na¬. Problémom je h©adanie energií a vlnových funkcií
viazaných stavov pre kvantovomechanické úlohy dos´ ²peciálneho typu, a to jednorozmerné
pravouhlé jamy. Náh©ad spo£íva v tom, ºe sa zavedie fázový priestor Schrödingerovej rovnice
a predstava pohybu �ktívneho bodu v tomto priestore. Okrem tradi£ného prístupu sa zavedie
tieº jazyk vektorových polí a ich tokov.

1.1 Schrödingerova rovnica

Budeme sa zaobera´ rie²eniami jednorozmernej bez£asovej Schrödingerovej rovnice, £iºe dife-
renciálnej rovnice

~2

2m
ψ′′(x) + U(x)ψ(x) = Eψ(x). (1.1)

Rovnicu (1.1) si najprv zjednodu²íme prechodom k bezrozmerným veli£inám. Porov-
naním prvého £lena v©avo a £lena vpravo vidíme, ºe ak zavedieme (zatia©) ©ubovo©nú d¨ºkovú
²kálu L0, tak výraz

E0 ≡
~2

2mL2
0

(1.2)

má rozmer energie (dve £iarky na ψ urobia rozmerovo to isté ako násobenie výrazom 1
L2
0
).

Táto energia, ktorá závisí od konkrétneho výberu L0, sa dá pouºi´ ako ²kála pre energie.
�alej teda môºeme zavies´ bezrozmerné veli£iny

τ :=
x

L0

E :=
E

E0

u :=
U(L0τ)

E0

, (1.3)

ktorými sú postupne bezrozmerná d¨ºka, celková a potenciálna energia.
Ke¤ºe d

dτ
= 1

L0

d
dx
, tak (1.1) nadobudne (uº bezrozmerný) tvar

ψ̈ = −(E − u(τ))ψ, (1.4)

kde bodka ozna£uje deriváciu pod©a τ .
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Ak napokon ozna£íme rozdiel energií ako E − u(τ) =: k(τ), tak dostaneme

ψ̈ = −k(τ)ψ. (1.5)

Teraz zavedieme novú premennú v := ψ̇. Z rovnice druhého rádu (1.5) sa stane sústava
dvoch rovníc prvého rádu

ψ̇ = v (1.6)

v̇ = −k(τ)ψ. (1.7)

Priestor, na osi ktorého naná²ame veli£iny ψ a v , sa volá fázový priestor rovnice (1.5). Kaºdé
rie²enie sústavy (1.6) a (1.7), £iºe kaºdé rie²enie Schrödingerovej rovnice (1.5), môºeme vní-
ma´ ako pohyb �ktívneho bodu v tomto fázovom priestore. Táto predstava je pre celú prácu
rozhodujúca!

Sústava rovníc (1.6) a (1.7) vo fázovom priestore nie je o ni£ jednoduch²ia ako pôvodná
rovnica. Komplikácia v nej spo£íva v závislosti k od (τ). Nájs´ trajektóriu �ktívneho bodu
je teda v²eobecne ´aºká úloha. Dá sa aj napriek tomu z tejto predstavy o pohybe bodu vo
fázovom priestore nie£o vy´aºi´? Ukazuje sa, ºe áno, ak sa obmedzíme na dos´ ²peciálne, ale
pre kvantovú mechaniku e²te stále zaujímavé potenciálne energie. A tými sú práve pravouhlé
jamy. Pre£o? Potenciál u(τ) pre pravouhlé jamy je funkcia, ktorá je po £astiach kon²tantná.
�o znamená, ºe taká je aj funkcia k(τ) v rovnici (1.5).
Ak teda pochopíme pohyb �ktívneho bodu pre ©ubovo©né kon²tanté k , tak budeme vedie´
z takýchto pohybov posklada´ celkovú trajektóriu tohoto bodu zodpovedajúcu úlohe o pra-
vouhlej jame. Po¤me sa teda pozrie´ na konkrétne rie²enia zodpovedajúce kon²tantnému k .
Zistíme, ºe je k©ú£ové, £i je táto kon²tanta kladná alebo záporná. Dostaneme tak totiº dve
podstatne odli²né triedy trajektórií.

1.2 Tradi£ný poh©ad na dva typy rie²ení

Sústava rovníc (1.6) a (1.7) pre kon²tanté k je ve©mi jednoduchá a jej rie²enie vieme napísa´
hne¤. Toto rie²enie závisí podstatne od toho, £i je k kladné alebo záporné.

1.2.1 Kon²tanta k > 0

Ak k = |k |, £o fyzikálne znamená, ºe celková energia je vä£²ia ako potenciálna (sme v klasicky
dostupnej oblasti, v budúcnosti vnútro jamy), dostávame sústavu rovníc

ψ̇ = v (1.8)

v̇ = −|k |ψ. (1.9)

Ak po£iato£né podmienky ozna£íme ako ψ(0) ≡ ψ0 a v(0) ≡ v0, rie²enie môºeme napísa´ v
maticovom tvare (

ψ(τ)

v(τ)

)
=

(
cos(

√
|k |τ) sin(

√
|k |τ)

−
√
|k | sin(

√
|k |τ)

√
|k | cos(

√
|k |τ)

)(
ψ0

v0

)
. (1.10)
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V²imnime si, ºe v najjednoduch²om moºnom prípade, ke¤ |k | = 1 bude na²e rie²enie (1.10)
vyjadrené pomocou starej známej � matice rotácie1. Ná² �ktívny bod sa teda rovnomerne
to£í okolo stredu jednotkovou uhlovou rýchlos´ou.

Vidíme, ºe pre iné hodnoty k uº trajektóriami nebudú kruºnice (matica vtedy nie
je rota£ná). �ahko sa v²ak dá presved£i´, ºe ak rovnice (1.6) a (1.7) prepí²eme pre vhodné
kon²tantné násobky pôvodných premenných (t.j. ak vhodne pre²kálujeme osi), v nových pre-
menných dostaneme opä´ rotácie a kruºnice. (Z toho vyplýva, ºe pôvodne to boli elipsy. :)
Neskôr � v ¤al²ej £asti (1.3) o vektorových poliach efekty tohoto ²kálovania uvidíme názorne
na obrázkoch. E²te ¤alej, v Kapitole 2 v £asti (2.2) sa ukáºe, ºe pre nás bude výhodné tvar
kruºníc zachova´ a toto ²kálovanie nám príde vhod.

Dozvedeli sme sa teda, ºe v oblastiach, v ktorých bude E > u (vnútro jamy) nám
�ktívna £astica bude vo fázovom priestore za ur£itých podmienok obieha´ rovnomerne po
kruºniciach.

Teraz trochu odbo£íme. Rovinu (ψ, v) nazývame fázovým priestorom. Budú ma´ tra-
jektórie (=kruºnice) nie£o spolo£né s fázovými portrétmi, s ktorými sme sa stretli na teoretickej
mechanike? Áno, budú. Rovnice (1.6) a (1.7) sú totiº Hamiltonove rovnice

ψ̇ = ∂H
∂v

(1.11)

v̇ = −∂H
∂ψ

(1.12)

pre hamiltonián

H(ψ, v , τ) =
1

2
(v 2 + k(τ)ψ2). (1.13)

Na TM sme sa nau£ili, ºe krivky vo fázovom priestore, ktoré tvoria fázový portrét sú dané
podmienkou H = kon²t, a teda spájajú body s rovnakou energiou. Uºito£né sú v²ak len pre
hamiltoniány, ktoré nezávisia od £asu. Ná² hamiltonián (1.13) nebude závisie´ od £asu (= τ),
ak skúmaný potenciál (u) nebude závisie´ od τ (£iºe pôvodné U od x). Potenciál teda môºe
by´ nanajvý² po £astiach kon²tantný. A to je presne potenciál pravouhlých jám. Ak teda tu
nakreslíme krivky pod©a pravidla H = kon²t, dostaneme v tomto prípade (pozri (1.13)) elipsy
a pre k = 1 kruºnice.

1.2.2 Kon²tanta k < 0

Pre zápornú kon²tantu k = −|k | získavame nasledovnú sústavu rovníc

ψ̇ = v (1.14)

v̇ = |k |ψ. (1.15)

Potom rie²enie v (klasicky zakázanej) oblasti s potenciálnou energiou vä£²ou ako celkovou, je
moºné v maticovom tvare napísa´ ako(

ψ(τ)

v(τ)

)
=

(
cosh(

√
|k |τ) sinh(

√
|k |τ)√

|k | sinh(
√
|k |τ)

√
|k | cosh(

√
|k |τ)

)(
ψ0

v0

)
. (1.16)

1Ke¤ je mínusko takto, jedná sa o rotáciu v smere hodinových ru£i£iek.
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Rie²enie je teda pre k = −1 vyjadrené cez maticu hyperbolickej rotácie. Trajektórie budú
hyperbolami a ²peciálne pre k = −1 to sú hyperboly s asymptotami, ktoré sú na seba kolmé.
(Ak má £itate© problém predstavi´ si hyperbolickú rotáciu, môºe si ju pozrie´ na Obr. 1.2 a
porovna´ s oby£ajnou rotáciou na Obr. 1.1.)

Opä´ drobná odbo£ka. Tieto hyperboly by sme mohli dosta´ aj kreslením fázového
portrétu pre hamiltonián

H(ψ, v) =
1

2
(v 2 − kψ2). (1.17)

O tom, ako sa tvary (oboch) trajektórií dajú vidie´ rýchlej²ie pre ©ubovo©né hodnoty k , sa
môºeme do£íta´ v nasledujúcej £asti.

1.3 Nový poh©ad � vektorové polia

Celá táto £as´ £erpá z literatúry [3] a [5]. Pre hlb²ie porozumenie sa ur£ite odporú£a pre£íta´
si Kapitolu 2: Vektorové a tenzorové polia v [3]. Úplne v²ak posta£í aj letmé nahliadnutie do
Dodatku A.

1.3.1 Základy

Porovnajme �Schrödingerovu rovnicu� v tvare (1.6) a (1.7) pre kon²tantné k

ψ̇ = v

v̇ = −kψ.

s rovnicami (A.3) a (A.4) pre integrálne krivky vektorového po©a z Dodatku A

ẋ = V x(x, y)

ẏ = V y(x, y).

Vidíme, ºe rovnice (1.6) a (1.7) sú vlastne rovnicami pre integrálne krivky vektorového po©a

V = v∂ψ − kψ∂v . (1.18)

Ak ψ(τ) je rie²enie Schrödingerovej rovnice (1.5), tak potom (ψ(τ), v(τ) ≡ ψ̇(τ)) je
integrálna krivka po©a V . Ale aj naopak!!! Kaºdé rie²enie Schrödingerovej rovnice sa dá získa´
z integrálnej krivky vektorového po©a V . Teda pozna´ v²etky integrálne krivky vektorového
po©a V znamená pozna´ v²etky rie²enia Schrödingerovej rovnice.

Pod©a toho, £o sme sa nau£ili v Dodatku A, vektorovému po©u V v rovine (x, y)

prislúcha tok v tejto rovine. Ale aj naopak, pomocou tohoto toku vieme spätne nájs´ (v²etky)
integrálne krivky.2

�o z toho vyplýva pre nás? Na²e pole (1.18) je de�nované vo fázovom priestore (ψ, v).
To znamená, ºe ak spoznáme jeho tok, spoznáme tým aj v²etky jeho integrálne krivky, a teda

2Sta£í aplikova´ tok na ©ubovo©ný bod.
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aj v²etky rie²enia Schrödingerovej rovnice. Po¤me sa pozrie´ ako konkrétne tok ná²ho po©a
V vyzerá. Ukáºe sa, ºe v hre budú vlastne dve vektorové polia, jedno pre kladné, jedno pre
záporné k , t.j., ºe pole (1.18) sa správa výrazne inak pre kladné a záporné k .

Preskúmajme teraz konkrétne dve polia, pre ktoré k = 1 a k = −1. Presved£íme sa, ºe
ich toky sú rotácia a hyperbolická rotácia roviny, pri£om tieto dva prípady presne zodpovedajú
rie²eniam v pod£astiach (1.2.1) a (1.2.2). Potom sa pozrieme aj na iné hodnoty k .

1.3.2 Pole V = v∂ψ − ψ∂v
Na základe rovníc (A.3) a (A.4) získame pre integrálne krivky tohoto po©a sústavu DR

ψ̇ = v (1.19)

v̇ = −ψ. (1.20)

A to sú úplne tie isté rovnice ako (1.8) a (1.9) pre k = 1. Vieme teda, ºe aj rie²enie bude
totoºné.
Pomocou rie²enia (1.10) môºeme tok po©a V zapísa´ v ²tandardnom tvare

Φτ : (ψ, v) 7→ (ψ cos τ + v sin τ,−ψ sin τ + v cos τ) (1.21)

Pre zaujímavos´ a podporu tvrdenia (ktoré je v Dodatku A), ºe vektorové polia
zodpovedajú diferenciálnym operátorom prvého rádu, si ukáºme ako by sa tento problém rie²il
pomocou prepisu do polárnych súradníc.
Ke¤ºe prepo£et parciálnej derivácie pod©a ϕ dáva

∂ϕ =
∂x

∂ϕ
∂x +

∂y

∂ϕ
∂y = −r sinϕ · ∂x + r cosϕ · ∂y = −y∂x + x∂y = −V,

tak vidíme, ºe pole V môºeme zapísa´ v polárnych súradniciach ako

V = −∂ϕ ≡ 0 · ∂r + (−1) · ∂ϕ ≡ V r(r, ϕ) · ∂r + V ϕ(r, ϕ) · ∂ϕ. (1.22)

V polárnych súradniciach teda rovnice pre integrálne krivky vyzerajú takto

ṙ = 0

ϕ̇ = −1

a ich rie²enia

r(τ) = r0

ϕ(τ) = −τ + ϕ0.

Tieto rie²enia ukazujú, ºe tok generovaný po©om V vyzerá

Φτ : (r, ϕ) 7→ (r, ϕ− τ) (1.23)
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Obr. 1.1: Tvary rota£ného po©a pre hodnoty k = 0.2, k = 1, k = 4

Ak chceme získa´ vyjadrenia integrálnych kriviek v kartézskych súradniciach, dosa¤me rie²enie
do transforma£ných vz´ahov a pouºime sú£tové vzorce

ψ(τ) = r0 cos(ϕ0 − τ) = ψ0 cos τ + v0 sin τ (1.24)

v(τ) = r0 sin(ϕ0 − τ) = −ψ0 sin τ + v0 cos τ (1.25)

Výsledok v tvare matice (pre k = 1) by teda bol totoºný s výsledkom (1.10) v pod£asti (1.2.1).

A £o sa stane, ke¤ k 6= 1? Nechajme si v programe Mathematica nakresli´ vektorové
pole a jeho integrálne krivky pre hodnoty k = 0.2, k = 1 a k = 4. Výsledky môºeme vidie´
na Obr. 1.1.

Vidíme z nich, ºe z kruºnice (pre k = 1) sa stávajú elipsy (pre zvy²né dve hodnoty
k). Tieto elipsy sú roztiahnuté bu¤ v smere osi ψ alebo v smere osi v , pod©a toho, £i k je
men²ie alebo vä£²ie ako 1. Na Obr. 1.1 to síce vidíme len pre ²peciálne hodnoty k , ale toto
tvrdenie platí (pre kladné k) v²eobecne:

k ∈


k < 1 elipsa pretiahnutá v ψ-tom smere,

= 1 kruºnica

k > 1 elipsa pretiahnutá vo v -tom smere.

(1.26)

Ak sa £itate©ovi toto tvrdenie zdá nedôveryhodné, môºe sa o jeho platnosti presved£i´
v pod£asti (2.1.2) o ²kálovaní, alebo nahliadnu´ do Dodatku A.

1.3.3 Pole V = v∂ψ + ψ∂v

Na základe rovníc (A.3) a (A.4) získame pre integrálne krivky tohoto po©a sústavu DR

ψ̇ = v (1.27)

v̇ = ψ. (1.28)

A to sú úplne tie isté rovnice ako (1.14) a (1.15) pre k = −1. Aj rie²enia teda budú totoºné.
Opä´ môºeme zapísa´ príslu²ný tok v ²tandardnom tvare

Φτ : (ψ, v) 7→ (ψ cosh τ + v sinh τ, ψ sinh τ + v cosh τ). (1.29)
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Obr. 1.2: Tvary hyperbolického po©a pre hodnoty k = -0.2, k = -1, k = -4

Ak chceme spravi´ analogický prepo£et ako v predo²lej pod£asti, musíme pouºi´
�hyperbolické súradnice� (x, y) = r(coshϕ, sinhϕ)3. Upozor¬ujeme, ºe ϕ teraz nemá význam
uhla, je to len parameter, ktorý prebieha od (−∞,∞).
Rovnice pre integrálne krivky potom dostaneme ako

ṙ = 0

ϕ̇ = 1.

Ich rie²enia budú

r(t) = r0

ϕ(t) = τ + ϕ0.

Tieto rie²enia nám dávajú tok po©a V

Φτ : (r, ϕ) 7→ (r, ϕ+ τ), (1.30)

Z rie²ení v súradniciach r, ϕ môºeme ©ahko získa´ rie²enia v kartézskych súradniciach

ψ(τ) = r0 cosh(ϕ0 + τ) = ψ0 cosh τ + v0 sinh τ (1.31)

v(τ) = r0 sinh(ϕ0 + τ) = ψ0 sinh τ + v0 cosh τ (1.32)

£o je samozrejme (pre k = −1) zhoda s rie²ením (1.16) v pod£asti (1.2.2).
Znova sa môºeme pýta´, ako budú polia vyzera´, ke¤ budeme meni´ kon²tantu k .

Výsledky sú znova analogické a môºeme ich vidie´ na Obr. 1.2. Hyperboly budú teraz roz-
tiahnuté bu¤ v smere osi ψ alebo v smere osi v , pod©a toho, £i (záporné) k je vä£²ie alebo
men²ie ako −1.

3Ve©mi pozorný £itate© by mohol namieta´, ºe takto zavedené súradnice nám nepokrývajú celú rovinu, ale
iba jej ²tvrtinu. Drobnými modi�káciami uvedeného vzorca sa v²ak dajú pokry´ aj zvy²né tri ²tvrtiny roviny.
Nakoniec sa totiº ukáºe, ºe v²etky tieto prípady sú zahrnuté v jednom vzorci v kartézskych súradniciach.
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ZHRNUTIE Kapitoly 1

V tejto kapitole sme najprv uviedli bez£asovú jednorozmernú Schrödingerovu rovnicu, ktorú
sme pre zjednodu²enie previedli na bezrozmernú. �alej sme si ju prepísali na dvojicu rov-
níc prvého rádu. Tým pádom sú na²e rie²enia krivkami vo fázovom priestore a môºeme ich
interpertova´ ako trajektórie �ktívnej £astice v ¬om.

Zistili sme, ºe pri obmedzení sa na po £astiach kon²tanté potenciály (pravouhlé jamy),
budeme ma´ do £inenia s (len) dvomi rôznymi typmi pohybov: rota£ným a hyperbolickým.
Pre vyskladanie celej trajektórie £astice ich bude nutné skombinova´, pri£om vnútru jám bude
zodpoveda´ rota£ný a vonkaj²ku hyperbolický pohyb.

Okrem tradi£ného poh©adu na rie²enia sme si osvojili aj prístup cez vektorové polia
a ich toky. Ten nám umoºnil názorne pochopi´ tvar oboch spomínaných druhov trajektórií.

Tento náh©ad vyuºijeme v nasledujúcej kapitole, pri explicitnej kon²trukcii trajektórií
pri probléme o jednej jame.



Kapitola 2

Popis metódy na úlohe o jednej jame

V tejto kapitole si najprv spomenieme na dve v²eobecné pravidlá z kvantovej mechaniky, ktoré
sa týkajú vlnovej funkcie a preformulujeme ich do na²ej predstavy o pohybe �ktívneho bodu
vo fázovom priestore. Na príklade o jednej symetrickej jame sa nau£íme vytvára´ a správne
interpretova´ obrázky trajektórií. (Pomôºe nám pri tom vhodné pre²kálovanie osí.) Na záver
zistíme, aké gra�cké rie²enia pre hodnoty energií viazaných stavov vyplývajú z na²ej metódy.

2.1 V²eobecné základy

Trajektórie vo fázovom priestore musia správne odráºa´ poºiadavky kvantovej mechaniky.
Týmito dvoma k©ú£ovými poºiadavkami sú normovate©nos´ vlnovej funkcie a jej spojitos´,
spolu so spojitos´ou jej prvej derivácie. Tomuto sa venuje pod£as´ (2.1.1). V ¤al²ej pod£asti
sa podrobne rozoberá vhodné ²kálovanie osí vo fázovom priestore. To umoºní kresli´ preh©adné
obrázky pre celú oblas´ potenciálu.

2.1.1 Vlastnosti vlnovej funkcie

V predo²lej kapitole sme zistili, ºe v klasicky dostupnej oblasti sú trajektóriami kruºnice a
elipsy. Po vhodnom pre²kálovaní osí (2.2) sa z elíps stanú kruºnice, takºe v tomto zmysle to
vºdy budú kruºnice. V klasicky nedostupnej oblasti nám ako trajektórie vy²li hyperboly (a
²peciálne aj ich asymptoty). Celý potenciál bude obsahova´ oba typy oblastí, takºe celková
trajektória sa bude musie´ posklada´ z týchto dvoch typov kriviek. Na toto skladanie sú v²ak
striktné obmedzenia dané ²tandardnými poºiadavkami z kvantovej mechaniky. �o teda musí
plati´ pre celkovú trajektóriu vo fázovom priestore?

Po prvé, z kvantovej mechaniky vieme, ºe (pre potenciály s kone£ným po£tom ko-
ne£ných skokov) vlnová funkcia pre viazaný stav musí by´ spojitá spolu so svojou prvou
deriváciou. Na²e obrázky sú tvorené krivkami vo fázovom priestore (ψ, v) = (ψ, ψ̇), takºe my
priamo naná²ame hodnoty pre ψ a ψ̇ a teda spojitos´ dvoch funkcií u nás znamená spojitos´
len jednej krivky � h©adanej trajektórie.
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Ak skok potenciálu nebude kone£ný, tak kvantová mechanika hovorí, ºe derivácia
vlnovej funkcie nemusí by´ spojitá. U nás to znamená nespojitos´ trajektórie (jej skok vo
vertikálnom smere). O tomto efekte sa presved£íme v £asti (3.1) o nekone£nej jame.

Po druhé, aby vlnová funkcia mohla popisova´ reálnu £asticu vo viazanom stave, musí
by´ správne normovaná. Ako vieme, kvadrát vlnovej funkcie je hustotou pravdepodobnosti,
ktorá po preintegrovaní má da´ jednotku.1 Tento integrál teda nesmie by´ divergentný.

Ako sa táto vlastnos´ prejavuje na tvare vlnovej funkcie? Jej konce nesmú uteka´ do
nekone£na a majú vykazova´ (exponenciálny) pokles. Ak má by´ hodnota vlnovej funkcie v
nekone£ne nulová, tak musí by´ nulová aj jej derivácia. Pre obrázok vo fázovom priestore z
toho vyplýva podmienka, ºe za£iato£né £asti trajektórie musia vychádza´ z po£iatku � bodu,
kde (ψ, ψ̇) = (0, 0), pri£om koncové £asti trajektórie tam musia vchádza´.2 Pre £asy τ = ±∞
sa teda £astica limitne blíºi do po£iatku (sprava alebo z©ava).

2.1.2 �kálovanie osí

Prípady k > 0 a k < 0 osobitne

V pod£astiach (1.3.2) sme videli, ako sa nám pre rôzne hodnoty kon²tanty k integrálne krivky
� kruºnice menili na rôzne elipsy. �o by sme mali spravi´, ak by sme chceli zachova´ tvar
kruºníc?
Uvaºujme nasledujúce ²kálovanie osí

(ψ, v) −→ (ψ ≡ x,
v

ω1

≡ y). (2.1)

Pre rotácie teda dostaneme takýto tvar rovníc

ẋ = ω1y (2.2)

ẏ = − k
ω1
x. (2.3)

Aby rie²ením takejto sústavy rovníc bol pohyb po kruºnici, musia by´ koe�cienty pri y a x na
pravých stranách rovnaké. Dostávame teda podmienku k

ω1
= ω1, z ktorej nám pre ²kálovací

faktor vychádza
ω1 =

√
k . (2.4)

Získame tak rie²enie v tvare(
x(τ)

y(τ)

)
=

(
cos(ω1τ) sin(ω1τ)

− sin(ω1τ) cos(ω1τ)

)(
x0

y0

)
, (2.5)

1Poznamenajme, ºe na²e rie²enia nebudú normované na jednotku, zistíme ich v²ak s presnos´ou na kon-
²tantý násobok, a to nám sta£í.

2Je bezpe£nej²ie pouºíva´ slová ako vychádza´ a smerova´, nie (názornej²ie) za£ína´ a kon£i´. Keby totiº
£astica naozaj mala za£ína´ svoj pohyb v po£iatku, nikam by sa nepohla � tento bod je totiº stabilný. Znamená
to, ºe (0, 0) je rie²ením sústavy (1.14) a (1.15).



2.1 V²eobecné základy 15

ktoré môºeme porovna´ s rie²ením (1.10) v pod£asti (1.2.1). Vidíme, ºe v rovnici (ako) pre y
nám uº nezavadzajú faktory

√
k , ktoré nám kazili tvar kruºníc. V súradniciach (x, y) sú teda

na²im rie²ením integrálne krivky � kruºnice, po ktorých sa obieha uhlovou rýchlos´ou ω1.

Podobne aj pri hyperbolických rotáciách nám �nejednotková� hodnota kon²tanty k

kazí obrázky hyperbol, tak ako vidno na Obr. 1.2 v pod£asti (1.3.3). Ak by sme chceli docieli´,
aby boli asymptoty hyperbol na seba kolmé, urobíme nasledujúce ²kálovnie osí

(ψ, v) −→ (ψ ≡ x̂,
v

ω2

≡ ŷ). (2.6)

Dostávame podobnú podmienku ako (2.4) a síce ω2 =
√
k a rie²enie v tvare(

x̂(τ)

ŷ(τ)

)
=

(
cosh(ω2τ) sinh(ω2τ)

sinh(ω2τ) cosh(ω2τ)

)(
x̂0

ŷ0

)
. (2.7)

Rie²ením takto budú integrálne krivky hyperboly s kolmými asymptotami, pri£om pohyb po
nich je daný �uhlovou rýchlos´ou� ω2.

Prípady k > 0 a k < 0 spolu

Pre£o sme ²kálovanie skúmali osobitne pre rotácie a hyperbolické rotácie? Spome¬me si, ºe
hyperbolický pohyb súvisí s oblas´ou mimo jám a rota£ný s oblas´ou vnútra jám. Kon²tanta
k je rozdielom celkovej a potenciálnej energie a je teda iná pre vnútro jamy a jej okolie. Preto,
ak chceme trajektóriu pre v²etky hodnoty τ kresli´ do jedného obrázku tak, aby bola spojitá,
musíme sa rozhodnú´, ktoré tvary chceme zachova´. Máme dve moºnosti: môºeme ²kálova´
�na kruºnice� alebo �na hyperboly� . �o je výhodnej²ie?

�kálovanie vºdy ovplyv¬uje dve veci: rýchlos´ pohybu a tvar trajektórie. Neskôr sa
ukáºe, ºe uhlové rýchlosti budú závisie´ od energie. V prípade zvy²ujúcej sa energie teda ²ká-
lovanie na kruºnice priná²a zrých©ovanie pri pohybe po kruºniciach a spomalenie na hyperbo-
lách, ktorých asymptoty uº nebudú na seba kolmé. Pri ²kálovaní na hyperboly síce asymptoty
ostanú kolmé, ale zrých©ovanie/spoma©ovanie ostáva, tentokrát v²ak po elipsách. �o si teda
vybra´? Ak sa energia nezvy²uje, ©ah²ie predstavite©ný je ur£ite rovnomerný pohyb po kruº-
nici, nie po elipse (o zrých©ovaní nehovoriac). �iºe prakticky realizovate©ný je iba prípad
²kálovania na kruºnice. Okrem toho, obrázky ²kálované na kruºnice vyzerajú preh©adnej²ie a
kraj²ie.

Ako teda postupova´, aby sme trajektóriu mohli kresli´ do jedného obrázku? Aby sme
rozlí²ili, ºe ²kálovanie je rôzne pre rôzne oblasti, pouºivali sme nestrie²kované súradnice pre
kruºnice a strie²kované pre hyperboly. Rozhodli sme sa pre nestrie²kované. Nesmieme v²ak
zabudnú´, ºe pôvodné súradnice (ψ, v) sú stále tie isté. Potom zo ²kálovacích vz´ahov (2.1) a
(2.6) dostávame nasledujúce podmienky

(ψ = x ∧ ψ = x̂) ⇒ x = x̂ (2.8)

(v = ω1y ∧ v = ω2ŷ) ⇒ y =
ω2

ω1

ŷ. (2.9)
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Obr. 2.1: Jedna jama: Potenciál

2.2 �o spôsobí ²kálovanie osí pre jednu jamu

Po¤me sa teda pozrie´, £o konkrétne sa bude dia´ v úlohe o jednej jame. Máme potenciál ako
na Obr. 2.1. Ako prirodzenú d¨ºkovú ²kálu L0 sme si teda vybrali (polovicu) ²írky jamy.
Oblas´ potenciálu sa skladá z troch £astí. Po �zbezrozmernení� sa jedinou relevantnou veli£i-
nou na popis jamy stala jej h¨bka � kon²tanta u0. Preto aj celkovú energiu E vieme popísa´
ako nejaký jej násobok, najjednoduch²ie ako E = eu0. Kon²tanta e potom predstavuje energiu
v jednotkách h¨bky jamy. Hodnoty e sa pre viazané stavy pohybujú v rozmedzí e ∈ (0, 1).
Potom sa kon²tanta k , ako rozdiel celkovej a potenciálnej energie, dá pre tri intervaly poten-
ciálu vyjadri´ ako

k =

{
eu0 > 0 oblas´ II. τ ∈ (−1, 1)

u0(e− 1) < 0 oblasti I. a III. τ /∈ (−1, 1),
(2.10)

pri£om význam týchto dvoch od energie závislých kon²tánt vidno na Obr. 2.1.
V pod£asti (2.1.2) sme uviedli, ºe sa budeme drºa´ moºnosti ²kálovania na kruºnice a

dospeli sme ku transforma£ným vz´ahom (2.8) a (2.9). Vieme, ºe asymptoty hyperbol by ostali
nezmenené v strie²kovaných súradniciach. Tam by ich rovnice boli ŷ = ±x̂. Na základe spomí-
naných transforma£ných vz´ahov a vyjadrení v (2.10) tieto rovnice prejdú v nestrie²kovaných
súradniciach na3

y = ±ω2

ω1

x = ±

√
u0(1− e)
u0e

= ±
√

1− e
e

x. (2.11)

Vidíme, ºe sklon asymptot sa stal závislým od energie. Na popis tohoto sklonu mô-
ºeme zavies´ uhol Φ(e) ako4

Φ(e) = arctan

√
1− e
e

. (2.12)

3koho mýli opa£né znamienko v £itateli, nech si spomenie, ºe ºiadané mínus získame dosadením do sústavy
DR)

4vi¤ aj Obr. 2.2
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Obr. 2.2: Zavedenie uhla Φ(e) Obr. 2.3: Sklon asymptot pre rôzne e

Aby sme získali lep²iu predstavu, £o sa bude dia´ s asymptotami, nechali sme si ich
vykresli´ pre pár vybraných hodnôt kon²tanty e, tak ako vidno na Obr. 2.3. Asymptoty sa
teda s rastúcou energiou budú postupne sklápa´ od osi y pre malé hodnoty e aº po os x pre
ve©ké hodnoty e.

Ak by sme chceli vedie´ presnej²ie ako sa asymptoty sklápajú, mohli sme si necha´
vykresli´ priebeh uhla Φ v závislosti od parametra energie e, tak ako na Obr. 2.4. Krivka
klesá � to sme vedeli, jej sklon sa v²ak mení (v hodnote e = 0.5 sa mení z konvexnej na
konkávnu). Pre zaujímavos´ sa preto pozrime na deriváciu (Obr. 2.5). Vidíme, ºe úplne na
za£iatku rýchlos´ zmen²ovania uhla prudko klesne (asi do e = 0.2), potom je rovnomerná, aº
po prekro£ení e = 0.5) sa za£ne zvä£²ova´, pri£om od hodnoty asi e = 0.8 prudko. Mohlo by
sa zda´, ºe to je celé naopak, ale to len preto, lebo sa bavíme o zápornej derivácií.

Obr. 2.4: Závislos´ Φ(e) Obr. 2.5: Derivácia dΦ
de
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Celkovo potom v nestrie²kovaných súradniciach získavame rovnice a ich rie²enia ako

• vnútri jamy(
ẋ(τ)

ẏ(τ)

)
=

(
ω1y

−ω1x

)
⇒

(
x(τ)

y(τ)

)
=

(
cos(ω1τ) sin(ω1τ)

− sin(ω1τ) cos(ω1τ)

)(
x0

y0

)
, (2.13)

• mimo jamy(
ẋ(τ)

ẏ(τ)

)
=

(
ω1y
ω2
2

ω1
x

)
⇒

(
x(τ)

y(τ)

)
=

(
cosh(ω2τ) ω1

ω2
sinh(ω2τ)

ω2

ω1
sinh(ω2τ) cosh(ω2τ)

)(
x0

y0

)
, (2.14)

2.3 Viazané stavy bez po£ítania

Skúmajme problém zatia© (len) v jeho princípoch. Obrázky pouºité v tejto pod£asti síce sú
nakreslené po£íta£om (pre nejaké konkrétne hodnoty parametrov v aplikácii Jedna jama), ale
rovnako dobre by sa dali nakresli´ aj od ruky. Konkrétne £ísla � energie viazaných stavov
uvedieme neskôr.

2.3.1 Trajektórie

Za£nime so základným stavom. Aký bude tvar trajektórie? Skombinujme v²etko, £o sme sa
uº nau£ili.

Pravidlá pre trajektórie

1. jednotlivé £asti trajektórie musia na seba pekne nadväzova´

2. trajektória vychádza/vchádza z/do po£iatku

3. pre oblas´ mimo jamy sme uná²aní hyperbolickým tokom

4. pre oblas´ vnútra jamy sa nechávame uná²a´ rota£ným tokom

5. asymptoty hyperbol sa s rastúcou energiou sklápajú k sebe

Dôleºité je uvedomi´ si, po akých £iarach sa dostaneme z/do po£iatku. Krátky poh©ad
na Obr. 2.6 nám prezradí, ºe to môºu by´ jedine asymptoty hyperbol. �iadne iné krivky totiº
cez po£iatok nejdú! Teraz sa treba e²te pozrie´ na smer pohybu. Pre £ervenú asymptotu ²ípky
ukazujú z po£iatku (od seba) a pre modrú do po£iatku (k sebe). Prvá £as´ trajektórie teda
musí vies´ po £ervenej asymptote a posledná po modrej. Strednou £as´ou trajektórie bude
jedna z kruºníc na Obr. 2.7.
Turistické pravidlo �tam po £ervenej, naspä´ po modrej� nám mimochodom dáva dve moº-
nosti výberu. Rovnako dobre môºeme na £ervenej za£a´ vpravo hore ako v©avo dole. Dve
rôzne vlnové funkcie, ktoré by nám potom z týchto obrázkov vyplynuli, by sa v²ak lí²ili len
znamienkom (£o je fyzikálne nezaujímavá fáza).
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Obr. 2.6: Hyperbolická rotácia Obr. 2.7: Rotácia

Nasleduje dôkaz zaru£enia existencie základného stavu. Celý pohyb teda bude vyzera´
takto: £astica v £ase τ = −∞ vychádza z po£iatku po £ervenej asymptote, v £ase τ = −1

nasko£í na kruºnicu (cez kaºdý bod ide práve jedna kruºnica5), na ktorej zotrvá po £as τ = 1,
vtedy presko£í na príslu²nú hyperbolu a ide . . . Kam?

Spome¬me si, ºe od energie závisí sklon asymptot a uhlové rýchlosti pohybov. �o
je dôleºité, rýchlos´ krúºenia s rastúcou energiou narastá (ω1 =

√
u0e). Existencii základ-

ného stavu teda prajú dve veci: s rastúcou energiou to má £astica jednak stále bliº²ie, lebo
asymptoty sa k sebe pribliºujú a jednak ide po kruºnici stále rýchlej²ie. Pre daný potenciál
teda musí existova´ práve taká najmen²ia energia ez (energia základného stavu), ºe £astica za
£as τ = 2 prejde uhlovou rýchlos´ou ω1(ez) po kruºnici práve na miesto, kde môºe sko£i´ na
modrú asymptotu a vráti´ sa do po£iatku.
Ak bude energia men²ia ako ez, £astica prejde na hyperbolický pohyb skôr (nedosiahne ºelanú
modrú asymptotu) a odpláva do nekone£na smerom hore doprava (taký je v tomto segmente
smer integrálnych kriviek). Ak bude energia vä£²ia, £astica zme²ká moºnos´ nasko£i´ na modrú
asymptotu, prejde na hyperbolu (v spodnom segmente) a do nekone£na odpláva smerom dole
v©avo.

Tieto tri moºnosti sú zobrazené na Obr. 2.8. Na jeho poslednej £asti si môºeme
v²imnú´ e²te jednu dôleºitú vec. Zaru£ený máme skuto£ne len jeden viazaný stav! Pri ve©mi
(ke¤ chceme, nekone£ne) plytkej jame totiº bude viazaný stav existova´ len tak tak, energia
bude limitne blízko 1 a asymptoty budú uº takmer úplne sklopené. �alej proste nie je kam
ís´. �Vedeckej²ie� to moºno zargumentova´ takto: Obr. 2.1 nám hovorí, ºe pre oblas´ jamy je
potenciál nulový. Zárove¬ vieme, ºe celková energia E musí by´ kladná. Z toho samozrejme
vyplýva, ºe aj energia e je kladná. �o je to základný stav? Je to viazaný stav s najniº²ou
energiou. U nás ho teda indikuje najniº²ia moºná kladná hodnota e. Z Obr. 2.8 je jasné, ºe
skôr ako vpravo dole sa na modrú asymptotu nedostaneme. Pritom tento stav má nejakú
kladnú energiu. Máme teda istotu, ºe sa jedná o základný stav.

5Pre hyperboly to neplatí, existujú dve výnimky. Tými sú práve degenerované hyperboly = asymptoty.
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Obr. 2.8: Trajektória £astice pre e men²ie, rovné a vä£²ie ako ez

A £o moºeme vytu²i´ o excitovaných stavoch? Cesta do po£iatku je moºná len
po modrej asymptote. Ak je jama dostato£ne hlboká, £astica stihne spravi´ aj viac obehov
(nezabúdajme, ºe uhlová rýchlos´ závisí od h¨bky jamy). Pritom vºdy, ke¤ bude �mí¬a´�
modrú asymptotu, môºe zamieri´ do po£iatku. Kaºdé takéto mí¬anie signalizuje jeden viazaný
stav. O£akávame preto, ºe tvar ¤al²ích troch viazaných stavov bude ako na Obr. 2.9. Nako©ko
sa druhý a tretí excitovaný stav interpretujú tro²ka ´aº²ie, zaviedli sme takéto �²ípkovanie� :
jedna ²ípka ozna£uje bu¤ koniec jedného typu trajektórie a prechod na iný typ (z kruºnice
na asymptotu alebo naopak), alebo miesto cez ktoré sa má prejs´ len raz. Dve ²ípky potom
znamenajú, ºe cez danú krivku treba prejs´ dvakrát. Koncové ²ípky sú umiestnené naozaj na
konci a ²ípky poukazujúce na po£et obehov sú vºdy v strede príslu²nej £asti trajektórie.

Pre prvý excitovaný stav teda (druhá £as´ Obr. 2.9) najprv vyjdeme po £ervenej
asymptote, potom pokra£ujeme po kruºnici, modrú asymptotu nechávame bez pov²imnutia
dvakrát a do po£iatku zamierime aº na tretí krát. Teda £as´ kruºnice medzi asymptotami
vpravo musíme prejs´ dvakrát (na©avo sta£í raz).

Pre druhý excitovaný stav je situácia podobná, aº nato, ºe teraz vyuºijeme moº-
nos´ návratu do po£iatku aº na ²vrtý krát. Pri tom oblas´ kruºnice medzi asymptotami dole
prechádzame dvakrát (hore sta£í raz).

Obr. 2.9: �al²ie tri viazané stavy pre jednu jamu
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2.3.2 Vlnové funkcie alebo ako správne �£íta´� obrázky

Vyjadrenia vlnových funkcií sú samozrejme dané presne � prvými riadkami z rie²ení (2.14) a
(2.13). Kaºdá vlnová funkcia (pre jednu jamu) sa bude sklada´ z troch £astí.
Pre oblasti potenciálu I., II. a III. teda postupne dostávame

ψ(τ) ≡ x(τ) =


cosh(

√
u0(1− e)τ)x0 +

√
1−e
e

sinh(
√
u0(1− e)τ)y0

cos(
√
u0eτ)x1 + sin(

√
u0eτ)y1

cosh(
√
u0(1− e)τ)x2 +

√
1−e
e

sinh(
√
u0(1− e)τ)y2.

(2.15)

Dvojice bodov (x0, y0), (x1, y1) a (x2, y2) vºdy ozna£ujú koncové body predo²lej a za£iato£né
body aktuálnej £asti trajektórie. �astica teda za£ína v bode (x0, y0), putuje po modrej asymp-
tote po τ = −1, pri£om tento bod ozna£íme (x1, y1). V bode (x1, y1) £astica nasko£í na
kruºnicu a v bode (x2, y2), ktorý zodpovedá τ = 1 prejde na £ervenú asymptotu.
Pre vlnovú funkciu tieto body nemajú priamy význam, slúºia len ako po£iato£né podmienky.
Napríklad v £ase τ = 0 vypadnú v²etky £leny so sínusmi a hyperbolickými sínusmi, a hodnota
vlnovej funkcie v bode τ = 0 je vyjadrená pomocou kon²tanty x1.

Tvar vlnových funkcií si v²ak ve©mi ©ahko vieme odvodi´ priamo z obrázkov trajek-
tórií. Ve©a vlastností pritom vyplýva zo symetrie potenciálu. Bodu τ = 0 (stred potenciálu)
vºdy zodpovedá stredu trajektórie. To v²ak znamená, ºe tieto dve £asti trajektórie musia by´
zrkadlovými obrazmi. Pod©a toho, £i stred trajektórie leºí na osi x a lebo na osi y potom bu-
deme ma´ párnu alebo nepárnu vlnovú funkciu. Skúsme sa teda pozrie´ na prvé dva viazané
stavy.

Obrázok pre základný stav máme na strednej £asti Obr. 2.8. Vidíme, ºe celá tra-
jektória je v oblasti kladného x, to znamená, ºe vlnová funkcia (ψ ≡ x) bude nadobúda´ len
kladné hodnoty.

Bude funkcia párna alebo nepárna? Trajektória je symetrická pod©a osi x. To zna-
mená, ºe celá pozostáva z dvojíc bodov s rovnakou súradnicou x a opa£nou súradnicou y.
Rovnaká súradnica x znamená rovnakú vý²ku vlnovej funkcie. Opa£né súradnice y potom
znamenajú, ºe ak na jednej strane vlnová funkcia rastie, tak na druhej bude klesa´. A to je
presne symetria pod©a osi ψ (=párnos´ vlnovej funkcie).

�alej vidíme, ºe trajektória raz pretína os x, to je samozrejme nulová hodnota y

(=derivácie ψ po pre²kálovaní) a znamená extrém. Nako©ko je smer pohybu po kruºnici v
smere hodinových ru£i£iek, prechádzame z oblasti s kladným y do oblasti so záporným y.
Teda vlnová funkcia musí najprv rás´ a potom klesa´. Z toho vyplýva, ºe ná² extrém je
maximum.

Za£iatok a koniec trajektórie (pohyb po asymptotách) predstavuje exponenciálne
tlmené �chvosty� vlnovej funkcie. (�e to je naozaj exponenciálny útlm môºeme vidie´ napr. z
vyjadrenia (2.15), hyperbolické sínusy a kosínusy sa nám vyskladajú na reálne exponenciály,
ktoré predstavujú tlmenie.)

O tom, ºe správna vlnová funkcia naozaj zodpovedá tomuto opisu sa môºeme pre-
sved£i´ poh©adom na prvú £as´ Obr. 2.12 v ¤al²ej pod£asti.
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Trajektóriu pre prvý excitovaný stav máme v prvej £asti Obr. 2.9. Na prvý poh©ad
vidno, ºe vlnová funkcia teraz bude aj kladná, aj záporná.

Z toho, ºe trajektória je symetrická pod©a osi y vyplýva, ºe kaºdá dvojica s rovnakou
súradnicou y má opa£nú súradnicu x. Inak povedané, stred trajektórie prechádza cez bod,
kde x = 0. Dokopy teda dostávame, ºe budú existova´ oblasti vlnovej funkcie s opa£nými
hodnotami, ale rovnakými vlastnos´ami (rastúcnos´ alebo klesajúcos´), ktoré budú symetricky
rozmiestnené okolo po£iatku. Toto je presne bodová symetria (=nepárnos´ vlnovej funkcie).

Os x teraz prechádzame dvakrát, budeme ma´ teda dva extrémy. Zo smeru pohybu
preto znova vyplýva, ºe prvým extrémom bude maximum a druhým minimum.

Suma � sumárum by mala vlnová funkcia vyzera´ takto. Z nuly v mínus - nekone£ne
rastie v kladných hodnotách na maximum, potom klesá symetricky cez stred do záporného
minima (rovnakej vý²ky!) a nakoniec rastie k nule v plus - nekone£ne, s tým ºe ostáva pod
osou τ . O správnosti tohoto výsledku nás môºe presved£i´ poh©ad na druhú £as´ Obr. 2.12.

Pravidlá správneho �£ítania obrázkov�

1. máme symetrický potenciál, teda aj obrázky musia by´ (nejakým spôsobom) symetrické

2. prvá/druhá polovica trajektórie zodpovedá záporným/kladným τ

3. symetria pod©a osi x/y vedie na párnu/nepárnu vlnovú funkciu

4. oblas´ nad/pod osou x je oblas´ou, kde je kladná/záporná derivácia vlnovej funkcie, £o
znamená rast/pokles vlnovej funkcie

5. oblas´ napravo/na©avo od osi y je oblas´ou kladných/záporných hodnôt vlnovej funkcie

6. kaºdé pretnutie zdola - hore/zhora - dole osi x je nulovým bodom derivácie, a teda
minimom/maximom vlnovej funkcie

7. po£et pretnutí = poradové £íslo viazaného stavu6

2.4 Viazané stavy � konkrétne hodnoty

2.4.1 Cesty a vlnové funkcie

V systéme Mathematica je moºné vytvori´ interaktívnu aplikáciu, ktorej rozhranie vyzerá ako
na Obr. 2.10. Slidermi si môºeme nastavova´ tri parametre: h¨bku jamy u (to je na²a kon²tanta
u0), energiu e a ve©kos´ grafu r (£ím je rozsah obrázku men²í, tým ©ah²ie a presnej²ie vieme
doladi´ energiu)7.

Postup pri h©adaní viazanách stavov je potom nasledovný: najprv si zvolíme h¨bku
jamy, potom zvy²ujeme parameter e a pozeráme sa, £o sa deje vo fázovom priestore. Na slider
reaguje aj vlnová funkcia, ktorá vºdy zodpovedá aktuálnej trajektórii. Ke¤ sa dostato£ne

6Viac v pod£asti (2.4.2)
7To sa v podstate vyuºíva aº pri zloºitej²ích úlohách; tu je len kvôli jednotnosti v²etkých aplikácií.
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Obr. 2.10: Aplikácia Jedna jama � viazané stavy

priblíºime k modrej asymptote (t.j. k viazanému stavu), energiu môºeme jemnej²ími krokmi
vyladi´ pomocou tla£ítok alebo ru£ne vpísaním do okienka. Správny viazaný stav nám potom
indikuje uzavretá krivka trajektórie a vlnová funkcia, ktorej �chvosty� sú pekne prilepené k
osi τ .

Ako by vyzerala cesta � h©adanie základného stavu, príslu²né vlnové funkcie a energie
pre jamu s h¨bkou u = 22 si môºeme pozrie´ na Obr. 2.11. Na Obr. 2.12 je preh©adné zhrnutie
trajektórií, vlnových funkcií a hustôt pravdepodonosti pre prvé ²tyri viazané stavy jamy s
h¨bkou u = 408.

Trocha viac o Mathematice a tvorbe aplikácií v nej sa £itate© môºe dozvedie´ v Do-
datku C.

8Tá predo²lá mala totiº iba tri viazané stavy.
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Obr. 2.11: Jedna jama: Cesta k základnému stavu

Obr. 2.12: Jedna jama: Prvé ²tyri viazané stavy
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Obr. 2.13: Jedna jama: Gra�cké rie²enie pre energie viazaných stavov

2.4.2 Výpo£et energií

Spome¬me si, ako sme zaviedli uhol Φ (Obr. 2.2). Potom pri poh©ade na Obr. 2.12 môºeme
odhali´ jednoduchú podmienku pre viazané stavy. Viazaný stav nastane práve vtedy, ke¤ po
kruºnici prejdeme presne od jednej asymptoty k druhej. Pre základný stav musíme prejs´ uhol
2Φ, pre prvý excitovaný stav o pol kruºnice viac, £iºe 2φ+ π. Pre kaºdý vy²²í vºdy znova o π
viac. Pritom sa po kruºnici pohybujeme uhlovou rýchlos´ou ω1 po£as τ = 2 sekúnd. Prejdeme
teda uhol ω1τ = ω12. Jeden uhol sa musí rovna´ druhému, a tak dostávame podmienku

2Φ + nπ
!

= 2ω1. (2.16)

Pritom, ke¤ dosadíme vyjadrenie uhla φ pod©a (2.12) a ω1 =
√
u0e, dostaneme transcendentnú

rovnicu pre energie ako

arctan

√
1− e
e

+ n
π

2
= u0e. (2.17)

Gra�cké rie²enie rovnice (2.17) potom bude vyzera´ tak, ako na Obr. 2.13. Je to teda iné
gra�cké rie²enie, s akým sa vä£²inou stretávame v kniºkách (Napríklad teda aj v [4] a [7].)
Porovnaním so vz´ahmi (B.11) a (B.12) vidíme, ºe teraz vlastne rie²ime inverznú rovnicu.

�avá strana rovnice � arcustangensy, sú vykreslené modrou pre rôzne hodnoty n.
Zelenou sú vykreslené odmocniny pre rôzne h¨bky jám. Kaºdý priese£ník týchto dvoch typov
kriviek je jeden viazaný stav. Vidíme, ºe napríklad pre jamu h¨bky u = 22 máme tri via-
zané stavy (=£ervené priese£níky). Ke¤ ich e - súradnicu vynásobíme 22 dostaneme energiu
viazaného stavu E = u0e.

Výborne znova vidno, ako je zaru£ený (len a len) základný stav. Ke¤ºe krivka arcus-
tangensu klesá z nenulovej hodnoty na nulovú a pritom odmocnina stúpa, �nie je kam ujs´�
a musia sa pre´a´. Odmocnina v²ak vôbec nemusí stúpa´ tak prudko, aby pretla aj �vy²²ie�
arcustangensy, a ¤al²ie viazané stavy tým pádom nemusíme ma´.
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ZHRNUTIE Kapitoly 2

Nau£ili sme sa, ºe správne trajektórie zodpovedajúce viazaným stavom musia by´ spojité.
Takéto trajektórie tieº musí za£ína´ a kon£i´ v po£iatku fázového priestoru, aby vlnové funkcie
boli správne normované.
Aby sme trajektórie mohli kresli´ do jedného obrázku, musíme si vybra´ ²kálovanie osí fázového
priestoru. Výhodnej²ím sa ukazuje by´ ²kálovanie na kruºnice. Takto máme zachovaný tvar
kruºníc, ale asymptoty hyperbol sa budú so zvy²ujúcou sa energiou sklápa´.

Pre konkrétny potenciál jednej kone£nej jamy máme trajektóriu poskladanú z troch
kúskov. Na prvom £astica vyjde z po£iatku po jednej z asymptot, na druhom sa dve sekundy
pohybuje po kruºnici a na tre´om zamieri po druhej asymptote do po£iatku.
Po£et viazaných stavov závisí od h¨bky jamy. �ím je jama hlb²ia, tým viac obehov £astica
stihne spravi´, kým sa jej asymptoty sklopia. Návrat do po£iatku jej pritom umoº¬uje modrá
asymptota. Kaºdý takýto (moºný) návrat znamená ¤al²í viazaný stav.
Hodnoty energií nám môºe poskytnú´ aj gra�cké rie²enie (transcendentnej) rovnice pre rovnos´
uhlov. Uhlami, ktoré sa musia rovna´, sú úsek kruºnice, ktorý pre²la £astica a uhol medzi
£ervenou (po£iato£nou) a modrou (koncovou) asymptotou.

Nako©ko su osami fázového priestoru priamo vlnová funkcia a jej (pre²kálovaná) de-
rivácia, tak tvary vlnových funkcií si vieme pohodlne odvodi´ priamo z obrázkov pomocou
jednoduchých pravidiel, ktoré vyplývajú z analýzy tvaru funkcie pomocou jej derivácie.

Zov²eobecnením v²etkých pravidiel, ktoré sme sa nau£ili, sa zaoberá Kapitola 3.



Kapitola 3

Zloºitej²ie potenciály

Na úvod si v krátkosti spomenieme limitu kone£nej jamy, a to nekone£nú jamu. Potom sa
presunieme k zaujímavej²ím a mierne zloºitej²ím (samozrejme stále po £astiach kon²tantým)
potenciálom dvoch a troch jám.

Aký bude v²eobecný postup, ako si poradi´ so zloºitej²ími potenciálmi? Kaºdej £asti,
na ktorej je potenciál kon²tantný, zodpovedá nejaká kon²tanta k . Znova budeme ma´ dva
typy kon²tánt (kladné a záporné) pre dva typy trajektórií (kruºnice a hyperboly). Jamy v²ak
môºu by´ rôzne hlboké, prípadne okolo nich môºu by´ aj bariéry. Anomálie teda predstavujú
vy²²ie oblasti potenciálu mimo jám a plyt²ie oblasti potenciálu vnútra jám. �kálova´ sa bude
vzh©adom na jamu (jamy) najvä£²ej h¨bky. Kaºdá oblas´ s �anomálnym� potenciálom bude
pritom ma´ vlastné pre²kálovanie.

3.1 Nekone£ná jama

3.1.1 Sklon asymptot

Potenciál máme skoro taký istý ako na Obr. 2.1 � na²e u0 je totiº teraz ∞. Zaujímajme sa,
ako (£i) sa s pribúdajúcou energiou budú sklápa´ osi asymptot. Skúmajme teda závislos´ uhla
Φ od energie

Φ(e) = arctan

√
1− e
e

= arctan

√
u0 − E
E

. (3.1)

Vz´ah (3.1) v limite u0 →∞ prejde na

lim
u0→∞

arctan

√
u0 − E
E

≈ lim
u0→∞

arctan

√
u0

E
=
π

2
. (3.2)

Vidíme teda, ºe uhol Φ v limite nekone£nej jamy nezávisí od energie a asymptoty sa nám
nebudú sklápa´.

Mohlo by nás zaujíma´, pri akej hodnote bezrozmernej h¨bky jamy uº tento jav je
pozorovate©ný (obrázky pre naozaj nekone£nú jamu sa totiº naprogramova´ nedajú). Vyskú²ali
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Obr. 3.1: Nekone£ná jama: Sklon asymptot pre rôzne h¨bky

sme hodnoty u0 = 50, 500, 5000, 50000. Výsledky vidno na Obr. 3.1. O nepresnosti nám hovorí
hodnota �uhol� 1. Ten by totiº pre nekone£nú jamu mal by´ nejakým nepárnym násobkom π

2
.

3.1.2 Viazané stavy

V £om sa budú lí²i´ obrázky viazaných stavov od prípadu kone£nej jamy? Musíme si uvedomi´,
ºe ná² potenciál teraz nemá kone£ný skok. Kvantová mechanika poºaduje pre vlnovú funkciu
podmienku, aby bola mimo oblasti nekone£nej jamy nulová2, pri tom vnútri je rie²enie presne
dané (sínusy a kosínusy). Vlnová funkcia stále musí by´ spojitá, £o sa nedá docieli´ inak, ako
tak, ºe v krajných bodoch jamy bude zalomená (nemôºe naväzova´ hladko). A zalomenos´
funkcie je to isté ako nespojitos´ jej derivácie.

A práve nespojitos´ derivácie spôsobí ¤al²iu zmenu na obrázkoch. Stále platí, ºe
trajektória za£ína a kon£í v po£iatku. Prvá £as´ trajektórie by mala �hyperbolická� a mala
by zodpoveda´ oblasti mimo jamy. Predtým sme ²li po asymptote, tie tu stále máme, ale
nesklápajú sa nám. Na rozdiel od kone£nej jamy v²ak teraz £astica sko£í z po£iatku rovno
na pohyb po kruºnici. Pre£o? Lebo pre £as τ ∈ (−∞,−1) sú nulové aj vlnová funkcia aj jej
derivácia, ale práve v bode τ = −1 je vlnová funkcia zalomená a jej derivácia nespojitá. Teda
ke¤ sa budeme díva´ na os y tak, miesto spojitého prek¨znutia z po£iatku na kruºnicu uvidíme
prázdne miesto � skok.

Ako vieme z QM, tak vlnové funkcie pre viazané stavy sú v prípade nekone£nej jamy
(centrovanej na stred) lineárne kombinácie sínusoviek a kosínusoviek �nasúkané� v oblasti
vnútra jamy. �e to je práve takto, môºeme vidie´ aj z obrázkov trajektórií (Obr. 3.2).
Pri kone£nej jame sme viazané stavy mali vºdy vtedy, ak sa £astica mohla po modrej asymp-
tote dosta´ do po£iatku. K modrej asymptote bolo treba dopláva´ ur£itú (presnú) vzdialenos´
po kruºnici. Celé to záviselo od toho, kam asymptota stihla £astici pri zvy²ovaní energie
�utiec´� . Teraz nám v²ak asymptoty nikam neutekajú a stále sú takpovediac totoºné s osou
y. Viazaný stav teda budeme ma´ vºdy vtedy, ke¤ £astica bude mí¬a´ os y, £o je na jej dráhe
zakaºdým, ke¤ prejde uhol π

2
. Vtedy (a len vtedy) totiº môºe sko£i´ do po£iatku. Pre prvé

²tyri viazané stavy teda pod©a o£akávania dostávame obrázky ako na Obr. 3.2.

1Teraz ho meriame od osi y.
2Do oblasti s nekone£ným poteciálom nemôºe tunelova´ dokonca ani kvantová £astica.
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Obr. 3.2: Nekone£ná jama: Prvé ²tyri viazané stavy

Znova sme pouºili �²ípkovanie� . Teraz v²ak máme iba jeden typ trajektórie � kruºnicu.
Preto po£et ²ípiek teraz ozna£uje naozaj len po£et obehov v príslu²nej polkruºnici. Kam sa
£astica dostala, ukazuje oranºová gu©ô£ka.

Na Obr. 3.2 si znova môºeme v²imnú´, ºe uhly ktoré £astica reálne pre²la, nie sú
presne násobkami π

2
. To je spôsobené jednak tým, ºe ná² potenciál nie je naozaj nekone£ný a

jednak tým, ºe energiu sme nastavovali pod©a toho, £o sme videli na obrazovke po£íta£a (a
teda s kone£nou presnos´ou). Z QM poznáme presné rie²enie (pre naozaj nekone£ný prípad!),
energie viazaných stavov sú ∝ n2, takºe na²a metóda teraz vlastne dáva hor²ie výsledky ako
tradi£ný výpo£et z QM. Zaujímavé skôr je, ºe aj tento prípad sa cez na²u metódu dá pekne
vysvetli´.
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Obr. 3.3: Dve jamy základ: Potenciál

3.2 Dve jamy

Uº potenciál s dvomi jamami nám dáva hodne nových moºností. V nasledujúcej £asti sa
budeme zaobera´ dvomi symetrickými a dvomi nesymetrickými kon�guráciami potenciálu.
Najprv budeme skúma´ najjednoduch²ie dve jamy. Zaujímavé efekty uº vznikajú aj tu � pri
ich od¤a©ovaní. Potom zvý²ime strednú oblas´ medzi jamami, a zistíme, ako prítomnos´ takejto
bariéry ovplyvní viazané stavy. Pozrieme sa aj na nesymetrickú situáciu bariéry v poslednej
oblasti potenciálu napravo a znova preskúmame, ako sa s jej zvy²ovaním budú meni´ viazané
stavy. Na záver preskúamme aj najzloºitej²í prípad dvoch jám s rôznou h¨bkou.

3.2.1 Základná kon�gurácia

Majme potenciál ako na Obr. 3.3. Jedná sa teda o dve rovnako hlboké, rovnako ²iroké a
symetricky umiestnené jamy so vzájomnou vzdialenos´ou v = 2d. Vzniká nám teda pä´ oblastí
potenciálu. Ako sa v nich bude hýba´ �ktívna £astica? V oblastiach I.,III. a V. to bude
�hyperbolický� pohyb a v oblastiach II. a IV. rota£ný. Ke¤ºe jamy sú rovnako hlboké, a steny
medzi nimi rovnako vysoké, príslu²né (hyperbolické a rota£né) uhlové rýchlosti sa nebudú
meni´.

Viazané stavy

�o vieme dopredu poveda´ o tvare trajektórií viazaných stavov? Za£iatok a koniec vºdy musí
vyzera´ rovnako. �astica z po£iatku vyjde po £ervenej a vráti sa do¬ho po modrej asymptote.
Stredná £as´ pohybu sa v²ak teraz skladá namiesto z jedného aº z troch kúskov. Pri jednej
jame sme krúºili po kruºnici. Teraz vystriedame postupne kruºnicu, hyperbolu a znova kruº-
nicu. Pritom na kruºniciach znova ostaneme τ = 2 sekúnd. Oblas´ III. má premennú ²írku,
po hyperbole teda pôjdeme τ = v sekúnd. Lep²ie sa to dá predstavi´, ke¤ sa pozrieme na
Obr. 3.4. V jeho druhej a tretej £asti pekne vidno, ako sa striedajú hyperbolické a rota£né
£asti trajektórie. Z jeho poslednej £asti je jasné, ºe pre viazaný stav sa kruºnice musia �zlia´�
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Obr. 3.4: Dve jamy základ: Cesta k základnému stavu

do jednej, aby obrázok bol symetrický. Tieº vidno, ºe pre zlé stavy nám £astica ubehla naozaj
¤aleko, aby sme to mohli zachyti´, bolo treba obrázky �oddiali´� .

Ná² potenciál je symetrický, to isté o£akávame aj od obrázkov viazaných stavov. Na-
rozdiel od jednej jamy nám v²ak za oblas´ III. pribudne v strede medzi kruºnicami nejaký
�oblú£ik� za hyperbolický pohyb. Na Obr. 3.5 si môºeme pozrie´, ako vyzerajú prvé ²tyri
viazané stavy pre jamy h¨bky u0 = 15 so vzájomnou vzdialenos´ou v = 0.35. V tretej £asti
Obr. 3.5 si tieº môºeme v²imnú´, ºe reálna £astica má v tomto stave najvä£²iu pravdepodob-
nos´ tunelovania v oblasti III.

Od¤a©ovanie jám

Pozrime sa najprv, £o sa bude dia´ so základným stavom, ke¤ budeme zvy²ova´ vzájomnú
vzdialenos´ jám. Na Obr. 3.6 je oranºovými gu©ô£kami znázornený pokles vlnovej funkcie v
oblasti medzi jamami. Tento pokles vyplýva z tvaru trajektórie � môºeme si v²imnú´, ºe os x
pretíname pre hyperbolický pohyb v III. stále v men²ej hodnote. Vidíme tieº, ºe pre základný
stav sa energia so vz¤a©ovaním jám zvy²uje. Tento efekt sa dá jednoducho vysvetli´. �ím je
vy²²ia energia, tým vy²²ia bude uhlová rýchlos´ rota£ného pohybu. To znamená, ºe pre stály
£as τ = 2 sekúnd sa £astica dostane na (prvej) kruºnici ¤alej a prechádza´ bude na hyperbolu,
ktorá je k po£iatku stále bliº²ie.

V²imnime si teraz vlnové funkcie. Ke¤ sú jamy ve©mi blízko seba, ich vlnová funkcia
za£ína pripomína´ vlnovú funkciu základného stavu jednej jamy (prvá £as´ Obr.3.6). To preto,
lebo �k susedom nie je ¤aleko� a reálna £astica takmer necíti stenu medzi jamami. Naopak,
ke¤ su jamy od seba dostato£ne vzdialené, vlnová funkcia vyzerá ako dva základné stavy
jednej jamy ved©a seba. Jamy spolu vôbec �nekomunikujú� (posledná £as´ Obr.3.6), vlnová
funkcia medzi nimi je takmer v²ade nulová.
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Obr. 3.5: Dve jamy základ: Prvé ²tyri viazané stavy

Obr. 3.6: Dve jamy základ: Porovnanie základného stavu pri vzda©ovaní jám
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Závislos´ celkovej energie od vzdialenosti jám

Pre základný stav teda platí, ºe £ím viac od seba jamy vzdialime, tým vy²²ia bude jeho
energia. �o sa stane s vy²²ími viazanými stavmi? Pozrime sa na Obr. 3.7. Sú na ¬om prvé
²tyri viazané stavy pre �obrovskú� vzdialenos´3 medzi jamami. Porovnajme teraz ich energie s
energiami stavov na Obr. 3.5. Vidíme, ºe energia sa postupne pre prvý aº ²tvrtý stav: zvý²ila,
zníºila, zvý²ila a znovu zníºila. Tieº by sme si mohli v²imnú´, ºe energie prvej/druhej dvojice
stavov sú ve©mi blízke.

Okrem energií môºeme porovnáva´ aj samotný tvar trajektórií a vlnových funkcií.
Vidíme, ºe stavy na Obr. 3.7 vznikli zo stavov na Obr. 3.5 postupným predlºovaním hyperbo-
lickej £asti trajektórie za pohyb v III. a jej pritlá£aním k asymptotám hyperbol (v rastie a po
hyperbole ideme τ = v sekúnd). Doleºitej²ie je v²ak, ako presne hyperbolické £asti vyzerajú.

Porovnajme prvú dvojicu stavov. Pre základný stav sa £astica po prvom krúºení
dostane tesne pred modrú asymptotu. To spôsobí, ºe nasadne na hyperbolu, po ktorej odpláva
smerom vpravo hore, potom znova nasadne na rovnakú kruºnicu4 a pri modrej asymptote
zamieri do po£iatku. O máli£ko vä£²ia energia druhého viazaného stavu spôsobí, ºe £astica
na hyperbolu prejde tesne za modrou asymptotou. Potom v²ak odpláva smerom v©avo dole
a na druhú kruºnicu prejde na opa£nej strane. Sta£í teda mali£ký (energetický) �kopan£ek�
a trajektória sa zmení. Nezmení sa v²ak hocijako. Vidno, ºe keby sme preklopili druhú £as´
trajektórie druhého stavu okolo osi y, dostali by sme prvý stav5. To lep²ie vidno na obrázkoch
vlnových funkcií (stredný rad Obr. 3.7.)

�o sa v²ak dá poveda´ o vlnovej funkcii v týchto stavoch? Vidíme, ºe sa lí²ia (iba)
paritou. Ke¤ sa zadívame na posledný rad Obr. 3.7, vidíme, ºe hustoty pravdepodobnosti
pre prvý a druhý stav sú totoºné. Rozhodne medzi nimi vo©ným okom neuvidíme taký ve©ký
rozdiel ako medzi analogickou dvojicou na Obr. 3.5. Ke¤ sa potom zadívame na druhú dvojicu
viazaných stavov na Obr. 3.7, vidíme, ºe výsledky môºeme interpretova´ úplne rovnakým
spôsobom.

Obr. 3.6 vznikol postupným zvä£²ovaním ²írky oblasti III. od hodnoty v = 0.05 aº
po hodnotu v = 1. Keby sme toto zopakovali pre v²etky ²tyri viazané stavy v najvä£²om
moºnom rozsahu a zaznamenali si v²etky energie viazaných stavov, získali by sme graf ako na
Obr. 3.8. Na grafe pekne vidno v²etko, £o sme doteraz opisovali slovne. A teda

• hladiny energií sa po dvojiciach zlievajú

• opakuje sa rastúca a klesajúca závislos´

3Bolo by to vidie´ aj pre men²iu vzdialenos´, presne tento obrázok v²ak budeme potrebova´ o chví©u na
nie£o iné.

4Treba poznamena´, ºe obrázky sú mierne upravené, aby sa zvýraznil efekt, ktorý sa snaºíme opísa´. Stále
platí, ºe trajektórie by mali by´ osovo symetrické. Bez úpravy by sme v²ak medzi hyperbolickými pohybmi
pre prvý a druhý stav nevideli vôbec ºiadny rozdiel.

5Z predo²lej poznámky o cielenej úprave trajektórií je jasné, ºe stav je ten istý
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Obr. 3.7: Dve jamy základ: Prvé ²tyri viazané stavy pre jamy ve©mi ¤aleko od seba

Obr. 3.8: Dve jamy základ: Striedanie rastúcej a klesajúcej závislosti pre E(v)
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Obr. 3.9: Dve jamy bariéra stred: Potenciál

3.2.2 Bariéra v strede

Viazané stavy

Skúmajme potenciál ako na Obr. 3.9. Znova sa jedná o symetrickú situáciu, a teda o£akávame,
ºe aj obrázky z fázového priestoru budú symetrické. �o o nich vieme poveda´ v²eobecne?

Oproti najjednoduch²iemu prípadu dvoch jám sa nám zmenil potenciál v oblasti
III.. Tejto oblasti bude prislúcha´ hyperbolický pohyb s inou (vä£²ou) uhlovou rýchlos´ou.
Pri ²kálovaní znova chceme zachova´ tvar kruºníc (teda pre oblasti vnútra jám II. a IV.). Z
toho vyplýva sklopenie asymptot hyperbol v oblastiach prislúchajúcim vonkaj²ku jám. Pre
oblas´ III. sú to v²ak iné asymptoty, ako pre oblasti I. a V.. Ke¤ si celkovú energiu ozna£íme
pod©a vnútra jám ako u1e ≡ E , pre kinetické energie potom platí

pre oblasti II. a IV.: k = E = u1e (3.3)

pre oblasti I. a V.: k = E − u1 = u1e− u1 = u1(e− 1) (3.4)

pre oblas´ III.: k = E − u2 = u1e− u2 = u2

(
u1

u2

e− 1

)
. (3.5)

Pre uhlové rýchlosti jednotlivých oblastí zo vz´ahov (3.3), (3.4) a (3.5) dostávame

ωII,IV =
√
u1e ωI,V =

√
u1(1− e) ωIII =

√
u2

(
1− u1

u2

e

)
. (3.6)

Na základe rovnice (2.11) potom pre rovnice asymptot dostávame pre oblasti

I. a V.: y = ± ωI,V
ωII,IV

x = ±
√

1− e
e

x (3.7)

III.: y = ± ωIII
ωII,IV

x = ±

√
u2(1− u1

u2
e)

u1e
x. (3.8)
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Obr. 3.10: Dve jamy bariéra stred: Prvé ²tyri viazané stavy

Vidíme teda, ºe pre oblas´ III. máme �nový pár� asymptot. Tieto asymptoty budeme na
obrázkoch zna£i´ ako £iarkované. Ako vyzerajú prvé ²tyri viazané stavy si môºeme pozrie´ na
Obr. 3.10.

Zvy²ovanie bariéry

Preskúmajme teraz, £o sa bude dia´, ke¤ bariéru budeme postupne zvy²ova´ z hodnoty rovna-
kej pre zvy²né oblasti nenulového potenciálu aº po hodnotu ve©mi vysokú. Porovnajme tvar
trajektórií a vlnových funkcií napríklad pre tretí viazaný stav.

Ako si môºeme v²imnú´ na Obr. 3.11, pre trajektórie platí, ºe £ím vy²²ia je bariéra,
tým má viazaný stav vy²²iu energiu. Ako sa to dá vysvetli´?
Z rovnice (3.8) vyplýva, ºe uhol asymptot pre oblas´ III. (£iarkovaných) je vºdy vä£²í ako
uhol pre zvy²né oblasti I. a III., lebo máme bariéru a teda u2 > u1. Tieº vieme, pri zvy-
²ovaní bariéry, pôjdú £iarkované asymptoty k osi y, a ak sa pri tom bude meni´ aj energia,
ne£iarkované pôjdu k osi x. Pre ten istý viazaný stav sa sklon pôvodných asymptot zmení
minimálne, ale £iarkované budú stále bliº²ie k osi y. Ke¤ºe sa £astica v oblasti III. pohybuje
pod©a hyperbol sklopených pod©a £iarkovaných asymptot, bude v tejto oblasti prekonáva´
stále dlh²iu a dlh²iu dráhu. Jej rýchlos´ totiº rastie (pomer potenciálov u2

u1
rýchlej²ie ako klesá

zlomok 1
e
a £as ostáva rovnaký (τ = v sekúnd). �iºe o£akávame, ºe £astica sa bude stále viac

a viac tla£i´ k asymptotám. A presne to sa aj deje.
Na vlnových funkciách si môºeme v²imnú´, ºe sa pod©a o£akávaní mení iba ich £as´

okolo po£iatku, zodpovedajúca bariére. Oranºové gu©ô£ky nám ukazujú, ako sa postupne zvy-
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Obr. 3.11: Dve jamy bariéra stred: Porovnanie druhého excitovaného stavu pri zvy²ovaní
bariéry

²uje druhé lokálne maximum vlnovej funkcie, £o presne zodpovedá tomu, ºe £astica naskakuje
na hyperbolický pohyb v bariére stále neskôr, pri£om za£ína na skoro tom istom mieste. Z
tvaru hustoty pravdepodobnosti potom vyplýva, ºe £astica má stále men²iu pravdepodobnos´
tunelovania cez bariéru, ak sa bariéra zvy²uje � £o by sme asi tu²ili.
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Obr. 3.12: Dve jamy bariéra vpravo: Potenciál

3.2.3 Bariéra vpravo

Viazané stavy

Zaujímajme sa teraz o nesymetrický problém, ktorého potenciál máme na Obr. 3.12. Pou£ení z
£asti 3.2.2 vieme, ºe tentokrát druhú sadu asymptot získajú hyperboly pre oblas´ V.. �astica
sa bude do po£iatku vraca´ po modrej preru²ovanej asymptote, o £om sa moºeme presved£i´
aj z Obr. 3.13, na ktorom máme prvé ²tyri viazané stavy.

Zvy²ovanie bariéry

Po¤me sa aj teraz pozrie´, ako nám zvy²ovanie bariéry ovplyvní tvar obrázkov. Prvá £as´
Obr. 3.14 znova predstavuje ²tartovací bod � symetrický problém bez bariéry.

Pre uhly asymptot platí v princípe to isté, ako sme zistili v pod£asti (3.2.2). Anomálny
potenciál je len inde umiestnený. Teda pri minimálnej zmene sklonu ne£iarkovaných asymptot
sa sklon £iarkovaných zmen²uje. (Pri zvy²ujúcej sa bariére sa teda £iarkované posúvajú stále
bliº²ie k osi y.)

Ak potom chceme zisti´, ako sa zmení (napr. druhý) viazaný stav pri zvy²ovaní bariéry
uvaºujeme nasledovne. Zo posledného vz´ahu v (3.6) vidíme, ºe so zvy²ujúcou sa vý²kou
bariéry u2 a nemennou vý²kou ostatných oblastí u1 nám �uhlová rýchlos´� hyperbolického
pohybu v oblasti s bariérou rastie. (Pre bariéru je u2 vºdy vä£²ie ako u1.) To znamená,
ºe £astica v tejto oblasti vºdy prejde dlh²iu vzdialenos´. Potom teda stále ská£e na vä£²iu
kruºnicu a obrázky sa zvä£²ujú. Z tohoto tieº vyplýva, ºe energia viazaného stavu bude so
zvy²ovaním bariéry rás´.

Na Obr. 3.14 si môºeme v²imnú´ nasledovné veci: pre ©avú jamu sa vlnová funkcia
nemení, pre pravú klesá (£ervená gu©ô£ka) a pre oblas´ bariéry stúpa (£ierna gu©ô£ka). Preto
pravdepodobnos´ nájs´ £asticu v pravej jame pri zvy²ovaní bariéry rastie a pravdepodobnos´
výskytu v oblasti V. klesá.
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Obr. 3.13: Dve jamy bariéra vpravo: Prvé ²tyri viazané stavy

Obr. 3.14: Dve jamy bariéra vpravo: Porovnanie prvého excitovaného stavu pri zvy²ovaní
bariéry
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Obr. 3.15: Dve jamy inej h¨bky: Potenciál

3.2.4 Iná h¨bka

Viazané stavy

V pod£astiach (3.2.2) a (3.2.3) sme preskúmali viazané stavy pre dva rôzne potenciály s barié-
rami. Nau£ili sme sa, ºe v oblasti bariéry sa £astica hýbe po hyperbolách, ktorých asymptoty
sú sklopené inak ako asymptoty pre zvy²né oblasti nenulového potenciálu.

�o sa v²ak stane, ak zmeníme h¨bku niektorej z jám a vytvoríme potenciál napr.
ako na Obr. 3.15? Ak budeme povaºova´ oblas´ IV. za referen£nú, tak znova máme E ≡ eu1

Potom sa ukazuje, ºe musíme rozli²ova´ dva prípady. Ak si totiº v²imneme £iaru celkovej
energie (ktorá je rovnaká vo v²etkých oblastiach!), zis´ujeme jednoduchú podmienku

• ak je E men²ia ako rozdiel h¨bok jám u1 − u2, jedná sa o hyperbolický pohyb,

• ak je E prevy²uje u1 − u2, ide o rota£ný pohyb,

ktorú môºeme preh©adnej²ie napísa´ ako

e

{
< 1− u2

u1
pre E ∈ (0, u1 − u2),

≥ 1− u2
u1

pre E ∈ 〈u1 − u2, u1).
(3.9)

Pre kinetické energie v jednotlivých oblastiach potom platí

IV.: k = E = u1e (3.10)

I., III. a V.: k = E − u1 = u1(e− 1) (3.11)

II. hyperbolická: k = E − (u1 − u2) = u1(e− 1) + u2 (3.12)

II. rota£ná: k = E − (u1 − u2) = u1(e− 1) + u2. (3.13)
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Pre uhlové rýchlosti v jednotlivých oblastiach teda dostávame

ωIV =
√
u1e (3.14)

ωI,III,V =
√
u1(1− e) (3.15)

ωIIh =
√
u1(1− e)− u2 (3.16)

ωIIr =
√
u1(e− 1) + u2 (3.17)

Na základe pod£asti (2.1.2) vieme, ºe kaºdá oblas´ anomálneho potenciálu má svoje
pre²kálovanie. Ak je takou oblas´ou vonkaj²ok jamy, tak pre hyperbolický pohyb získavame
nový pár asymptot. O tom sme sa dozvedeli dos´ v pod£astiach (3.2.2) a (3.2.3). Ak ale
takouto oblas´ou bude vnútro jamy (teraz II.), tak vz´ahov (3.16) a (3.17) nielenºe získame
nový pár asymptot (ak e < 1− u2

u1
a pohyb bude hyperbolický),

y = ±ωIIh
ωIV

x = ±

√
u1(1− e)− u2

u1e
x, (3.18)

ale budeme ma´ aj zmenu pre rota£ný pohyb, ke¤ e ≥ 1 − u2
u1
. �kálujeme totiº vzh©adom

na oblas´ IV., £iºe pre rota£ný pohyb v II. môºme dosta´ uº len elipsy. Potom pod©a (2.5)
dostaneme (

x(τ)

y(τ)

)
=

(
cos(ωIIrτ) ωIV

ωIIr
sin(ωIIrτ)

−ωIIr

ωIV
sin(ωIIrτ) cos(ωIIrτ)

)(
x0

y0

)
. (3.19)

Znova sa pýtame, £o môºeme o£akáva´ od obrázkov viazaných stavov.
Zoberme si najprv prípad, ke¤ e²te celková energia nie je dos´ vysoká a £astica sa pohybuje v
oblasti prislúchajúcej II. po hyperbole uhlovou rýchlos´ou ωIIh. Vtedy vlastne £astica ide po
hyperbole dvakrát po sebe! Stále v²ak platí, ºe ak sa krúºením (teraz len v oblasti IV.) dostane
na modrú ne£iarkovanú asymptotu, £aká ju ²´astná cesta domov � do po£iatku. Ako sa ukazuje
na prvých dvoch £astiach Obr. 3.16, dva hyperbolické pohyby odniesli £asticu poriadne ¤aleko
� obrázky sú na gigantických ²kálach, oproti tomu, na £o sme normálne zvyknutí 6. Preto aj
dobre nevidno prvú £as´ pohybu � kúsok po £ervenej ne£iarkovanej asymptote.
Na vlnovej funkcii prvého viazaného stavu, si môºeme v²imnú´, ºe reálna £astica takmer ani
len netu²í, ºe existuje nie£o ako druhá jama a silno preferuje pobyt v hlb²ej jame, £o sa hne¤
v druhom viazanom stave zmení (a vyrovná).

Ke¤ energia presiahne hodnotu, ktorú ur£uje vz´ah (3.9), £iºe v na²om prípade 7

e = 0.4, bude £astica v oblasti II. �krúºi´� po elipse8. Na ¤al²ích ²tyroch £astiach Obr. 3.16 sú
¤al²ie ²tyri viazané stavy s rota£ným pohybom v II.. Môºeme si v²imnú´, ºe v 3. excitovanom
stave bude ma´ reálna £astica ve©mi ve©kú pravdepodobnos´ tunelovania v oblasti V.. Týmto
s dvomi jamami kon£íme9.

6Ve¤ sa aj sakramentsky ´aºko h©adali.
7Pre hodnoty potenciálov u1 = 25 a u2 = 15.
8Druhé asymptoty sa uº v obrázkoch samozrejme kresli´ nebudú!
9Mohli by sme skúma´ efekt zmeny h¨bky prvej jamy. Principiálne to samozrejme moºné je. Trajektórie sa

v²ak menia nato©ko prudko, ºe analýza tohoto efektu úplne stráca zmysel.
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Obr. 3.16: Dve jamy iná h¨bka: Prvých ²es´ viazaných stavov
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Obr. 3.17: Tri jamy základ: Potenciál

3.3 Tri jamy

V podobnom duchu, ako sme preskúmali rôzne moºnosti kon�gurácie pre potenciály dvoch
jám, teraz urobíme v zloºitej²om prípade troch jám. Najprv sa zameriame na základný prípad,
kde nájdeme prvých pár viazaných stavov. Znova nás bude zaujíma´ ako vzdialenos´ jám
ovplyvní viazané stavy a ich energie.

V druhej pod£asti sa pozrieme na ²peciálny symetrický prípad � prípad troch jám s
dvomi vnútornými symetrickými bariérami.

3.3.1 Základná kon�gurácia

Viazané stavy

Zaoberajme sa na za£iatok znova najjednoduch²ou situáciou � troma identickými jamami roz-
miestnenými symetricky tak, ako na Obr. 3.17. Získame tak cit pre tvary trajektórii viazaných
stavov, ktorý vyuºijeme v zloºitej²om prípade.

Z toho, £o sme sa uº nau£ili, vieme, ºe trajektória �ktívnej £astice sa teraz bude
sklada´ zo siedmich £astí, pri£om �uhlové rýchlosti� pre hyperbolický pohyb v oblastiach
I.,III.,V. a V II. budú rovnaké, len v oblastiach III. a V. sa £astica zdrºí iný £as (τ = v

sekúnd). Rota£ný pohyb pre v²etky tri jamy (oblasti II., IV. a V I.) bude zase de�novaný
rota£nou uhlovou rýchlos´ou a £asom τ = 2 sekundy.

Cestu k prvým dvom viazaným stavom môºeme vidie´ na Obr. 3.18 a Obr. 3.19.
Kvôli lep²ej názornosti10 sú medzi jednotlivými £as´ami trajektórií pridané farebné gu©ô£ky
v poradí farieb spektra (£ervená, oranºová, ºltá, zelená, svetlomodrá, tmavomodrá, �alová).
Prvých ²es´ viazaných stavov, aj s hustotami pravdepodonosti môºeme vidie´ na Obr. 3.20.

10Ve©ikaja po©emika.
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Obr. 3.18: Tri jamy základ: Cesta k základnému stavu

Obr. 3.19: Tri jamy základ: Cesta k prvému excitovanému stavu
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Obr. 3.20: Tri jamy základ: Tretí aº ²iesty viazaný stav

Obrázky viazaných stavov sú teraz uº dos´ zloºité. Musíme dba´ na správne poradie
typov trajektórií, teraz máme: asymptota, kruºnica, hyperbola, kruºnica, hyperbola, kruºnica,
asymptota. Takisto polovice dráh musia by´ navzájom zrkadlovo symetrické, lebo máme sy-
metrický potenciál. A nesmieme vynecha´ ºiadnu £as´ trajektórie (princíp kreslenia obrázkov
�jedným ´ahom�)!
Problém môºe nasta´ napríklad s po£tom obehov pri piatom viazanom stave (tretia £as´
Obr. 3.20). Mohli by sme si myslie´, ºe na hyperbolu môºeme �odbo£i´� skôr. Keby sme
odbo£ili hne¤, ako je to moºné (£iºe teraz po oranºovej hne¤ na �alovú), dostali by sme
sa rovno do po£iatku, a bolo by po zábave. Skúsili by sme preto ¤al²iu moºnos´ � odbo£i´
na tmavomodrej. To vyzerá celkom nádejne. Keby sme to v²ak urobili, tak by sme nikdy
nepre²li oblas´ medzi tmavomodrou a ºltou! Takºe vyuºime poslednú moºnos´, a to zabo£i´
aº na (správnej) ºltej. Aº vtedy môºeme v²etky £asti trajektórie prejs´ a nakresli´ ju jedným
´ahom.

Od¤a©ovanie jám

V pod£asti (3.2) sme skúmali, ako sa s od¤a©ovaním dvoch jám zmenil základný stav. Teraz
sa po¤me pozrie´, £o sa stane (napr.) s tretím excitovaným stavom, ke¤ budeme parameter
v zvä£²ova´ v oboch oblastiach III. a V. sú£asne.

Výsledok môºeme vidie´ na Obr. 3.21. Oranºové gu©ô£ky nám znova zvýraz¬ujú
miesta na obrázkoch, ktoré sa najprud²ie menia. Vidíme, ºe pri ve©mi malej vzájomnej vzdia-
lenosti (prvá £as´ Obr. 3.21) nám vlnová funkcia uº ve©mi pripomína vlnovú funkciu pre tretí
excitovaný stav jednej jamy � vzdialenos´ medzi jamami sa stáva zanedbate©nou.
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Obr. 3.21: Tri jamy základ: Porovnanie tretieho excitovaného stavu pri vz¤a©ovaní jám

Opa£ným extrémom ja zase posledná £as´ Obr. 3.21, kde vlnová funkcia skôr pripomína tri
vlnové funkcie pre kaºdú jamu zvlá²´ � pravdepodobnos´ tunelovania klesá. Pri takejto ve©kej
vzdialenosti (rovnaká ako ²írka samotných jám) sa uº jamy takmer neovplyv¬ujú.

Závislos´ celkovej energie od vzdialenosti jám

Zistili sme teda, ºe energia tretieho excitovaného stavu sa vzdialením jám zvý²ila. Ako na
tom budú ostatné viazané stavy? Ukazuje sa, ºe má zmysel skúma´ aspo¬ prvých ²es´ stavov.
Ak hodnoty na Obr. 3.22 porovnáme s hodnotami na poslednej £asti Obr. 3.18 a Obr. 3.19 a
celom Obr. 3.20, uvidíme, ºe energie sa nám zmenili v nasledujúcom poradí: zvý²enie, zvý²enie,
zníºenie, zvý²enie, zvý²enie a zníºenie. Pri tom hodnoty energií sú teraz ve©mi blízke pre trojice
stavov. Ako si tento efekt môºeme vysvetli´?

Situácia je v zásade analogická problému s od¤a©ovaním dvoch jám. Vrásky nám
v²ak (právom) môºu spôsobova´ stredné stavy z obidvoch trojíc. �udovo povedané, sú to-
tiº dos´ odveci. Pod©a hustoty pravdepodobnosti sa rozhodne nejedná o stavy totoºné s
prvými/poslednými z trojíc. Vlnová funkcia nám pre strednú jamu úplne zmizla ! To zod-
povedá £astiam trajektórií, ktoré na obrázkoch nevidíme. Keby sme sledovali vývoj takýchto
�medzistavov� pozorne od malej aº po (túto) ve©kú vzdialenos´ jám, videli by sme, ºe kruºnica
za oblas´ IV. by sa postupne zmen²ovala na malinkú �kruºni£ku� . Nakoniec by sa stala takou
�mr¬úskatou� (doc. Ján Mózer c©) ako na Obr. 3.22, £iºe pri tomto zvä£²ení nevidite©nou.
Nesmieme v²ak zabúda´, ºe v²etky jamy sú rovnako ²iroké, £iºe £astica prejde po v²etkých
troch kruºniciach ten istý uhol.
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Obr. 3.22: Tri jamy základ: Prvých ²es´ viazaných stavov pre jamy ve©mi daleko od seba
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Obr. 3.23: Tri jamy základ: Závislos´ celkovej energie E(v)

Objasni´ medzistavy by mohol pomôc´ Obr. 1.2 (obrázok hyperbolického po©a z prvej
kapitoly). V²imnime si ve©kos´ ²ípok predstavujúcich vektorové pole. Tie sa nám smerom z
okrajov do stredu zmen²ujú. Môºeme teda predpoklada´, ºe tesne pri asymptotách je tok
skuto£ne ve©mi pomalý. Pre na²e medzistavy to potom celkom jednoducho znamená to isté,
ºe �na bicykli sa za ten istý £as tak ¤aleko ako vlakom proste nedostaneme�.

Vezmime si napr. prvú trojicu. Aj pre základný stav sa £astica dostane ve©mi blízko
k modrej asymptote11, zjavne v²ak e²te nie do oblasti ve©mi pomalého toku. Stredná kruºnica
je totiº vä£²ia ako krajné. Naproti tomu, pre druhý viazaný stav sa £astica dostane tak blízko
k asymptote12, ºe za ten istý £as (τ = v) prejde oproti základnému stavu akoby len polovicu
dráhy. Kým v základnom stave prejde úplne zdola aº úplne hore, pri druhom viazanom stave
je to len zdola do stredu. A tam ju £aká miniatúrna kruºnica, rotáciou po ktorej sa dostane
znova tak blízko k £ervenej asymptote, ºe musí znova prejs´ len �polovicu� oproti základnému
stavu. Zvy²ok je jasný. Tretí stav sa uº pred modrú asymptotu nenasúka a prvá rotácia £asticu
odnesie tesne za modrú asymptotu.

Druhá trojica stavov by sa dala analyzova´ podobne. Otázku, ºe pre£o je to práve
takto a aký je fyzikálny význam medzistavov, zatia© nechávame otvorenú. Sná¤ ju bude moºné
zodpoveda´ po ¤al²om ²túdiu. Na záver13 pripájame Obr. 3.23, ktorý je �okolapným� dôkazom
skúmaných javov.

11Znova pripomíname, ºe obrázky sú �sfu²ované� . Keby sme £iary tro²ka nepoposúvali, nebolo by o £o oprie´
diskusiu. Hodnoty energií nad obrázkami v²ak zodpovedajú vlnovým funkciám.

12Bliº²ie uº nedá, ¤al²í stav uº je za asymptotou!
13Za to, ºe graf sa v skuto£nosti nachádza vo vrchnej £asti strany patrí samozrejme v¤aka LATEX - u. Vºdy

je to v²ak lep²ie takto, ako keby sme ho na²li niekde za humnami, napríklad stránku pred Literatúrou.
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Obr. 3.24: Tri jamy vnútorné bariéry: Potenciál

3.3.2 Dve symetrické vnútorné bariéry

Viazané stavy

Ná² potenciál vyzerá ako na Obr. 3.24. Analogicky pod©a £asti (3.2.2) vieme, ºe pre hy-
perbolický pohyb zodpovedajúci oblastiam bariér III. a V. sa £astica bude pohybova´ po
hyperbolách pod©a asymptot, ktorých sklon je daný pomerom hyperbolickej �uhlovej rých-
losti� v oblastiach bariér a rota£nej uhlovej rýchlosti pre oblasti jám. Hyperbolický pohyb
teda na obrázkoch spoznáme pod©a £iarkovaných asymptot.

Jedná sa o symetrický problém, o£akávame teda symetriu aj na obrázkoch fázo-
vého priestoru a im zodpovedajúce symetrie vlnových funkcií. Prvé ²tyri viazané stavy sú
na Obr. 3.25. Pre základný a tretí excitovaný stav sme znova pridali farebné gu©ô£ky, aby sa
trajektória dala ©ah²ie nahliadnu´.

Porovnanie od¤a©ovania jám a zvy²ovania bariér

Na Obr. 3.26 vidíme porovnanie pre postupné zvy²ovanie bariéry s rozdielmi 0, 10, 20 a 50

nad potenciálom oblastí I. a V II.. V pod£asti (3.2.2) sme zistili, ºe pri zvy²ovaní bariéry nám
klesla vlnová funkcia v oblasti bariéry. Teraz vidíme, ºe pri zvy²ujúcich sa bariérach vlnová
funkcia klesne pre oblas´ jamy medzi nimi.

Ako to vysvetlíme len pomocou obrázkov? Vieme, ºe pre £iarkované asymptoty sa so
zvy²ujúcou sa bariérou posúvajú smerom k osi y a ich uhol je vºdy vä£²í ako uhol ne£iar-
kovaných. Predstavme si teraz, ºe máme energiu ako na prvej £asti Obr. 3.26 a zdvihneme
bariéru do vý²ky u2 = 30, tak ako je to na druhej £asti obrázku. Modrá asymptota, ku ktorej
máme po prvom krúºení zamierené, sa nám posunula ¤alej. Aby sme ju teda mohli dosiahnu´,
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Obr. 3.25: Tri jamy vnútorné bariéry: Prvé ²tyri viazané stavy

musíme zvý²i´ energiu. Toto sa postupne deje na v²etkých £astiach Obr. 3.26. �ím sme v²ak
bliº²ie k asymptotám, tým nás tok uná²a pomal²ie a tým men²iu dráhu stihneme prejs´ �
obrázky sa zmen²ujú.

Na Obr. 3.27 vidíme porovnanie pre postupné od¤a©ovanie dvoch krajných jám pri
�xnej vý²ke bariér. Obrázok nám znova ukazuje známy fakt, ºe od¤a©ovanie vedie k tendencii
�neinterakcie� medzi jamami. Uº pri hodnote v = 0.7 vlnová funkcia pripomína skôr sko-
pírovaný základný stav pre kaºdú jamu zvlá²´. Ke¤ºe nám v²ak strednú jamu �zakrývajú�
(celkom vysoké) bariéry, vlnová funkcia pre oblas´ IV. výrazne poklesne.

Ako si môºeme takýto pokles vlnovej funkcie vysvetli´ len z trajektórií? Znova si
predstavme situáciu, ºe jamy oddialime a energiu necháme takú, aká bola predtým (napr.
prechod medzi prvou a druhou £as´ou Obr. 3.27). Potom sa hyperbolickým pohybom dosta-
neme ¤alej, ako predtým, pri£om po kruºniciach sa stále ide τ = 2 sekundy. Energiu teda
musíme tro²ku zvý²i´, aby sme dostali viazaný stav. Toto málo ovplyvní sklon normálnych a
e²te menej sklon £iarkovaných asymptot. Zvý²i sa nám v²ak rota£ná uhlová rýchlos´. To zna-
mená, ºe sa krúºením dostaneme vºdy bliº²ie k £iarkovaným asymptotám. Od istej hodnoty
energie, dosiahneme takú rýchlos´, ºe sa dostaneme aº do oblasti ve©mi pomalého hyperbolic-
kého toku. A to, ako vieme, spôsobí, ºe stredná rotácia sa bude dia´ po ve©mi malej kruºnici 14

a príslu²ná £as´ vlnovej funkcie výrazne klesne.
Obidva efekty (zvy²ovanie aj od¤a©ovanie) nám spôsobujú pokles vlnovej funcie, tu

sú ich ú£inky vlastne znásobené.

14Teraz nám tento efekt tro²ka mierni to, ºe zvä£²ujeme vzdialenos´ medzi jamami.
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Obr. 3.26: Tri jamy vnútorné bariéry: Porovnanie základného stavu pri zvy²ovaní bariéry

Obr. 3.27: Tri jamy vnútorné bariéry: Porovnanie základného stavu pri vzda©ovaní jám
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ZHRNUTIE Kapitoly 3

V tejto kapitole sme zov²eobecnili výsledky z Kapitoly 2 na zloºitej²ích prípadoch dvoch a
troch jám.

Na za£iatku sme sa krátko zmienili o nekone£nej jame, ako o zaujímavom limitnom
prípade. Zistili sme, ºe asymptoty hyperbol sa pre ¬u nebudú sklápa´ a £astica bude obieha´
len po kruºniciach. Kaºdý ¤al²í polkruh potom predstavoval ¤al²í viazaný stav.

Pri základnej kon�gurácii dvoch jám nám oproti jednej jame pribudla stredná £as´
hyperbolickej trajektórie. Rovnako sme preskúmali, £o sa deje, ke¤ jamy od seba vzdialime.
Na²li sme graf závislosti energie viazaných stavov od vzdialenosti a zistili sme, ºe sa budú
zlieva´ energie dvojíc viazaných stavov.
V pod£asti (3.2.2) sme sa pozreli na symetrický prípad bariéry v strede. Pre túto oblas´ nám
pribudol nový pár asymptot hyperbol. Skú²ali sme túto bariéru zvy²ova´ a overili sme si, ºe
pravdepodobnos´ výskytu reálnej £astice v tejto oblasti klesne.
V pod£asti (3.2.3) sme preskúmali asymetrický potenciál dvoch jám s bariérou vpravo. Znova
sme získali nový pár asymptot a skú²ali bariéru dvíha´ a dívali sa, ako sa mení nejaký viazaný
stav.
Posledným problémom s dvomi jamami, ktorým sme sa zaoberali, boli dve jamy s rôznou
h¨bkou v pod£asti (3.2.4). Zistili sme, ºe treba rozli²ova´ dva prípady: v prvom sa jednalo
o hyperbolický pohyb v oblasti zodpovedajúcej plyt²ej jame a v druhom o rota£ný. Táto
podmienka závisela od energie. Pre prípad hyperbolického pohybu sme znova získali ¤al²ie
asymptoty, pre prípad rota£ného pohybu sa príslu²ná £as´ trajektórie zmenila z kruºnice na
elipsu.

Pre tri jamy sme tieº najprv skúmali základný potenciál. Znova sme jamy od¤alovali
a na²li sme graf závislosti energie viazaných stavov od vzdialenosti jám. Tentokrát sa energie
zlievali vºdy pre trojice viazaných stavov.
Na záver sme preskúmali potenciál troch jám s dvomi vnútornými bariérami. Zaujímal nás
jednak efekt vz¤a©ovania jám a jednak efekt zvy²ovania bariér.



Záver

Zopakujme si teda, £o sme sa v tejto práci nau£ili. Na²im cie©om bolo nájs´ viazané stavy a
príslu²né energie pre problémy s rôznymi pravouhlými potenciálovými jamami.

V prvej kapitole sme si prepísali Schrödingerovu rovnicu na systém dvoch rovníc pr-
vého rádu. Pri uváºení toho, ºe sa zaoberáme len jednorozmernými a po £astiach kon²tantnými
potenciálmi, sme jednoduchým výpo£tom získali dva typy rie²ení. Tie predstavovali rotáciu
a hyperbolickú rotáciu v rovine fázového priestoru. Rotácie súviseli s oblas´ou vnútra jám a
hyperbolické rotácie s vonkaj²kom jám. O nie£o ©ah²ie bolo moºné tieto rie²enia nahliadnu´
cez objekty z diferenciálnej geometrie � vektorové polia a ich toky. Pritom celkové rie²enie
pre celú oblas´ potenciálu sme netradi£ne interpretovali ako trajektóriu �ktívnej £astice vo
fázovom priestore.

V ¤al²ej kapitole práce sme na²u predstavu o pohybe vo fázovom priestore pretavili
do konkrétnej²ej podoby. Bolo pri tom nutné uváºi´ vlastnosti, ktoré vlnovej funkcii udáva
kvantová mechanika. Podmienka normovate©nosti sa preformovala do faktu, ºe kaºdá trajek-
tória �ktívnej £astice musí za£ína´ a kon£i´ v po£iatku. Podmienka spojitosti vlnovej funkcie
a jej derivácie u nás znamenala spojitos´ jednej krivky � trajektórie.

Konkrétna realizácia by nebola moºná bez ²kálovania osí. V celej práci sme pouºívali
�²kálovanie na kruºnice� . Takéto ²kálovanie spôsobilo, ºe asymptoty hyperbol sa vo fázovom
priestore sklápali.

Metódu sme si prvýkrát vyskú²ali na najjednoduch²om prípade s jednou kone£nou
jamou. Pochopili sme logiku tvorby trajektórií viazaných stavov. Nau£ili sme sa ich aj správne
interpretova´ a získava´ z nich vlnové funkcie. Na záver kapitoly sme na²li gra�cké rie²enie
pre energie, ktoré na²ej metóde zodpovedá.

V poslednej kapitole sme preskúmali rôzne symetrické a asymetrické potenciály.
V²etky prípady boli zdokumentované po£etnými obrázkami. Na obrázkoch sa bu¤ porovnávali
jednotlivé viazané stavy, alebo skúmali nejaké ²peciálne situácie.

Ako aperitív poslúºila prvá £as´ o nekone£nej jame. Ukázalo sa, ºe v tomto limitnom
prípade jednej jamy sa asymptoty hyperbol nesklápajú.

Pre dve jamy sme najprv zistili, £o spôsobuje ich vzda©ovanie. Na²li sme graf závislosti
energie od vzájomnej vzdialenosti jám. Zaujímavým efektom bolo zlievanie energii dvojíc
viazaných stavov a striedanie rastúcej a klesajúcej závislosti.
Neskôr sme zistili, ako na vlnové funkcie vplývajú rôzne umiestené bariéry, prípadne aké
zmeny nastanú pri zmene h¨bky jednej z jám. Zo ²kálovania potom vyplynulo, ºe za kaºdú
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bariéru získame nový pár asymptot hyperbol. Pri rôznych h¨bkach jám bolo treba rozli²ova´
dva reºimy pohybu. Pri nízkej energii to bol hyperbolický pohyb v oblasti plyt²ej jamy. Ak
energia presiahla istú hranicu, pohyb sa náhle zmenil na rota£ný. Iná h¨bka jamy spôsobila,
ºe príslu²nými trajektóriami boli elipsy.

V poslednej £asti o troch jamách sme znova najprv skúmali závislos´ energie od
vzdialenosti jám. Tentokrát sme objavili zlievanie energie trojíc viazaných stavov a striedanie
dvoch rastúcich a jednej klesajúcej závislosti. Posledným skúmaným potenciálom boli tri jamy
s dvomi rovnakými bariérami. Porovnali sme dva efekty: jednak od¤a©ovanie jám a jednak
zvy²ovanie bariér.

Treba poveda´, ºe pravouhlé jamy sú dos´ ²peciálny typ problému. Ke¤ºe metóda
tieto ²peci�ká vyuºiva, je dos´ efektívna. Dúfame, ºe nikto nie je sklamaný, ºe pomocou nej
nie je moºné rie²i´ aj nejaké zloºitej²ie úlohy15. Samozrejme, existujú tradi£né nástroje a kaºdý
po£íta£ vie diferenciálne rovnice rie²i´ (aspo¬) numericky. Takto sme v²ak získali na problém
nový vh©ad a £ísla ani z¤aleka neboli to najdôleºitej²ie, £o nám metóda poskytla.

Tak, a je to tu. Nebudeme to viac na´ahova´. Prichádza záver16. Dúfame, ºe si £itate©
z práce nie£o odniesol. A ºe tým nie£ím nie je pokazená nálada a znechutenie, ale novonado-
budnuté nad²enie pre úlohy o pravouhlých jamách, ktorými sme sa tu zaoberali. Veríme, ºe
jamy získali nový ²at, a ºe uº prípadne nebudú povaºované len za nezaujímavý akademický
problém.

15Teoreticky je, ale kaºdý potenciál by bol nutné prerobi´ na �schodíkovitý� . Ur£ite by to v²ak chcelo aj
vä£²iu výpo£tovú silu.

16Pozor! Záver, nie koniec, ve¤ tu máme e²te dodatky! A hlavne. . . Zoznam literatúry!!!



Dodatok A

Vektorové polia � v²eobecný úvod

Tento dodatok je skrátenou a upravenou verziou rôznych £astí z podkapitôl 2.2 a 2.3 v [3].
Má preto ve©a spolo£ného aj s Kapitolou 1 v [5].

A.1 �o je to vektorové pole?

Vektorové pole zrejme pre nás nie je úplne nový pojem, vo fyzike sa vyskytuje pomerne £asto.
Tu budeme potrebova´ len vektorové polia v rovine. Takéto pole vieme rozloºi´ pod©a bázy
(ex, ey), £o sú v kaºdom bode dva jednotkové vektory, jeden v smere osi x, druhý v smere
osi y. V²eobencé pole teda vyzerá

V = V x(x, y)ex + V y(x, y)ey. (A.1)

Pole je teda zadané funkciami V x(x, y) a V y(x, y), ktorým hovoríme zloºky.
V diferenciálnej geometrii sa to isté pole zapí²e v tvare diferenciálneho operátora I. rádu

V = V x(x, y)∂x + V y(x, y)∂y. (A.2)

Pripome¬me, ºe ak sa v matematickej analýze výraz tohoto typu aplikuje na funkciu f(x, y),
po£íta sa tým jej smerová derivácia. Diferenciálna geometria teda stotoº¬uje pojem smerovej
derivácie s pojmom vektora.

[Toto stotoºnenie je netriviálne, nebudeme ho tu viac rozvádza´, lebo to detailnej²ie pochopi´
nepotrebujeme. Poznamenajme len, ºe smerová derivácia sa robí (ako z názvu vyplýva) v
nejakom smere, a teda by nemalo prekvapi´, ºe môºe súvisie´ s nejakým vektorom, ktorý tieº
má nejaký smer.]

Nástrojom na zvidite©nenie vektorového po©a sú integrálne krivky.
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Obr. A.1: Vektorové pole V = ∂x ≡ 1 · ∂x + 0 · ∂y

A.2 Integrálne krivky

Vektorové pole nám de�nuje vektor v kaºdom bode. Predstavme si nejakú krivku (x(t), y(t)).
Pre ve©mi ²peciálne zvolenú krivku sa môºe sta´, ºe jej vektor rýchlosti, t.j. (ẋ, ẏ), sa presne
zhoduje s vektorom, ktorý je v tomto mieste zadaný vektorovým po©om. Ak toto platí pre
kaºdý bod tejto krivky, tak ju voláme integrálnou krivkou uvaºovaného vektorového po©a.
Integrálne krivky sa h©adajú rie²ením takejto sústavy DR prvého rádu (detaily pozri v [3])

ẋ = V x(x, y) (A.3)

ẏ = V y(x, y). (A.4)

Skúsme napríklad pole V = ∂x. Pre toto pole V x = 1 a V y = 0. Rovnice pre integrálne
krivky teda sú

ẋ = 1 (A.5)

ẏ = 0. (A.6)

Ich rie²enia teda vyzerajú takto

x(t) = t+ x0 (A.7)

y(t) = y0. (A.8)

Máme teda rovnomerný pohyb v smere x - ovej osi rýchlos´ou 1, £o presne zodpovedá obrázku
vektorového po©a na Obr. A.1.

Vodorovné £iary v rovine x, y sú zárove¬ silo£iarami tohoto vektorového po©a, ako ich
poznáme napr. z elektrostatiky. Aký je potom vlastne rozdiel medzi silo£iarami a integrálnymi
krivkami? Pod©a de�nície, integrálne krivky obsahujú aj £asovú závislos´. �iºe máme nielen
informáciu o tom, cez ktoré body idú (ako je to pre silo£iary), ale aj kedy cez ne idú. To
znamená, ºe ide o parametrizované krivky.



A.3 Tok 57

A.3 Tok

Konkrétna integrálna krivka vektorového po©a V je jednozna£ne daná po£iato£nými podmien-
kami � kde sa nachádzame v £ase t = 0. Tento bod pritom môºe by´ ©ubovo©ný. Napríklad v
rie²ení (A.7), (A.8) je bod (x0, y0) ©ubovo©ný bod v rovine. To znamená, ºe z kaºdého bodu
vychádza integrálna krivka. Tým je dané isté zobrazenie roviny do seba (£iºe R2 → R2), pri
ktorom kaºdý bod �odpláva� po svojej integrálnej krivke o £asový úsek t. Toto zobrazenie sa
volá tok vektorového po©a a ozna£uje sa Φt.
Pre na²e vektorové pole z rovníc (A.7) a (A.8) vidíme, ºe bod (x0, y0) odpláva do bodu
(x0 + t, y0). To zapí²eme v ²tandardnom tvare

Φt : (x, y) 7→ (x+ t, y) (A.9)

Pre iné vektorové polia môºu by´ rovnice (A.3) a (A.4) samozrejme zloºitej²ie. 1 My
sa stretávame s rovnicami tohoto typu v pod£astiach (1.3.2) a (1.3.3). Tam sa zaoberáme
vektorovými po©ami V = y∂x − x∂y a V = y∂x + x∂y a ich tokmi. Zistíme, ºe tieto toky
opisujú rotáciu a hyperbolickú rotáciu roviny.

A.4 Príklad

A ako sa teda vektorové polia pod©a predpisu (A.2) kreslia? Zrejme tak, ako by sme o£akávali.
V smere parciálnych derivácií ∂x a ∂y naná²ame komponenty Vx a Vy, pri£om kone£ný vektor
po©a V (=smerová derivácia) je daný ako ich lineárna kombinácia. Teda postup je jednoduchý
a presne taký istý ako skladanie vektorov.

Skúsme sa pozrie´ na jednoduchý príklad vektorového po©a

V = −x∂x + y∂y. (A.10)

Zaujíma nás, ako toto pole vyzerá. Vyskú²ajme postup z predo²lého odstavca, napríklad v
bode (1, 1). Rovnica (A.10) nám hovorí, ºe máme zobra´ mínus násobok jednotky v x - ovom
smere a zloºi´ ho vektorovo s násobkom jednotky v y - ovom smere. Tento krok je znázornený
na Obr. A.2. Keby sme tento postup zopakovali pre v²etky body priestoru, získali by sme
celé vektorové pole2. Sta£í si teda necha´ vykresli´ vektory pre zopár bodov a zistíme, ako
pole vyzerá. Na Obr. A.3 vidíme, ºe sa jedná o hyperbolické pole, s asymptotami zhodnými s
osami x, y. Poznamenajme, ºe na oboch obrázkoch sú jednak zakreslené vektory vektorového
po©a (£ervená ²kála), a jednak jeho integrálne krivky (modrá ²kála).

Tento jedoduchý postup nám sta£í aj na pochopenie obrázkov pre rôzne hodnoty
kon²tanty k v pod£astiach (1.3.2) a (1.3.3).
Vezmime si napríklad rota£né pole V = v∂ψ − |k|ψ∂v .
Ke¤ je potom |k| < 1, naná²ame v kaºdom bode vo vertikálnom smere (v smere osi v) iba
k - násobnú £as´. Z toho vyplýva, ºe obrázky elíps budú sp©asnuté v smere osi v. Naopak,

1�asto dokonca nemajú analytické rie²enie, vºdy sa v²ak dajú rie²i´ a kresli´ numericky.
2To by sme v²ak dokopy ni£ nevideli, lebo ²ípka by i²la z kaºdého bodu!
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Obr. A.2: Kon²trukcia vektora v bode
(1,1)

Obr. A.3: Celé vektorové pole

ke¤ |k| > 1, naná²ame vo vertikálnom smere vºdy k - násobne viac, a elipsy budú splo²tené
v smere osi ψ. Je teda jasné, ºe v²eobecné tvrdenie (1.26) platí.
To isté sa samozrejme dá aplikova´ aj na hyperboly, kde by platilo rovnaké tvrdenie.



Dodatok B

Jedna jama u£ebnicovo

Pre porovnanie uve¤me, ako sa najjednoduch²í problém � jedna jama rie²i na hodinách kvan-
tovej mechaniky. Upozor¬ujeme, ºe sme doteraz pouºívali inú znamienkovú konvenciu. V
tomto dodatku sa budeme drºa´ tej ²tandardnej, ktorá je, ºe viazané stavy majú zápornú
energiu. �alej sme uvaºovali, ºe jama nie je symetricky uloºená okolo po£iatku a jej d¨ºka
L0 = a

Máme teda potenciál, ktorý delí priestor na tri oblasti

U(x) =

{
−U0 pre x ∈ (0, a),

0 pre x /∈ (0, a).
(B.1)

Pre dve oblasti mimo jamy dostávame Schrödingerovu rovnicu

∂2ψ

∂x2
=

2m

~2
[0− E]ψ = −2mE

~2
ψ = β2ψ (B.2)

a pre oblas´ jamy

∂2ψ

∂x2
=

2m

~2
[−U0 − E]ψ = −2m(U0 + E)

~2
ψ = −α2ψ. (B.3)

Vylú£ením asymptoticky nevyhovujúcich £lenov dostaneme vlnovú funkciu pre tri
oblasti nasledovne

ψI = Deβx (B.4)

ψII = A sinαx+B cosαx (B.5)

ψIII = Ce−βx. (B.6)

Teraz prichádza na rad zo²ívanie (celková ψ(x) a ψ′(x) musia by´ spojité). Dostávame teda
podmienky

ψI(−a) = ψII(−a) ⇔ De−βa = −A sinαa+B cosαa (B.7)

ψ′I(−a) = ψ′II(−a) ⇔ βDe−βa = αA cosαa+ αB sinαa (B.8)

ψII(a) = ψIII(a) ⇔ Ce−βa = A sinαa+B cosαa (B.9)

ψ′II(a) = ψ′III(a) ⇔ −βCe−βa = αA cosαa− αB sinαa. (B.10)
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Obr. B.1: Ve©mi plytká a úzka jama Obr. B.2: �iroká a hlboká jama

Ak zavedieme ozna£enie (αa)2 + (βa)2 = 2ma2U0

~2 =: R2 a αa =: x (£o je samozrejme iné x, ako
sme mali doteraz), tak postupnými úpravami môºeme dosta´ tieto dve rie²enia

cotx =
x√

R2 − x2
(B.11)

cotx = −
√
R2 − x2

x
. (B.12)

Teda rie²ením sú tu priese£níky na grafe, tak ako to môºeme vidie´ na Obr. B.1 a
Obr. B.2. K príslu²ným energiám sa môºeme dopátra´ spätným dosadením pribliºnej súradnice
do vyjadrenia parametra R.
Na Obr. B.1 sú£asne vidíme, ako je vºdy zaru£ený aspo¬ jeden viazaný stav.

Ktoré sú najvä£²ie nevýhody oproti na²emu rie²eniu pomocou obrázkov?

1. s pribúdajúcim po£tom jám prudko rastie zd¨havos´ výpo£tov (ve©a parametrov)

2. priamo na grafe nevidno, ktoré rie²enia sú párne/nepárne

3. tvar vlnovej funkcie si môºeme iba vypo£íta´

4. energia sa dá získa´ len spätne

V skratke by sa to hádam dalo zhrnú´ tak, ºe na²a metóda poskytuje v²etky potrebné výsledky
naraz.



Dodatok C

Mathematica

Tento dodatok je ur£ený predov²etkým pre tých, ktorí s programovaním (ako takým) príli²
ve©ké skúsenosti nemajú. Profíci nech sa mu rad²ej z dia©ky vyhnú. Pre za£iato£níka bez
skúseností s Mathematicou, ktorý by si napr. rád nakreslil obrázky z tejto práce sám, by v²ak
mohol by´ celkom in²piratívny.

V²etky obrázky v tejto práci sú vytvorené pomocou Mathematicy. Je to ve©mi vý-
konný a ú£inný nástroj. Od teórie k �praxi� a optimalizácií v²ak viedlo nieko©ko medzikrokov.
Najvä£²ou výhodou je moºnos´ �naprogramovania� interaktívnych aplikácií (vyzerajú tak, ako
na Obr. 2.10), pritom Mathematica spraví vä£²inu za nás. Je to neporovnate©ne ©ah²ie ako
programovanie nejakého Java Appletu. V²etky tla£ítka a slidery uº sú totiº dané. Sta£í po-
uºi´ správny príkaz. Pri h©adaní v návode sú k©ú£ové pojmy ako �dynamic interactivity� ,
�manipulation� . Help je napísaný naozaj schopne, ºiadne kniºky nie sú potrebné.

Aké sú teda spolo£né £rty v²etkých notebookov (�hárkov� s kódom v Mathematice)?
V²etky príkazy sú obalené príkazom Manipulate [ ], ktorý ur£uje hodnotu akých parametrov
budeme môc´ meni´. U nás teda napríklad energiu a h¨bky jám. Za kaºdý parameter máme k
dispozícii jeden slider, automaticky máme moºnos´ meni´ jeho hodnoty aj pomocou tla£ítok,
alebo necha´ zmenu parametra animova´. Pritom dokonca aj rýchlos´ je nastavite©ná. V²etko
hotové od �výrobcu� .

Grafy sú vykres©ované pomocou príkazu ParametricPlot [ ]. Rovnice kriviek pre jed-
notlivé £asti máme dané, sú to: pre vnútra jám vz´ah (2.13) a pre vonkaj²ok (2.14). Ak to
problém vyºaduje, treba samozrejme spravi´ príslu²né ²kálovanie.

Ak chceme, aby nám sú£asne s obrázkom trajektórie vykres©ovalo aj vlnovú fun-
kciu (prípadne aj hustotu pravdepodobnosti), treba vnútri príkazu Manipulate pouºi´ príkaz
Dynamic[ ] a obali´ ním £as´ pre príkazy na vykreslenie vlnovej funkcie.

Nemenej dôleºité sú aj estetické stránky veci ako farebné rozlí²enie (PlotStyle,
TickStyle, LabelStyle). Patrí sa ma´ aj správne menovky a popis osí (PlotLabel, AxesLabel ).
Spreh©adni´ výslednú aplikáciu pomôºu aj odde©ovacie £iarky (Delimiter ). Uloºenie tla£ítok
a sliderov ur£uje ControlPlacement.
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Na Obr. C.1 máme kompletný kód najjednoduch²ej aplikácie Jedna jama � viazané
stavy z Obr. 2.101. Pre zloºitej²ie problémy by bol samozrejme dlh²í, ale principiálne sa
skoro ni£ nezmení. Pribúda´ môºu riadky pre ¤al²ie £asti trajektórií, alebo iné asymptoty (a
samozrejme príslu²né vlnové funkcie) a nové parametre h¨bky/vý²ky bariér. Jedine pri tvorbe
aplikácie pre dve jamy s rôznou h¨bkou bolo treba rozlí²i´ dva prípady a pouºi´ podmienku
If [ ].

Problém nastáva pri zloºitej²ích potenciáloch. Vtedy obrázok nestíha reagova´ na
pohyb sliderov v reálnom £ase a zasekáva sa. �iasto£ne sa to dá vylep²i´ pomocou
PerformanceGoal -> �Speed� , najjednoduch²ie v²ak je nastavi´, aby slider menil hodnoty aº
ke¤ ho pustíme (na obrázku s kódom to nemáme, ale na príslu²nom mieste by sa pouºilo
ContinuousAction -> False ).

Hádam by sa patrilo podotknú´, v £om spo£íva nepresnos´ tejto metódy. Hodnoty
energií viazaných stavov vyberáme samozrejme pod©a toho, £o vidíme na obrazovke. Obrázok
si vºdy môºeme priblíºi´ na ©ubovo©ne malú ²kálu, aby sme videli, £i nám trajektória na konci
ide pekne do po£iatku alebo sa zahne mimo. To sa teoreticky dá robi´ donekone£na s tým,
ºe stále porovnávame dve £iary kone£nej hrúbky2, takºe dokonalé to nikdy nebude. Ve©mi
nematematicky povedané je v²ak na²a metóda dostato£ne presná.

Notebooky pre v²etkých osem aplikácií sú napálené na CD ako príloha k práci 3. Na ich
otvorenie treba ma´ samozrejme nain²talovanú Mathematicu (verzia aspo¬ 7). Na spustenie
sta£í kdeko©vek v notebooku stla£i´ Shift+Enter.

1V kóde je aj hustota pravdepobonosti.
2Inak by ich nebolo vidie´. :)
3V prípade záujmu a nedostupnosti CD sta£í napísa´ na ri�omisa@gmail.com.
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Obr. C.1: Kód v Mathematice pre jednu jamu
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Pravouhld jamy v kvantovej mechanike - alternativny pristup

Utotry o hl'adani energif a vlnovfch funkcii stacion6rnych stavov v pravouhlych
jamhch sa beZne rie5ia tak, L,e sani$de v5eobecnd rieienie v jame (sfnus a kosinus)
a mimo jamy (rastirce a klesajfce exponenty) a tieto riesenia sa na okrajoch
jamy zosfvajir (tak, aby bola vlnov6 funkcia a jej prv6 deriv6cia spojit6). pritom
sa pamiit6 na normovatel'nost' vysledndho rieSenia. Pre konednri a symetrickri
jamu vedri podmienky zo5itia na transcendentnd rovnice, ktord sa dajri riedit'
graficky alebo numericky. Podobne by sa rie5ili ind pravouh16 jamy, naprfklad
nesymetrick6, dvojitit a podobne.

Ukazuje sa, Le k tejto tlohe sa d6 pristupovat aj in6d. Schroedingerova
rovnica sa d6 prepisat' na sfstavu dvoch obydajnych diferenci6lnych rovnic,
ktorri opisuje pohyb istdho fiktivneho bodu vo vhodnej dvojrozmernej rovine.
Na risekoch, ktord zodpovedajir vnirtru iamy, sa bod rovnomerne krfti okolo
podiatku a na fsekoch mimo jamy vykon6va hyperbolickir rot6ciu (zn6muz opisu
Lorentzovych transform6cii). Podmienky zoifvania sa tu javia ako spojitost'
krivky a normovanost' vysledn6ho riesenia ako podmienka, aby sa pohyb bodu
zatal aj skondil v podiatku roviny.
Tlim sa frloha hl'adania vlnovfch funkcif zvedie na flohr"r nrijdenia trajekt6rif
tohoto fiktivneho bodu, ktord vyhovujf spominanym dodatodnym podmienkam.
Rie5enia tejto rilohy sa dajri I'ahko intuitivne nahliadnut' (vr6tane rdznych
vlastnosti zodpovedajricich rieseni vlnovej funkcie) a l'ahko sa tieL skusmo
hl'adajri pomocou obr6zkov kreslenych (napr.) v systdme Mathematica. Takto sa
tieL dajt kreslit'trajekt6rie bodov v zloZitejSfch jam6ch (naprfklad pre sirstavu
dvoch di troch j6m) a ziskavaf ich vlnov6 funkcie a energie.

Nriplfiou prdce by bolo zoznilmit' sa s touto met6dou a pouZit' ju na preskrimanie
konkr6tnych, aj dvojitych a trojitfch pravouhl;fch j5m. Tj. napisat' notebooky
v syst6me Mathematica, ktord hl'adajri povolend stavy - kreslia zodpovedajfce
obr|zky, im prislusnd vlnovd funkcie a vypisujri sprdvne energie hladin.)
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